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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei f eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularität
a ∈ C. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist a eine Polstelle der Ordnung m von f ′, so gilt m ≥ 2 und f hat in a einen Pol
der Ordnung m− 1.

(b) Ist a eine hebbare Singularität für f ′, so ist a auch eine hebbare Singularität für f .

Aufgabe 2 (10 Punkte). Auf Ω := C\{−1, 1, 3} betrachten wir die Funktion

f : Ω→ C, z 7→ 1

1− z2
+

1

3− z
.

Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklung von f

(a) im Kreisring {z ∈ C| 1 < |z| < 3}.

(b) im Kreisring {z ∈ C| 1 < |z − 2| < 3}.

(c) um den Entwicklungspunkt z0 = 1, die im Punkt 1 + 3i konvergiert.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei γ eine glatte geschlossene Kurve und sei f : γ∗ → C eine
stetige Funktion auf der Spur γ∗ von γ. Wir definieren die Funktion

f̃ : C\γ∗ → C, z 7→ 1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw.

Zeigen Sie f̃ ∈ O(C\γ∗) und bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung von f̃ um einen
beliebigen Punkt z0 ∈ C\γ∗. Folgern Sie damit

f̃ (n)(z0) =
n!

2πi

∫
γ

f(w)

(w − z0)n+1
dw für alle z0 ∈ C\γ∗, n ∈ N0.

bitte wenden



Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei Ω := C\{−1, 1}. Skizzieren Sie eine geschlossene Kurve γ
in Ω, die

Indγ(z) = 0 für alle z ∈ C\Ω

erfüllt, aber nicht nullhomotop in Ω ist. (Ein Beweis, dass die von Ihnen skizzierte Kurve
γ die geforderten Bedingungen erfüllt, ist nicht nötig.)

Aufgabe 5 (10 Punkte).

(a) Gegeben sei die holomorphe Funktion

f : C\2πiZ→ C, z 7→ z

ez − 1
.

Zeigen Sie, dass f in 0 durch f(0) := 1 holomorph ergänzt wird und in einer Umge-
bung von 0 eine Potenzreihenentwicklung der Form

f(z) =
∞∑
n=0

Bn

n!
zn

besitzt, wobei die Folge (Bn)n∈N0 rekursiv bestimmt wird durch B0 = 1, B1 = −1
2

und
n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk = 0 für alle n ∈ N.

(b) Für festes w ∈ C betrachten wir die holomorphe Funktion

fw : C\2πiZ→ C, z 7→ zewz

ez − 1
.

Zeigen Sie, dass fw in 0 durch fw(0) := 1 holomorph ergänzt wird und in einer
Umgebung von 0 die Potenzreihendarstellung

fw(z) =
∞∑
n=0

Bn(w)

n!
zn

besitzt, wobei die Folge (Bn(w))n∈N0 gegeben ist durch

Bn(w) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bkw

n−k für alle n ∈ N0.

Zusatzaufgabe∗ (10 Punkte). Zeigen Sie, dass mit den Bezeichnungen aus Aufgabe 5

n∑
k=0

km =
1

m+ 1

(
Bm+1(n+ 1)−Bm+1

)
für alle m,n ∈ N0

gilt. Welche Ergebnisse erhalten wir für m = 0, 1, 2 ?


