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Dieses Blatt wird mit 50 Punkten gewichtet. Durch Bearbeiten
aller Aufgaben können Sie 10 Zusatzpunkte erwerben.

Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei Ω ⊆ C offen. Zeigen Sie: Hat eine holomorphe Funktion
f : Ω\{a} → C an der Stelle a ∈ Ω einen Pol erster Ordnung, so hat die Funktion

g : Ω\{a} → C, z 7→ exp(f(z))

eine wesentliche Singularität in a.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Zu r1, r2 > 0 mit r1 6= r2 und n1, n2 ∈ N betrachten wir die
geschlossene Kurve

γ : [0, 2π]→ C, t 7→ r1e
in1t + r2e

in2t.

Zeigen Sie 0 /∈ γ∗ und

Indγ(0) =

{
n1, falls r1 > r2

n2, falls r1 < r2

.

Hinweis: Verwenden Sie Satz 7.10 der Vorlesung.

Aufgabe 3 (20 Punkte!). Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln für den Umgang mit
Residuen. Dabei sei Ω ⊆ C offen und a ∈ Ω.

(a) Sind f, g ∈ O(Ω\{a}) gegeben, dann gilt für alle α, β ∈ C

Res(αf + βg; a) = αRes(f ; a) + β Res(g; a).

(b) Hat f ∈ O(Ω\{a}) an der Stelle a einen Pol erster Ordnung, so gilt

Res(f ; a) = lim
z→a

(z − a)f(z).

(c) Ist a eine Polstelle erster Ordnung von f ∈ O(Ω\{a}), dann gilt für alle g ∈ O(Ω)

Res(gf ; a) = g(a) Res(f ; a).

bitte wenden



(d) Hat h ∈ O(Ω) eine Nullstelle erster Ordnung in a, dann ist

Res
(1

h
; a
)

=
1

h′(a)
.

(e) Hat f ∈ O(Ω\{a}) einen Pol der Ordnung n in a, so gilt

Res(f ; a) =
1

(n− 1)!
g(n−1)(a),

wobei die Funktion g ∈ O(Ω) durch holomorphe Fortsetzung von g(z) = (z−a)nf(z)
bestimmt wird.

Aufgabe 4 (10 Punkte). Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes den Wert der
folgenden Integrale:

(a)
∫
∂D2(0)

cos(z)

z2 + 1
dz

(b)
∫
∂D1(0)

z

eiz − 1
dz

(c)
∫

Γ

z

cosh(z)− 1
dz,

wobei die Kurve Γ den Rand der Menge

{x+ iy ∈ C| y2 < (4π2 − 1)(1− x2)}

im positiven Sinn durchläuft.

Aufgabe 5 (10 Punkte). Für a ∈ C und r > 0 sei eine Funktion f ∈ O(C\Dr(a)) mit
der Eigenschaft lim

|z|→∞
|f(z)| = 0 gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion

f̃ : Ḋ1/r(0)→ C, z 7→ f
(
a+

1

z

)
holomorph ist und durch f̃(0) := 0 zu einer Funktion f̃ ∈ O(D1/r(0)) ergänzt werden
kann. Geben Sie auch eine Formel für die Koeffizienten in der Potenzreihenentwick-
lung von f̃ um den Punkt 0 an.

(b) Folgern Sie aus Aufgabenteil (a), dass f auf C\Dr(a) eine Darstellung der Form

f(z) =
∞∑
n=1

cn
(z − a)n

besitzt, wobei sich die Koeffizienten mit der Formel

cn =
1

2πi

∫
∂Dρ(0)

f(z)(z − a)n−1 dz für alle n ∈ N

für ein beliebiges ρ > r berechnen lassen.


