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Dieses Blatt wird mit 50 Punkten gewichtet. Durch Bearbeiten
aller Aufgaben konnen Sie 10 Zusatzpunkte erwerben.

Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei Q2 C C offen. Zeigen Sie: Hat eine holomorphe Funktion
[ OQ\{a} — C an der Stelle a € ©Q einen Pol erster Ordnung, so hat die Funktion

g: N{a} = C, z— exp(f(2))

eine wesentliche Singularitét in a.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Zu 71,79 > 0 mit 7y # r5 und ny,ny € N betrachten wir die
geschlossene Kurve ' '
v: [0,27] = C, t = 1™ + rpe2t,

Zeigen Sie 0 ¢ v* und

Ind. (0) ny, fallsry > ry
n = )
K ng, falls ry <ry

Hinweis: Verwenden Sie Satz 7.10 der Vorlesung.

Aufgabe 3 (20 Punkte!). Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln fiir den Umgang mit
Residuen. Dabei sei €2 C C offen und a € Q.

(a) Sind f,g € O(Q\{a}) gegeben, dann gilt fir alle o, 5 € C
Res(af + Bg;a) = aRes(f;a) + B Res(g; a).
(b) Hat f € O(2\{a}) an der Stelle a einen Pol erster Ordnung, so gilt
Res(f;a) = lim (= — a) /().
(c) Ist a eine Polstelle erster Ordnung von f € O(2\{a}), dann gilt fiir alle g € O()
Res(g; 0) = g(a) Res(f; o).

bitte wenden



(d) Hat h € O(Q2) eine Nullstelle erster Ordnung in a, dann ist

1 1
Res (70) = (a)
(e) Hat f € O(Q\{a}) einen Pol der Ordnung n in a, so gilt

9" V(a),

Res(f;a) =

(n—1)!

wobei die Funktion g € O(€2) durch holomorphe Fortsetzung von g(z) = (z—a)" f(z)
bestimmt wird.

Aufgabe 4 (10 Punkte). Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes den Wert der
folgenden Integrale:

(a) / CZS(Z) dz
aDs(0) 2~ 1+ 1
z
b / . dz
(b) apy(0) €7 — 1

z
—d
(c) /1“ cosh(z) — 1 =
wobei die Kurve I' den Rand der Menge

{z+iy € C| y* < (4n* — 1)(1 — 2?)}

im positiven Sinn durchléuft.

Aufgabe 5 (10 Punkte). Fiir a € C und r > 0 sei eine Funktion f € O(C\D,(a)) mit
der Eigenschaft |l‘im |f(2)] = 0 gegeben.
Z|—00

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion

f: Dl/r(O) — C, zr—>f<a+%>

holomorph ist und durch f(0) := 0 zu einer Funktion f € O(D,,(0)) erginzt werden
kann. Geben Sie auch eine Formel fiir die Koeffizienten in der Potenzreihenentwick-
lung von f um den Punkt 0 an.

(b) Folgern Sie aus Aufgabenteil (a), dass f auf C\D,(a) eine Darstellung der Form

besitzt, wobei sich die Koeffizienten mit der Formel
1
Cpn = — f(2)(z—a)" " dz fir allen € N
211 dD,(0)

fiir ein beliebiges p > r berechnen lassen.



