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Prasenzblatt
zur miindlichen Bearbeitung in den Ubungsgruppen.
Die Aufgaben werden nicht bewertet.

Mit den folgenden Aufgaben wollen wir den komplexen Logarithmus und damit eine der
wichtigsten holomorphen Funktionen untersuchen. Seinen besonderen Stellenwert ver-
dankt der komplexe Logarithmus nicht nur der Tatsache, dass er eine Antwort auf die
recht natiirliche Frage nach den Losungen w € C der Gleichung exp(w) = z bei gegebe-
nem 2 € C gibt, sondern auch den vielen wegweisenden Fragestellungen, die er motiviert.

Der komplexe Logarithmus ist uns bereits in Aufgabe 1 von Blatt 3 begegnet. Dort haben
wir gesehen, dass es zur Kreisscheibe D := {z € C| |z — 1| < 1} unendlich viele offene
Mengen 2 C C mit exp(Q2) = D gibt, fiir die die Abbildung exp : @ — D bijektiv

ist. Ferner haben wir dort gezeigt, dass die zugehorige Umkehrfunktion log : D — €

holomorph ist und log’(z) = ¥ fiir alle z € D erfiillt.
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Mit den beiden folgenden Aufgaben bauen wir diese Argumentationen nun weiter aus:

Aufgabe 1. Fiir alle n € Z definieren wir
Spi={z€C| 2n—1)r <Im(z) < 2n+ 1)7}.
Sei nun n € Z gegeben. Zeigen Sie:

(a) Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C induziert eine bijektive Abbildung
exp : S, — C_ auf die geschlitzte Zahlenebene

C_:=C\{z € C| Im(z) =0, Re(z) <0}.
(b) Die zugehorige Umkehrabbildung L, : C_ — S, ist holomorph und erfiillt

1
Li(z)=- firalleze C_  und  L,(1) = 2nmi
z

Aufgabe 2. Begriinden Sie, dass C_ beziiglich 1 sternférmig ist, und zeigen Sie:
(a) Durch
1
L(z) := / — dw fiir alle z € C_
[
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wird eine holomorphe Funktion L : C_ — C definiert, die
1
L'(z)=- firallezeC_. und L(1)=0
z

erfiillt. Hierbei bezeichnen wir fiir z € C_ mit [1, 2] die durch ¢ — 1 +¢(z — 1) tber
0, 1] parametrisierte Strecke von 1 nach z.



(b) Fiir alle z € C_ gilt exp(L(z)) = z und fiir alle z € Sy gilt L(exp(z)) = z.

Wir sehen also, dass auf C_ die Frage nach der Umkehrbarkeit der Exponentialfunktion
und die Frage nach Stammfunktionen zu z +— % eine gemeinsame Antwort haben.

Aufgabe 3. Begriinden Sie, dass Aufgabe 1 im Fall n = 0 und Aufgabe 2 zur selben
Funktion Log : C_ — C fiihren. Diese nennen wir den Hauptzweig des Logarithmus.
Zeigen Sie:

(a) Fiir alle z € C_ gilt Log(z) = log|z| + targ(z), wobei wir mit arg(z) den durch
z = |z]e"¥ eindeutig bestimmten Winkel ¢ € (—7, 7) und mit log : (0,00) — R den
reellen Logarithmus bezeichnen.

(b) Fiir alle z < 0 haben wir

lim Log(z) = log|z| + i und lim Log(z) = log|z| — im.
Im(z)>0 Im(z)<0

Da bei der Losung der Gleichung exp(w) = z fiir gegebenes z € C_ neben dem Hauptzweig
Log = Ly : C_ — C noch die sogenannten Nebenzweige Log, := L, : C_ — C des Lo-
garithmus zu beriicksichtigen sind, ist insbesondere im Umgang mit komplexen Potenzen
Vorsicht geboten:

Aufgabe 4. Sind z € C_ und w € C gegeben, so definieren wir
2% = exp(w Log(z)).
Berechnen Sie die Potenz i° und zeigen Sie:
(a) Fiir alle a,b € C mit Re(a),Re(b) > 0 gilt Log(ab) = Log(a) + Log(b).
(b) Fiir alle a,b € C mit Re(a),Re(b) > 0 und w € C gilt (ab)” = a™b".
Ist die Einschréankung Re(a), Re(b) > 0 dabei jeweils notig?

Um der in Aufgabe 3 (b) bemerkten Unstetigkeit von
Log am negativen Teil der reellen Achse sowie der
Existenz der Nebenzweige Log,, gerecht zu werden, be-
notigt man das Konzept Riemannscher Flachen.
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Zusatzaufgabe*. Wir betrachten die Menge
X = {(re",t)| r >0, t e R} C (C\{0}) xR

h bR N e @

und definieren auf ihr die Funktion

F: X —C, (w,t)—log|w| +it.

Weiter sei
p: C— X, z— (exp(2),Im(z)).

Zeigen Sie: Ist n € Z gegeben, dann gilt
F(p(2) == fiir alle z € 5.



