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Aufgabe 1 (10 Punkte).

(i) Vervollständigen Sie den Beweis von Satz 0.6 der Vorlesung, indem Sie zeigen, dass
jedes kompakte Intervall [a, b] ⊂ R zusammenhängend ist.

Bemerkung: Allgemeiner sind auch alle Intervalle der Form (a, b], [a, b) und (a, b)
zusammenhängend. Dies müssen Sie jedoch nicht beweisen.

(ii) Sei Ω ⊆ C o�en. Zeigen Sie, dass Ω genau dann zusammenhängend ist, wenn jede
lokal konstante Funktion f : Ω→ C konstant ist.

Bemerkung: Eine Funktion f : Ω → C heiÿt lokal konstant, wenn für alle z ∈ Ω
eine o�ene Umgebung U ⊆ Ω von z existiert, sodass die Restriktion f |U : U → C
konstant ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei Ω ⊆ C o�en und sei f : Ω→ C holomorph. Wir setzen

Ω∗ := {z ∈ C| z ∈ Ω}

und
g : Ω∗ → C, z 7→ f(z).

Zeigen Sie, dass g auf Ω∗ holomorph ist und dass gilt

g′(z) = f ′(z) für alle z ∈ Ω∗.

Aufgabe 3 (10 Punkte).

(i) Untersuchen Sie, in welchen Punkten aus C die durch die folgenden Vorschriften
bestimmten Funktionen f : C→ C komplex di�erenzierbar sind:

(a) f(x + iy) :=
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(b) f(z) := z Re(z)

bitte wenden



(ii) Wir betrachten die beiden Funktionen f1, f2 : C→ C, die gegeben sind durch

f1(z) :=

exp
(
− 1

z4

)
, falls z 6= 0

0, falls z = 0
und f2(z) :=


z5

|z|4
, falls z 6= 0

0, falls z = 0
.

Zeigen Sie, dass ...

(a) ... die Funktion f1 auf ganz C reell partiell di�erenzierbar ist und die Cauchy-
Riemannschen Di�erentialgleichungen erfüllt, im Punkt 0 aber nicht komplex
di�erenzierbar ist.

(b) ... die Funktion f2 stetig und auf ganz C reell partiell di�erenzierbar ist, im
Punkt 0 die Cauchy-Riemannschen Di�erentialgleichungen erfüllt, dort jedoch
nicht komplex di�erenzierbar ist.

Aufgabe 4 (10 Punkte + 5 Zusatzpunkte∗).

(i) Sei Ω ⊆ C = R2 o�en und f ∈ C2(Ω) holomorph. Zeigen Sie, dass die Funktionen

u = Re(f) : Ω→ R und v = Im(f) : Ω→ R

beide harmonisch sind.

Bemerkung: Wir nennen eine Funktion h ∈ C2(Ω,R), also eine im reellen Sinne
zweimal stetig partiell di�erenzierbare Funktion

h : Ω→ R, x + iy = (x, y) 7→ h(x + iy) = h(x, y),

harmonisch, falls ∆h ≡ 0 auf Ω gilt, wobei wir mit ∆ := ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
den Laplace

Operator bezeichnen.

(ii) Sei u : C→ R de�niert durch

u(x + iy) := x3 − 3xy2 − 3x + 1.

Rechnen Sie explizit nach, dass u auf C harmonisch ist, und bestimmen Sie anschlie-
ÿend eine holomorphe Funktion f : C→ C mit f(0) = 1, sodass Re(f) = u.

(iii)∗ Sei Ω ⊆ C o�en und f ∈ C2(Ω) holomorph. Wir nehmen zusätzlich an, dass f auf
Ω keine Nullstellen besitzt. Zeigen Sie, dass dann die Funktion

h : Ω→ R, z 7→ log |f(z)|

auf Ω harmonisch ist.

Aufgabe 5 (10 Punkte). Sei G ⊆ C ein Gebiet. Zeigen Sie:

(i) Ist f ∈ O(G) gegeben, so dass f ′(z) = 0 für alle z ∈ G gilt, dann ist f konstant.

(ii) Jede Funktion f ∈ O(G) mit f(G) ⊆ R oder f(G) ⊆ iR ist konstant.


