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Aufgabe 1 (10 Punkte).

(a) Berechnen Sie mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel das Integral
1 exp(z)
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fiir jeden der folgenden Wege ~

Y= Yi1,0, Y= V-i,1,0 und 7 = 70,3,0-

(b) Fiir n € N berechne man das Integral

/ ( - ) dz.
71,1,0 z—1

Aufgabe 2 (10 Punkte). Beweisen Sie Lemma 4.2 der Vorlesung:
Sei 2 C C offen und (f,,)$%, eine Folge in C'(Q2). Dann gilt

(i) Die Folge (f)se, ist genau dann eine Cauchy-Folge bzgl. der kompakten Konvergenz
auf €, wenn sie lokal eine gleichméfige Cauchy-Folge ist (d.h., wenn es fiir jedes
z € Qeinr > 0 mit D(z,7) C Q gibt, sodass (fu|57)72: eine gleichmébige
Cauchy-Folge ist).

(i) Ist die Folge ()%, eine Cauchy-Folge bzgl. der kompakten Konvergenz auf €2, so
konvergiert sie kompakt auf €2 gegen eine stetige Funktion f: Q@ — C.

(ii) Ist v: I — C ein stiickweise glatter Weg mit v* C Q und konvergiert die Folge
(fn)22, kompakt gegen eine stetige Funktion f: Q — C, dann gilt

lim [ f.(2) dz:/f(z) dz.
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Aufgabe 3 (10 Punkte). Beweisen Sie Lemma 4.5 der Vorlesung:
Sei 2 C C offen und (f,)2, eine Folge aus C(Q2).

(i) Die Reihe ), f, konvergiert genau dann normal in €2, wenn zu jedem z € 2 ein
r > 0 existiert mit D(z,r) C Q und

Z an”D(z,r) < 0.
n=0

(ii) Konvergiert die Reihe 7 | f, normal in €2, dann konvergiert die Folge ( Eivzo fn)
kompakt auf €2 gegen eine stetige Funktion f. Wir schreiben dann

F=>fo
n=0

In diesem Fall gilt fiir jeden stiickweise glatten Weg ~: I — C mit v* C 2, dass

/f(z) dz = Z fu(2)dz.
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(iii) Sind alle f,, auf © holomorph und konvergiert die Reihe >~ f,, normal in 2, dann
ist f =Y, fn ebenfalls holomorph und fiir jedes k € Ny konvergiert die Reihe

Yook ) normal in ©Q mit
n=0

Aufgabe 4 (10 Punkte).

(a) Sei D07 an(z — 20)™ eine (formale) Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z, und
Koeffizienten (a, )3 . Beweisen Sie, dass fiir den Konvergenzradius R € [0, co| dieser
Potenzreihe die Formel von Cauchy-Hadamard

R = <limsup m>_l
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gilt, wobei wir die Rechenregeln oo™ = 0 und 0~! = oo vereinbaren.

(b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

o
E a, 2"
n=0

fiir jede der beiden Koeffizientenfolgen (a,)32,, die gegeben sind durch
_ (=pm! no fall d
in " nel und  a, = @, s T eerade (fiir b > a > 0).
ag =0 b", falls n ungerade

Aufgabe 5 (10 Punkte). Sei f € O(C) und sei P : C — C ein holomorphes Polynom
vom Grad n. Zeigen Sie: Gibt es Konstanten R > 0 und C > 0, sodass die Bedingung

|f(2)] < C|P(2)] fur alle z € C mit |2| > R

erfiillt ist, dann ist f ein Polynom vom Grad < n.



