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Aufgabe 1 (10 Punkte).

(a) Es bezeichne D die Einheitskreisscheibe in C, d.h. D := {z € C| |z| < 1}. Wir
betrachten eine holomorphe Funktion f : D — C, die auf D durch die Potenzreihe

o0

f(z) = Z anz"
n=0
dargestellt werde. Weiter sei m € N gegeben und wir setzen ( := exp(2%). Zeigen

Sie, dass dann die Funktion
m—1
1
g: D—C, zH—Zf(Ckz)
m
k=0

auf D holomorph ist und dort die folgende Potenzreihendarstellung besitzt:

g(z) = Z A 2™
e = 1 1
(b) Beweisen Sie mit (a): Z )l = §(COS(1) + cosh(1))

n=0

Aufgabe 2 (10 Punkte). Fiir alle n € Z definieren wir
Spi={2€C| (2n—1)r <Im(z) < (2n+ 1)7}.
Sei nun n € Z gegeben. Zeigen Sie:

(a) Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C induziert eine bijektive Abbildung
exp : S, — C_ auf die geschlitzte Zahlenebene

C_:=C\{z € C| Im(z) =0, Re(z) <0}.
(b) Die zugehorige Umkehrabbildung L, : C_ — S, ist holomorph und erfiillt

1
L (z)=- firalle ze C_ und L, (1) = 2nmi.
z
Bemerkung: Im Fall n = 0 nennen wir Log(z) = Lo(z) den Hauptzweig des Logarithmus

und im Fall n # 0 nennen wir Log, (2) = L,(2) einen Nebenzweig des Logarithmus.

bitte wenden



Aufgabe 3 (10 Punkte). Wir betrachten den in Aufgabe 2 definierten Hauptzweig des
Logarithmus Log : C_ — C.

(a) Bestimmen Sie die Koeffizienten a,, in der Potenzeihenentwicklung

D anlz = z)" (1)
n=0
von Log : C_ — C um einen beliebigen Punkt 2y € C_.

(b) Zeigen Sie, dass die Reihe in (1) den Konvergenzradius R = |zg| besitzt.

(c) Folgern Sie, dass D(zp, R) N C_ im Fall Re(zp) < 0 in zwei Zusammenhangskompo-
nenten zerféllt, und vergleichen Sie auf jeder dieser Zusammenhangskomponenten
die durch (1) gegebene holomorphe Funktion f : D(zy, R) — C mit dem Hauptzweig
Log. Was féllt Thnen auf?

Aufgabe 4 (10 Punkte). Finden Sie r > 0 und holomorphe Funktionen f: D(0,r) — C,
welche die folgenden Bedingungen erfiillen, oder zeigen Sie, dass es keine solche Funktion
geben kann:

1 1
(a) f <—> = (=1)"— fiir hinreichend grofe Werte von n;
n

1 1
(b) f <—) =5 fiir hinreichend grofte Werte von n;

Aufgabe 5 (10 Punkte). Gegeben seien die folgenden beiden, aus der Vorlesung bekann-

ten Potenzreihen
: EOO (_1)n 2n+1 ] EOO (_1>n 2n
Sln(Z) = mz und COS(Z) = (Qn)‘ z .

n=0 n=0

Zeigen Sie:
(a) Fir alle z € C gilt
sin®(2) + cos?(z) = 1.

(b) Fiir alle z,w € C gelten die Identititen
sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w),

cos(z +w) = cos(z)cos(w) — sin(z) sin(w).



