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Aufgabe 1 (10 Punkte). Wir wollen in dieser Aufgabe die Resultate von Satz 9.4 bewei-
sen. Sei Ω ⊆ C offen und z0 ∈ Ω.

(a) Die Funktion f ∈ O(Ω \ {z0}) habe einen Pol der Ordnung m ∈ N. Überzeugen Sie
sich mithilfe von Aufgabe 5 auf Blatt 11 davon, dass gilt

Res(f ; z0) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

(
d
dz

)m−1
((z − z0)mf(z)) .

(b) Seien f, g ∈ O(Ω) mit f(z0) 6= 0, g′(z0) 6= 0 und g(z0) = 0. Zeigen Sie, dass

Res

(
f

g
; z0

)
=
f(z0)

g′(z0)
.

(c) Seien f ∈ O(Ω \ {z0}) mit Pol erster Ordnung in z0 und g ∈ O(Ω). Zeigen Sie, dass
Res(f · g; z0) = g(z0) Res(f ; z0).

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei a ∈ (1,∞). Berechnen Sie das Integral∫ π

0

1

(a+ cos(t))2
dt.

Hinweis: Benutzen Sie die Symmetrie des Integranden.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Zeigen Sie, dass∫ ∞
0

1

x4 + x2 + 1
dx =

π

2
√

3
.

Hinweis: Benutzen Sie die Symmetrie des Integranden.

Aufgabe 4 (10 Punkte). Seien a, b > 0 und a 6= b. Zeigen Sie, dass∫ ∞
−∞

cos(x)

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx =

π

a2 − b2

(
e−b

b
− e−a

a

)
.

bitte wenden



Aufgabe 5 (10 Punkte + 3 Zusatzpunkte∗).

(a) Seien a1, . . . , al ∈ C \ Z paarweise verschiedene Zahlen, f : C \ {a1, . . . , al} → C
holomorph mit der Eigenschaft, dass es ein Kompaktum K ⊂ C gibt außerhalb dem
|z2f(z)| nach oben beschränkt ist, und

g(z) := π cot(πz)f(z).

Zeigen Sie

lim
N→∞

n=N∑
n=−N

f(n) = −
l∑

j=1

Res(g; aj).

(b) Verwenden Sie Teil (a) dieser Aufgabe, um zu zeigen, dass
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
.

(c)∗ Folgern Sie mithilfe von Teil (b), dass
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Zusatzaufgabe∗ (10 Zusatzpunkte∗). Wir wollen in dieser Aufgabe das Gauß’sche Feh-
lerintegral mit funktionentheoretischen Mitteln berechnen: Zeigen Sie∫ ∞

−∞
e−t

2

dt =
√
π,

indem Sie die Funktion

f : z 7→ exp(−z2)
1 + exp(−2az)

, wobei a := e
iπ
4
√
π,

über das folgende Parallelogramm integrieren und anschließend den Grenzübergang R→
∞ vollziehen.

Re(z)

Im(z)

−R R

R + a−R + a

• a
2

a

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass f(z)− f(z + a) = exp(−z2).


