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Hinwelise

Ubungsbetrieb und Zulassungsbedingungen zur Priifung Um die Zulassung zur
Priifung in der ,,Funktionentheorie* zu erhalten, sind 50 % der insgesamt erreich-
baren Punkte auf den Ubungsblittern zu erreichen, auerdem herrscht Anwesen-
heitspflicht in den Ubungen, ab dem zweiten Fehlen in der Ubung miissen weitere
Ausfille mit drztlichem Attest entschuldigt werden.

Hinweise zur Mitschrift Das vorliegende Skript ist nicht wertvoller als eine hand-
schriftliche Mitschrift und ersetzt keinesfalls das eigenstiandige Besuchen der Vor-
lesung oder das selbststdndige Nachbereiten. Computersatz ist kein Garant fiir
Fehlerfreiheit!

Diese Mitschrift wurde von einem Studenten erstellt und vom Dozenten autori-
siert und teilweise ergénzt. Tippfehler konnen aber natiirlich trotzdem nicht aus-
geschlossen werden. Entsprechende Hinweise sind daher ausdriicklich erwiinscht:


mailto:s9fhguen@stud.uni-saarland.de
mailto:mai@math.uni-sb.de

Vorwort

Bei dem vorliegenden Text handelt es sich um die Mitschrift der Vorlesung , Funk-
tionentheorie®, die ich im Sommersemester 2017 an der Universitéit des Saarlandes
gehalten habe. Die vierstiindige Vorlesung, die von zweistiindigen Ubungen be-
gleitet wurde, richtete sich an Bachelorstudenten des vierten Semesters sowie an
Lehramtsstudierende. Vorausgesetzt wurde Grundkenntnisse der Analysis (Analy-
sis T und IT) sowie der Linearen Algebra (Lineare Algebra I).

Das Skript wurde vorlesungsbegleitend von Friedrich Giinther, einem Studenten
aus meiner Vorlesung, erstellt und spéter in die nun vorliegende Form gebracht.
Hierfiir mochte ich mich an dieser Stelle ganz herzlich bedanken.

Bedanken méchte ich mich zudem bei Felix Leid, der den Ubungsbetrieb organisiert
hat, sowie bei Umangathan Kandasamy, Ricardo Schnur und Andreas Widenka,
die als Bremser tatig waren.

Saarbriicken, im Oktober 2017 Tobias Mai
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Einfiihrung

,Funktionentheorie ist die Theorie holomorpher Funktionen.”

Um einen ersten Eindruck davon zu gewinnen, was holomorphe Funktionen ei-
gentlich sind, beginnen wir mit einem (sehr) knappen Uberblick iiber die Geschich-
te der Funktionentheorie.

(i) 18. Jahrhundert (Anfinge der Funktionentheorie)

(1) Leonhard Euler (1707 - 1783): erste Ansétze

(2) Carl Friedrich Gauf (1777 - 1855): mit den Ideen vertraut, hat jedoch
nicht aktiv an der Entwicklung dieser Theorie mitgearbeitet

Beide haben die komplexen Zahlen erfolgreich in ihren Arbeiten verwendet
und haben diese dadurch unter ihren Zeitgenossen bekannt gemacht.

(ii) 19. Jahrhundert (Beginn der modernen Funktionentheorie)

(1) Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857) verstand unter einer holomorphen
Funktion im Wesentlichen eine Funktion, die komplex differenzierbar
ist. Seinen analytischen Zugang zur Funktionentheorie baute er auf sei-
nem berithmten Integralsatz auf und fiihrte dabei auch den Begriff des
Residuums ein.

(2) Bernhard Riemann (1826 - 1866) hatte eine geometrische Sichtweise
auf die Funktionentheorie. Er betrachtete Funktionen als Abbildungen
zwischen Teilmengen der komplexen Ebene und interessierte sich fiir
solche, die (lokal) konform sind, d.h. lokal geometrische Eigenschaften
erhalten.

(3) Karl Weierstraff (1815 - 1897) wéhlte einen vergleichsweise algebrai-
schen Zugang zur Funktionentheorie, indem er Funktionen betrachtete,
die (komplex) analytisch sind, d.h., sich lokal in eine konvergente Po-
tenzreihe entwickeln lassen.

Da sich diese, auf den ersten Blick recht unterschiedlichen Ansitze letzt-
lich als gleichwertig herausstellen, haben holomorphe Funktionen sehr starke
Eigenschaften und es stehen viele verschiedene Werkzeuge fiir deren Behand-
lung zur Verfiigung. Dies ist der Grund fiir die beeindruckende Reichhaltig-
keit der Funktionentheorie.

Die Funktionentheorie hat vielfaltige Anwendungen innerhalb der Mathematik
— zum Beispiel in den Gebieten Funktionalanalysis und Zahlentheorie — aber auch
in der Physik.

,Funktionentheorie ist ein einmaliges Geschenk an die Mathematiker

(C. L. Siegel)






0. Die komplexen Zahlen

In diesem Kapitel stellen wir das notige Grundwissen iiber die komplexen Zahlen
bereit. Dabei beleuchten wir sowohl die algebraischen, als auch einige geometrische
und topologische Aspekte.

I. Algebraische Aspekte

Mit dem folgenden Satz fiihren wir den Kérper der komplexen Zahlen ein.

Satz 0.1: Versehen wir die Menge C := R? = {(z,y) | z,y € R} mit der Addition

(1,91) + (22,92) = (71 + 2, Y1 + Y2)

und der Multiplikation

(x1,11) - (T2,Y2) = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1),

dann ist (C,+,-) ein Korper, der einen zum Korper der reellen Zahlen (R,+,-)
isomorphen Unterkdrper

Cr:={(z,0) |z e R} =R1 mit 1:=(1,0)

enthdlt. Wir nennen (C,+,-) den Kérper der komplexen Zahlen und bezeichnen
i:=(0,1) als die imaginire Einheit’. In C besitzt die Gleichung 2> +1 =0 genau
die beiden Losungen —i und i.

Beweis: Von der Giiltigkeit der Kérperaxiome iiberzeugt man sich leicht durch direktes
Nachrechnen. Wir bemerken, dass das multiplikative Inverse fir z = (x,y) # (0,0)
gegeben ist durch

L1l = z Y

2 + y2 ’ 2 + y2 ’
weiterhin klar ist, dass ,+* und ,,-“ auf R1 = Cr mit der tiblichen Addition und Multi-
plikation auf R vertréaglich ist. Ferner gilt

i=i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1. m
Im Folgenden identifizieren wir Cr mit R.

Notation 0.2: Jede komplexe Zahl (z,y) = z € C besitzt eine eindeutige Darstel-
lung der folgenden Form:

z=(x,y) =2(1,0) + y(0,1) = x + iy.

Wir nennen in diesem Fall

IDiese Bezeichnung geht auf Euler zuriick, der sie erstmals 1777 gebrauchte.



0. Die komplexen Zahlen

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(i) Re() = 4(: +%), Im(z) = (2 —2),

2i

(i) Z=z,2tw=2zZ+w,z-wW=72 W,

(iil) 2] = [2l, |z + w| < [2] + [w], |2 - w| = |2[[w].

II. Geometrische Aspekte

Die Menge C der komplexen Zahlen wird oft durch die sogenannte Gaufische Zah-
lenebene veranschaulicht; siehe dazu

iR
z=x+1
Im(2)+ Y
E
(p ]
0 Rel(z) R
—Im(z) sy

Skizze zur Darstellung komplexer Zahlen in der Gauflschen
Zahlenebene.

Wir nennen R die reelle Achse und iR die imagindre Achse. Eine komplexe Zahl
2z = x + iy beschreibt einen Punkt in der komplexen Ebene C = R?, kann aber
auch mit dem zugehorigen Ortsvektor

()
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II. Geometrische Aspekte

identifiziert werden. Dieser hat die Lange |z| = \/22 + y2. Geometrisch erhilt man
die konjugiert komplexe Zahl Z = x — iy durch Spiegelung von z an der reellen
Achse. Weiterhin besitzt jedes z # 0 eine eindeutige Darstellung der Form

= 7‘( cos(p), SiH(‘P))

mit 7 = |z| > 0 und einem Winkel ¢ = Arg(z) € (—7, 7|, dem Argument von z.
Wir nennen dies die Polardarstellung von z.

In der Gaufischen Zahlenebene lassen sich die algebraischen Verkniipfungen auf
C gut veranschaulichen, siehe dazu

(i) Die Addition in C entspricht der Vektoraddition in R2.

(ii) Multiplikation in C bedeutet Betragsmultiplikation und Winkeladdition: Zu
z1 = 11(cos(p1),sin(p1)) und 29 = ro(cos(p2), sin(ps)) ist

2129 = (11 ~r2)(cos(g01 + p2),sin(pg + gog)).

Bemerkung 0.3 (Euler-Formel, 1748): Fiir die kompleze Ezponentialfunktion

exp:C— C
— 1
7 ~.n
z—exp(z):=e .—E:Omz
n=

gilt die Eulersche Formel
e'? = cos(p) +isin(yp).

Die Polardarstellung lésst sich somit kiirzer schreiben als

z=re?.
iR a1t 22 iR
L Z1 22
Z9 4
J
"21 P
0 R 0 R

Skizzen zu den algebraischen Verkniipfungen auf C.
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0. Die komplexen Zahlen

ITI. Topologische Aspekte
Der Betrag auf den komplexen Zahlen
-] : € —[0,00)

ist eine Norm auf dem R-Vektorraum C (nimlich die euklidische Norm auf R?)
und induziert damit eine Metrik

d=d|.|:CXC—>[0,00)
d(z,w) == |z — w).

Wir konnen somit iiber offene Mengen, abgeschlossene Mengen, Konvergenz,
Cauchy-Folgen, Stetigkeit usw. in C sprechen. Insbesondere ist C (wie alle R™)
vollsténdig. Ferner lisst sich die Konvergenz einer Folge (2, )nen in C gegen ein
z € C wie folgt charakterisieren (vgl. Aufgabe 1, Blatt 0):

Zn =2 & |z, — 2| = 0
& Re(zn) — Re(z) und Im(z,,) — Im(z).

Notation 0.4 (Offene Kreisscheibe): Fiir zp € C und r > 0 bezeichnen wir mit
D(zg,7) := Dy(20) ={2€C ||z — 20| <7}
die offene Kreisscheibe um zy mit Radius r.

Definition 0.5 (Zusammenhang): Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) X heiBit zusammenhdngend, wenn es keine Zerlegung X = UUV in disjunkte,
nichtleere, offene Teilmengen U,V C X gibt.

(ii) X heift wegzusammenhingend, wenn es zu je zwei Punkten z,y € X eine
stetige Funktion v : [a,b] — X gibt mit v(a) = z, v(b) = y. Wir nennen ~
einen Weg mit Anfangspunkt x und Endpunkt y.

(iii) Eine Teilmenge Y C X heifit zusammenhingend oder wegzusammenhéin-

gend, wenn der metrische Raum (Y, d|y xy) zusammenhéngend oder wegzu-
sammenhéangend ist.

Satz 0.6: Jeder wegzusammenhdngende metrische Raum ist zusammenhdngend.

Beweis: Wir nehmen an, dass X nicht zusammenhéngend ist, d. h., es existieren U,V C
X offen und nicht leer, so dass X = U U V. Da U,V nicht leer sind, gibt es Punkte
z € U,y € V. Da X wegzusammenhingend ist, existiert ein Weg v : [a,b] — X mit
v(a) = z, v(b) = y. Wegen der Stetigkeit von ~ sind die Mengen U’ := v~ *(U) 3 a und
V' :=471(V) 3 b offen; ferner sind U’ und V' disjunkt und nicht leer mit [a,b] = U'UV".
Da [a, b] zusammenhingend ist (vgl. Aufgabe 1, Blatt 2), ist dies ein Widerspruch. W

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch, es gilt jedoch:
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III. Topologische Aspekte

Satz 0.7 (Gebiete in C): Sei @ # G C C offen. Dann sind dquivalent:

(i) G ist zusammenhdngend,
(ii) G ist wegzusammenhingend,

(iii) G ist polygonzugzusammenhingend, d. h. je zwei Punkte u,v € G lassen
sich durch einen Polygonzug vy : [a,b] — G wverbinden. Wir nennen einen
Weg v : [a,b] — G Polygonzug, falls es eine endliche Unterteilung

a=tg<t1 < - - <tph_1<t,=0b

des Intervalls [a,b] gibt, so dass y(tj) = z; fir j =0,1,...,n—1,n gilt und
jeder der Teilwege Y|, 4, ,) fir j = 0,1,...,n—1 affin linear ist, d. h. es gilt
t—t; )
’}/(t) =z + 7(2’]‘_;,_1 — Zj) fur tj <t< tj+1.
b1 =t
Erfillt G die dquivalenten Bedingungen (i), (ii) und (iii), so nennen wir G ein
Gebiet.

Skizze zum Polygonzugzusammenhang.

Beweis: Die Aussage (iii) = (ii) ist klar, (ii) = (i) ist . Zu (i) = (iii): Fir z € G
setzen wir

U(z) :== {w € G | Es gibt einen Polygonzug v von z nach w}

und V(z) := G\ U(z). Dann gilt:
o U(z) ist offen. Sei w € U(z). Definitionsgeméf gibt es also einen Polygonzug

v : [a,b] =& G von z nach w. Ferner, da G offen ist, kdnnen wir r > 0 finden, so
dass D,(w) C G. Damit existiert fir alle w € D, (w) ein Polygonzug

t € [a,b]

- v(t),
A [,b+1]—>G7t»—>{w+(t_b)(w w), tebb+1]"

13



0. Die komplexen Zahlen

Skizze zur Verdeutlichung, warum U(z) offen ist.

Dieses 4 ist nun ein Polygonzug von z nach w, d.h. wir haben @ € U(z). Da
w € U(z) beliebig vorgegeben war, folgt D, (w) C U(z).

V(z) ist offen. Mit w € V(z) liegt auch jede Kreisscheibe D, (w) (mit r > 0 klein
genug, so dass D,(w) C G gilt) noch ganz in V(z), denn sonst kénnten wir den
Polygonzug von z nach @ durch Hinzufiigen der Strecke von w nach w (die natiirlich
innerhalb von D, (w) und damit auch von G liegt) zu einem einen Polygonzug ~y
erweitern, der z und w verbinden wiirde — im Widerspruch zur Voraussetzung
w € V(z).

Es gilt U(z) # @, da z € U(z) (denn v : [0,1] — G,t — z ist ein Polygonzug von
z nach z).

Skizze zur Verdeutlichung, warum V' (z) offen ist.

Weil nun G = U(z) U V(z) gilt und G zusammenhéngend ist, folgt V(z) = @, d.h.
G\ U(z) = @, also G = U(z), d.h. jeder Punkt in G kann durch einen Polygonzug mit
z verbunden werden. Da auch z beliebig vorgegeben war, folgt (iii). |

14



III. Topologische Aspekte

Definition 0.8: Sei 2 C C offen. Eine offene und zusammenhéngende Teilmenge
@ # G C Q heiit Zusammenhangskomponente von 0, falls auch Q \ G offen ist.

Satz 0.9: Ist @ # Q C C offen, so hat Q hdchstens abzihlbar unendlich viele
Zusammenhangskomponenten.

Beweis: Fiir z € 2 betrachten wir
G(z) := {w € Q| Es existiert ein Polygonzug « von z nach w}.

Wie im Beweis von sehen wir, dass die Aussagen

e ((z) ist offen,

e 02\ G(z) ist offen und

e G(z)#@
gelten. Ferner ist G(z) polygonzugzusammenhingend, nach also zusammen-
hiangend. Damit sind die G(z) Zusammenhangskomponenten von . Umgekehrt ist jede

Zusammenhangskomponente G von Q von der Form G(z) fir ein z € Q (namlich fir
jedes z € ). Damit haben wir

¢ = {G | G ist Zusammenhangskomponente von Q}
={G(2) | 2 € O}
={G(2) [ 2 € 2N (Q+iQ)},

da Q +iQ dicht in C liegt. Mit @ ist auch Q +iQ abzahlbar und damit ist QN (Q +iQ)
abzahlbar. |

Satz 0.10: Ist K C C kompakt, dann besitzt C\ K genau eine unbeschrinkte Zu-
sammenhangskomponente.

Beweis: Wahle » > 0 mit K C D(0,r). Da C\ D(0,r) zusammenhéngend ist, muss
C\ D(0,r) in einer Zusammenhangskomponente von C\ K enthalten sein, sagen wir Go;
diese Zusammenhangskomponente ist dann klarerweise unbeschrankt. Fiir jede andere
Zusammenhangskomponente G von C \ K gelten dann die Inklusionen

G CC\GocCC\(C\DO,r) = D(0,n).

Damit ist jedes solche G beschrankt. |
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1. Komplexe Differenzierbarkeit und
Holomorphie

Erinnerung 1.1: Ist I := (a,b), —00 < a < b < 0o ein beliebiges offenes Intervall
in R, dann heifit eine Funktion f : I — R differenzierbar an der Stelle xg € I,

falls der Grenzwert
f/(xo) = Bim f(.]?) B f(-TO)

T—T0 T — X

eR (1.1)

existiert. Dies war Gegenstand der Analysis I.

In der Analysis II wurden allgemeiner Funktionen f : Q — R" fiir offene Mengen
Q C R™ untersucht. Eine solche Funktion f nennen wir (reell) differenzierbar an
der Stelle xg € , falls es eine R-lineare Abbildung T'= D f(xg) : R™ — R" gibt,
so dass gilt:

. 1
lim ———
e ||z — 20|

1f(x) = f(wo) = Tz — o) = 0. (1.2)

In diesem Fall ist T" eindeutig bestimmt und gegeben durch die Jacobi-Matrix

- (gt}

Komplexe Differenzierbarkeit wird (unter Ausnutzung der Korperstruktur von
C) in Analogie zu definiert. Wegen C = R? kénnen wir dies auch mit der
reellen Differenzierbarkeit vergleichen und werden sehen, dass komplexe
Differenzierbarkeit eine deutlich stédrkere Forderung darstellt.

i=1,...,n
j=1,....m

Definition 1.2 (Komplexe Differenzierbarkeit): Es seien @ # Q C C offen und
f @ — C eine Funktion.

(i) Wir nennen f komplex differenzierbar an der Stelle zy € Q, falls der Grenz-

wert
fz) = f(z0)
zZ—r20 zZ— 20

eC (1.3)

existiert. Wir nennen f’(zo) die (komplexe) Ableitung von f an der Stelle z.

(ii) Wir nennen f holomorph auf Q, falls f an jeder Stelle zp € Q komplex
differenzierbar ist.
Die Menge aller auf 2 holomorphen Funktionen bezeichnen wir mit O(2);
in der Literatur findet man auch oft die Bezeichnung H().

Bemerkung 1.3: Explizit bedeutet , dass
f(z) = f(z0)

Ve>0 Ji>0 Vze D.(Z(),é)l P
— <0

— f/(Z()) < E.

17



1. Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie

Hierbei bezeichnet D*®(zg,r) fiir > 0 die punktierte Kreisscheibe um zy mit Radius
r, d.h.

D*(zp,7) :={2€C|0< |z — 2] <7}
= D(zo,7) \ {20}
Beispiel 1.4:
(i) Fiir beliebiges aber festes n € INg = INU {0} ist
f:C—C , z+—2"

an jeder Stelle zy € C komplex differenzierbar mit

n
F(z0) = lim f2) = fz0) _ T e
zZ— 20 zZ— 20 zZ—r2z0 el

gehort also zu O(C).
(ii) Die Funktion
1
f:C\{0} —C , 2
gehort zu O(C \ {0}), denn fiir z5 € C\ {0} gilt

1 1

fe) = flz) 7% Ly 1
z— 29 Z =20 ZZ0 20
d.h. f/(z0) = —%.
0
(iii) Die Funktion
f:€C—C |, z+—z

ist an keiner Stelle zg € € komplex differenzierbar, denn fiir h € R\ {0} gilt

f(20+1{l) — [(20) _ (Zo-f—%h) —F0 4 ho0
(z0 +1h) — 2o ih
flzo+h) = f(z0) _(20+h) -7 _ 1h=9
(ZO =+ h) — 20 h
Bemerkung 1.5: (iii) verdeutlicht bereits, dass komplexe Differenzier-

barkeit eine starke Forderung ist, denn insbesondere miissen die beiden Grenzwerte

f(z0+h) — f(20) 0 of

]RglILILO h - %'f(x * ly) x+iy==zp = %(ZO%
o fotih) —flz) 10 _. Lof
]R%lfl;go lh o i 8yf(x * ly) x+iy==zo o i 8y (20)

18



Skizze zum komplexen Differenzenquotienten.

existieren und jeweils den gleichen Wert f'(zg) ergeben, d.h.

%(Zo) = f'(z0) = %%(ZO). (1.4)

Wir schreiben nun f = u + iv mit

u:=Re(f): Q=R und v:=Im(f): Q2 —R.

Dann gilt an der Stelle z

af _ Ou .O0v
%(ZO) = a(zo) + 1%(20),
19f 1 /0u Lov B @ @
T@(ZO) =1 (ay(zo) +18y(zo)) = 3y(20) lay(ZO)’
sodass Bedingung erzwingt, dass

ou ov ou ov
%(ZO) = Fy(zo) und @(30) = —%(ZO)-

Dies sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen an der Stelle zg.

Diese Beobachtungen wollen wir nun vertiefen.

Lemma 1.6: (i) FEine Abbildung T : C — C ist genau dann R-linear, wenn gilt:

T(z)=Mz+puz

\— %(T(l) —iT(@{)  und = %(T(l) +iT(i))

19



1. Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie

(ii) PEine R-lineare Abbildung T : C — C ist genau dann C-linear, wenn gilt
T3G) =1iT(1).
In diesem Fall hat T die Form T(z) =T(1)z.
Beweis: (i) = : Fiir z € C gilt
T()=Tx+iy) =Tz +T()y

= T(1)5(z+2)+ T()5

ﬁ(z—z) = Az + uz.

< : Klar.

(ii) Die R-lineare Abbildung 7" ist genau dann C-linear, wenn p = 0 in der Darstellung
aus (i) gilt, also genau dann, wenn T'(i) = i7T'(1) erfiillt ist. Verwenden wir nun die
Formel fir A, so sehen wir, dass in diesem Fall A = T'(1) gelten muss. ]

Jede reelle Matrix A = (2 %) induziert unter der Identifikation C = R? vermoge

x+iy»—><x>
Y

eine R-lineare Abbildung T : C — C durch
T(x +iy) = (ax + by) + i(cz + dy)

=(a+ic)z+ (b+id)y. (1.5)
—— ——
=T(1) =T(i)

Satz 1.7: Es sei A= (2Y) eine reelle Matriz. Dann sind dquivalent
(i) Die induzierte Abbildung T : C — C ist C-linear,
(ii) Es gilt c= —b und d = a.

Beweis: Die Abbildung T : C — C ist wegen (ii) genau dann C-linear, wenn
T(i) =iT(1) gilt, also wegen genau dann, wenn

b+id=i(a+ic)
— ot

gilt, also genau dann, wenn b = —c und d = a gelten. |

Satz 1.8: Sei @ # Q C C offen. Fir f = u+iv: Q — C und 20 € Q sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist an der Stelle zy komplex differenzierbar,

(i) f ist im Punkt zo reell differenzierbar und es gelten

ou ov ou ov
%(ZO) = @(ZO) und 87/(30) = *%(ZO)

Insbesondere sind also dquivalent:

20



(i)' f ist holomorph auf Q, d. h. f € O().

(il)" f ist auf Q reell differenzierbar und auf Q gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

ou Ov ou ov

— = — und — =——.

oxr Oy oy ox
Beweis: Wir wissen bereits:

@D Die Funktion f ist genau dann reell differenzierbar in zp, wenn eine R-lineare
Abbildung T : C — C existiert, sodass

lim

i m\f(z) ~ f(z0) = T(z — z0)| = 0.

In diesem Fall wird T induziert durch die Matrix

A:< Bu(a) (o) )
oz

32(20) 50 (20)

Vergleiche dazu

@ Nach gelten an der Stelle zp die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen
ou v ou ou
Jgu - d & ¢
9 20 a9y (20) un a9y (20) = =5 (20)
genau dann, wenn die von der Matrix A induzierte Abbildung T C-linear ist.

Damit erhalten wir:

(ii) <= Es gibt eine C-lineare Abbildung T": C — C, sodass

. 1
lim —
z— 20 |Z — Zo|

|f(2) = f(z0) = T(2 — 20) | = 0.

——
=T(1)(z~20)

<= Es gibt ein A € C (ndmlich A = T'(1)), sodass

. 1
lim
z2—20 ‘Z — Zo|

£(2) = f(20) = A(z = 20)| = 0.

= (i) (mit f'(20) = A)
Der Zusatz (i)’ < (ii)’ folgt direkt aus (i) < (ii), da f nach genau dann

auf Q holomorph ist, wenn f in jedem Punkt zo € Q komplex differenzierbar ist. ]

Korollar 1.9: Ist & # Q C C offen und f = u+iv € €1(), sodass u und v die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auf Q losen, dann ist f holomorph
auf €.

Beweis: Aus der Analysis II ist bekannt: Ist f € ¥*(Q2), d.h. f ist stetig partiell diffe-

renzierbar auf 2, dann ist f total differenzierbar auf 2. Die Behauptung folgt also mit
der Implikation (i)’ = (i)’ aus . |
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1. Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie

Bemerkung 1.10: Der Satz von Looman-Menchoff (1923/1936) besagt, dass eine
stetige Funktion f : Q — C bereits dann holomorph auf € ist, wenn

e die partiellen Ableitungen % und g—i auf ganz Q (mit Ausnahme hochstens
abzéhlbar vieler Punkte) existieren und

e u = Re(f) und v = Im(f) die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillen.

Lemma 1.11: Sei @ # Q C C offen. Fir f : Q@ — C, zp € Q und X € C sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist an der Stelle zo komplex differenzierbar mit Ableitung f'(z9) = .
(ii) FEs gibt eine in zy stetige Funktion ¢ : Q@ — C mit

f(2) = f(z0) + ¢(2)(z — 2z0) fiir alle z € Q
und o(zp) = .
Beweis: =: Ist f an der Stelle zp komplex differenzierbar, dann definiert

FO-IG0) e O\ {z),
o= { Vel
f (20)7 2 =Zo0

eine in 2o stetige Funktion ¢ : @ — C. Fiir diese gilt ¢(20) = f'(20) = A und
f(z) = f(20) + #(2)(z — 20)

sowohl fiir z € Q\ {20}, als auch fiir z = 2o, d. h. es folgt (ii).
«<: Fiir ¢ wie in (ii) gilt

J(2) = J(z0) _

zli)nzlo P Zlirlzo »(z) (wegen z € Q\ {z0})
zeQ\{z0}
= ¢(z0) (da ¢ stetig in zo ist)
=\,

d.h. f ist an der Stelle zo komplex differenzierbar mit Ableitung f'(20) =X. N

Korollar 1.12: Ist f : Q — C an der Stelle zg € Q komplex differenzierbar, dann
ist f auch stetig im Punkt zg.

Beweis: Klar, nach . |

Satz 1.13: Sei @ # Q C C offen und zy € €.
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(i) Sind f,g:Q — C an der Stelle zg komplex differenzierbar, dann sind auch
f+g, fg und Af firxeC

an der Stelle zg komplex differenzierbar mit

(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20),
(f - 9)(20) = f'(20)9(20) + f(20)g' (20),
()\f)/(zo) = )\f/(zo)-

(ii) Ist f : Q — C in 2o komplex differenzierbar und gilt f(z9) # 0, dann ist auch

1 . 1
?.Q\f oy —-¢C ZHf(Z)

an der Stelle zg komplex differenzierbar’ mit

(Yo--fi

Insbesondere ist O(QY) eine komplexe Unteralgebra von

CQ)={f:Q—C| [ stetig}
und fir jedes f € O(Q) ist die Funktion % € O\ f71({0})).
Beweis: Beweis als Ubung (Aufgabe 4, Blatt 3). |

Korollar 1.14 (Quotientenregel): Sind f,g : Q@ — C an der Stelle zg komplex dif-
ferenzierbar und gilt g(z9) # 0, dann ist auch

5:9\971({0})—)0 , Zl—>f

an der Stelle zg komplex differenzierbar mit

f ' _ J'(20)9(20) = f(20)g'(20)
(g) (20) = 9(20)? '

Beweis: Klar, mit den Rechenregeln aus . ]
Beispiel 1.15: (i) Jedes kompleze Polynom der Form
P(2) = ap2" + ap_12" 14+ + a1z + ag (1.6)

mit n > 0, ag,a,- - a, € C gehort zu O(C).

IMan beachte, dass Q\ f~1({0}) in dieser Situation nicht unbedingt offen sein muss, aber zq ist
zumindest ein innerer Punkt. Wir kénnen also wie gehabt iiber komplexe Differenzierbarkeit
an der Stelle zg sprechen.
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1. Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie

(ii) Sind P, Q komplexe Polynome der Form , dann gehort die rationale
Funktwn zu O(C \ Ng), wobei

Ng :={z€C|Q(z) =0}
die Nullstellenmenge von ) bezeichnet.

Satz 1.16 (Kettenregel): Seien Q1,Qs C C offen. Sind f : Q9 — Cundg: Q; — C
Funktionen mit g(21) C Qo, sodass g an der Stelle zy € Q1 sowie f an der Stelle
9(z0) € Qo komplex differenzierbar sind, dann ist auch

fog:—=C , 2z f(g(2))

an der Stelle zg komplex differenzierbar mit

(f 09)/(20) = f/(g(zo))gl(20)~

Beweis: Gemaf} existieren in g(zo) bzw. zo stetige Funktionen ¢ : Q1 — C
und v : Q2 — € mit p(g(20) = f'(9(20)) und ¥(z0) = g'(20), sodass

f(w) = f(g(20)) + p(w)(w — g(20)) Vw € s,

9(2) = g(20) +¥(2)(z — 20) Vz e .

Damit gilt fiir alle z € Q; (mit w = g(z) € Q2)
f(9(2)) = f(9(20)) + #(9(2)) (9(2) — 9(20)) = f(9(20)) + ¢(9(2))¥(2)(z — 20),
=¢(2)(2—20) =m(z)

wobei 7 : 1 — C in 2o stetig ist mit

1(20) = ¢(g9(20))(20) = f'(9(20))g' (20)-
Nach folgt, dass f o g an der Stelle zp komplex differenzierbar ist mit der
Ableitung (f © g)'(20) = n(20) = f'(9(20))g' (20)- u

Bemerkung 1.17: Ist Q C C offen und f : Q@ — C reell partiell differenzierbar,

dann sind die Pompeiu- Wirtinger-Ableitungen % und 8f definiert durch

8—f —L(or ﬁ und or ._ of +1 97
0z Oz 0y 0z Or Oy
e Man kann nachrechnen, dass fiir m,n € INy
6 m—=n\ __ m—1=n
E(z zZ")=mz" "z
und
(MmN m—n—1
5% (zMzZ") = nz"z

gilt. Damit kénnen 8f und als partielle Ableitungen nach z bzw. Z gesehen
werden.
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Ferner ldsst sich zeigen, dass eine reell total differenzierbare Funktion f :
Q0 — C genau dann auf €2 holomorph ist, wenn gilt

of .
£(z) =0 fiir alle z € Q.

In diesem Fall ist

f(z) = %(z) fiir alle z € Q,

d. h. in diesem Sinne sind holomorphe Funktionen gerade diejenigen f : Q —
C, die ,nur von z und nicht von Z abhdngen*.
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2. Komplexe Wegintegrale und der
Cauchysche Integralsatz

Bereits in haben wir verwendet: Ist Q C R™ offen, dann ist f :
) — C in einem Punkt x(y € (2 reell partiell differenzierbar genau dann, wenn

Re(f),Im(f): Q@ =R
reell partiell differenzierbar sind und es gilt dann
af 0 (0
%j(xo) = <8sze(f)) (z0) +1 <6x01m(f)> (z0)- (2.1)
Wie iiblich schreiben wir

Q) = {f:Q — C| f stetig partiell differenzierbar}.

Man rechnet leicht nach, dass mit der Multiplikation auf C vertriglich
ist, d.h. sind f,g: Q — C in einem Punkt zy €  reell partiell differenzierbar, so
ist auch

frg:Q=C |, z~ f(z)g9(x)

im Punkt zg reell partiell differenzierbar mit

of-9), _0 g
oz, (z0) = ﬁj(xo)g(ﬂfo) + f(xo)(??j(xo)-
Analog zu werden auch Integrale komplexer Funktionen definiert.
Im Folgenden sei I = [a,b] mit —co < a < b < oo ein beliebiges kompaktes

Intervall.

Definition 2.1: Ist f : I — C stetig, dann sind auch Re(f), Im(f) : I — R ebenfalls
stetig und damit (Riemann)integrierbar. Wir setzen

/f(t)dt ::/ Re(f(t))dt+i/ T (f(£)) dt . (2.2)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass sich die gewohnten Rechenregeln fiir reelle
(Riemann)Integrale auf den komplexen Fall iibertragen. Insbesondere ist

b b
/-dt:‘é([)—ﬂ@ , f»—)/f(t)dt

eine stetige Linearform mit der Standardabschétzung

/a " b dr

Ferner haben wir:

< [b— almax|f(6)] = [b— alllfl; fix alle J € €(1).
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2. Komplexe Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

Satz 2.2 (,,Dreiecksungleichung®): Fir alle stetigen Funktionen f : I — C gilt:

/abﬂt)dt S/abf(t)ldt-

Beweis: Wahle ¢ € (—m, 7] mit der Eigenschaft

[ stya=

/ab F&)dt| = e'¢ /:f(t) dt = /abe_wﬂt) "

und wir erhalten nach Ubergang zum Realteil

/abf(t) dt| = Re(/be—wf(t) dt)
/a Re( l“Of dt

<|€"“’f(t [=1f ()]

s/uww,

wegen der Monotonie reeller Integrale. |

b
f(t)dt|e?

Dann gilt
R>

Satz 2.3: Sei f: I — C. Ist F € ¢1(I) eine Stammfunktion von f, d. h. F'(t) =
f(t) fiir alle t € I (mit einseitiger Differenzierbarkeit in den Randpunkten), dann
gilt
b
/ ft)dt = F(b) — F(a).

Umgekehrt erhdlt man eine Stammfunktion von [ durch

F:la,b) > C , t+—>/tf(5)ds

Beweis: Klar mit der reellen Fassung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung. |

Wir wollen nun allgemeiner Integrale der folgenden Form

[yf(z) dz

fir Wege v : I — C mit y(I) C D, und Funktionen f : D — C verstehen. Dies
benétigt etwas Vorbereitung.

Definition 2.4: Sei v : I — C ein Weg (d.h. v € €(I)). Wir nennen =
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(i) geschlossen, falls v(a) = ~v(b) gilt.
(ii) stetig differenzierbar oder glatt, falls v € €*(1).

(iii) stickweise stetig differenzierbar oder stickweise glatt, falls es eine Zerlegung
a=tg <t <---<th_1<t,=5b
des Intervalls I = [a, b] gibt, so dass
% =ity € €H([Ej-1015])
fir j=1,...,n gilt. In diesem Fall gilt vy =71 +v2 + -+ + Vn.

72 v(t2) v(ta)

Skizze eines stiickweise glatten Weges.

Definition 2.5: (i) Sind v; : [a1,b1] = Cund 75 : [az, ba] — C Wege mit v, (by) =
v2(az2), dann definieren wir v; + 2 durch

Y+ 72 a1, b1 + (b2 —a2)] = C

fs ’71(25), te [al,bl]
72(t7b1+a2), te [bl,b1+(b270§2)]

(if) Sind v; : [aj,b;] = C fur j =1,...,n Wege mit v;(b;) = v;+1(a;41) fir alle
j=1,...,n—1, dann definieren wir den Summenweg

yEq bt

rekursiv durch

Bemerkung 2.6: Ein Weg ~ : I — C ist nichts anderes als eine parametrisierte
Kurve im Sinne der Analysis II. Wir nennen die kompakte Menge

V=) =) [tel}
die Spur von ~y. Damit

v:1— C = Spur+ Parametrisierung.
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2. Komplexe Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

Definition 2.7 (Kurvenintegral): Sei v : I — C ein glatter Weg und f : D — C
eine stetige Funktion mit v* C D. Dann setzen wir

b
/ f(2)dz 1= / FOH () (2 di

Ist v : I — C stiickweise glatt, dann gibt es eine Zerlegung a = to < t; < -+ <
thn-1 < t, = b des Intervalls I = [a,b], sodass die Teilwege v; := 7|jt,_, ¢, fiir
j=1,...,n glatt sind. Wir definieren dann

/ f(z)dz := Z
Y j=1"77
Dies ist von der speziellen Wahl der Zerlegung von I unabhingig.

Bemerkung 2.8: Man kann neben den Wegintegralen f7 f(2) dz auch Integrale der

Form
/ f(z)dA(z / f(z +iy) dzdy,

wobei d\ das Lebesgue-Mafl auf C bezeichnet, und

/f |dz|—/f (o)) dt

untersuchen. Diese spielen in der Funktionentheorie jedoch eine untergeordnete
Rolle. Einen Spezialfall ben6tigen wir aber doch:

Definition 2.9: Ist v : I — C ein glatter Weg, dann ist die Bogenlinge von -y

gegeben durch
b
L) = [ ldel = [ ).
0 a

Ist v stiickweise glatt, dann setzen wir

)= L(v)),
j=1

wobei v = y1 + 72 + - - - + 75, eine beliebige Zerlegung von « in glatte Teilwege ~;
wie in ist. Der Wert L(v) ist auch hier von der speziellen Wahl der
Zerlegung unabhingig.

Bemerkung 2.10: Man kann zeigen, dass fiir jeden glatten Weg v gilt:
L(y)=  sup > ) =1,

nelN
a=to<-<tp=b J=1

d.h. L(y) kann als (euklidische) Lange des Weges 7 verstanden werden.
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Beispiel 2.11: (i) Fiir zwei Punkte z,w € C hat die Verbindungsstrecke, d.h.
der Weg
Veosw 1 [0,1] = C , tz+t(w— 2),

die Lange L(v,—w) = |w — z|.

(ii) Der gegen den Uhrzeigersinn durchlaufene Rand der Kreisscheibe D(zg,7),
d.h. der Weg .
Veor  [0,27] = €, > 29 + e,

hat die Lange L(Vz,,r,c) = 277

Satz 2.12: Wegintegrale sind invariant unter Parametertransformationen, die den
, Durchlaufsinn® des Weges erhalten, d. h. ist v : [a,b] — C ein stickweise glatter
Weg und f : D — C stetig mit der FEigenschaft vx C D, dann gilt

[tera= [ s
¥ yop
fiir jede stetig differenzierbare Funktion ¢ : [c,d] — [a,b] auf einem kompakten
Intervall [c,d], die p(c) = a und p(d) = b erfillt’.
Beweis: Sei H : [a,b] — C eine Stammfunktion zu
hila,b] = C s f(y(5)7 ().
Dann gilt

=(Hogp)'(s)
/7 RS / F () (9(5)) @' (5) ds
=h(p(s))
= H(p(d)) — H(p(c))
— H(b) — H(a)

b
- / FO) (8 di
:/f(z) dz. [ |

Bemerkung 2.13: Ist v : I — C stiickweise glatt, dann ist die Abbildung

/W-dz:%('y*)%C , fHLf(z)dz

IDieser Satz wird oft nur fiir orientierungserhaltende Parametertransformationen ¢ : [c,d] —
[a, b] formuliert, fiir die neben ¢(c) = a und ¢(d) = b zusatzlich ¢’(s) > 0 fiir alle s € [c,d]
gefordert wird. Diese Einschrankung ist zwar geometrisch sinnvoll, fiir die Gultigkeit dieses
Satzes aber - wie unser Beweis zeigt - nicht nétig.
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2. Komplexe Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

ist linear und beschrankt mit
| [ #eds] < L6 maxt s
¥ z<y

=:[ £l

fir alle f € €(~v*) (vgl. Aufgabe 1, Blatt 4).

Satz 2.14: Sei Q C C offen und f : Q — C stetig mit (holomorpher) Stammfunk-
tion F: Q= C (d.h. FeOQ),F = f), dann gilt fir jeden stickweise glatten
Weg v : I — Q:

[ #G)dz = Fa(0) - PO, (23)
~
insbesondere gilt fiir jeden geschlossenen, stiickweise glatten Weg v : I —
[ 1o (2.4)
¥

Beweis: Zunéchst sei v : I — C mit v* C Q glatt. Dann ist auch
Y:I—=-C |, t— F(v()
ein glatter Weg mit

P'(t) = F' (v()y'(t) = fF(y() (2)
(vgl. Aufgabe 5, Blatt 3). Nach gilt

= (b) = (a)
= F((0)) — F(v(a)),

also folgt . Sei nun 7 : I — C mit v* C Q stiickweise glatt. Wahle eine Zerlegung
a=1tyo<t1 < - <tp_1 <ty =>~,sodassy; = ryl[tj—lwtj] fir j =1,...,n glatt ist. Dann
ist

n

/f(z)dz:Z/ f(z)dz

2 j=1"7

=) (F(r(t)) = F(4(t;-1)))

= F(y(tn)) — F(y(t0))
= F(v(b)) — F(y(a)).

Ist v geschlossen, so gilt v(b) = v(a), also ist
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Bemerkung 2.15: Sei v : I — C, I = [a,b], ein Weg, dann nennen wir
—v:I=C |, tovya+b—1)

den Umkehrweg zu . Ist v (stiickweise) glatt, dann ist auch —v (stiickweise) glatt
und wie im Beweis zu zeigt man, dass in diesem Fall

/Wf(Z)dZ/Wf(Z)dZ

fiir alle stetigen Funktionen f: D — C gilt, wobei (—v)* =~* C D.
Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass fiir ,,gewisse“ {2 jedes f € O(f2) eine holo-
morphe Stammfunktion besitzt und damit nach die Bedingung

erfullt. Darauf bauen wir die Funktionentheorie auf!

Definition 2.16: Seien z1, 22, 23 beliebige Punkte in C. Wir nennen die abgeschlos-
sene und konvexe Menge

A(z1, 22, 23) = {t171 + taze + tazg | t1,ta,t3 > 0,81 +ta +t3 =1}
das von z1, zo und z3 aufgespannte Dreieck. Falls keine Verwechslungen zu befiirch-
ten sind, schreiben wir einfach nur A statt A(z1, 22, z3). Ferner nennen wir den

stiickweise glatten Weg

<Z13 22, 23> = Y2120 + Vzo—z3 + Yz3—21

den Dreiecksweg zu z1,z2 und z3. Dieser ist geschlossen. Dieser parametrisiert
offensichtlich den Rand von A, d.h.

<Zl, Z92, Zg>* = 0A.

Z3

21

22

Skizze eines Dreiecksweges.
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2. Komplexe Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

Satz 2.17 (von Goursat, 1883/1884): Sei Q2 C C offen und f : Q@ — C holomorph.
Dann gilt fir beliebige z1, z2, 23 € Q mit A = A(z1, 22, 23) C €2, dass

/ f(z)dz=0.
(21,22,23)

Beweis: Wir konstruieren induktiv eine Folge (’y<"))$f:1 von Dreieckswegen

’y( n) _ = (2! (n> (n) Z§H)>’

sodass gilt:

(1) 7(0) == <Z17 22, Z3>7
(ii) v+ ist einer der folgenden Dreieckswege:

ROINCIIWE
n = < +Z2 A7, 2 +Z >

N < ) 2™ Rl 2 4 z(")>
Z3
(n) (n)
N < §n) + % >

2 ’ 2 ’

(n)

(iii) Es gilt
f(z)dz

<4

4 (m)

/ f(z)dz|.
(1)
Dies ist moglich, denn es gilt

4
RIS 2:: / o 1)

und damit, wenn wir v("*V) in (i) so wihlen, dass

f(z)dz

max
~(n+1) j=1,2,3,4 (n)

erfullt ist, gilt auch (iii).
Betrachte nun die zugehorigen Dreiecke

A = A(zgn), zém, zé")), n € INo.
Diese sind abgeschlossen (genauer kompakt) und erfiillen

A=A S5 AW S A® 5
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Skizze der konstruierten Wege 7™, i =1,...,4.

K2

sowie

diam(A™) == max |z —w| =3 0.
z,wEA(")

Nach dem allgemeinen Intervallschachtelungsprinzip (Zusatzaufgabe, Blatt 4) gibt es
einen (eindeutigen) Punkt

z0 € ﬁ A Q.

n=1
Wegen f € O(Q) ist f komplex differenzierbar in zo. Ist nun € > 0, dann gibt es nach
ein § > 0 mit
f2) = flzo) f(z0)| <e  fiir alle z € D*(20,6)
zZz — 20

und somit
‘f(z) — (f(zo) + f'(20)(z — zo))| <elz — 20| fiir alle z € D(zo,9).
Zu 6 wahlen wir ein ng € Ny, sodass
AM D(z0,9) fiir alle n > no.

Damit gilt fiir alle n > ng nach

(= [ (Fe0) + 1 o)z~ ) da

~(n)

=0, nach
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2. Komplexe Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

[, (1= (e + £ ot = 20) )

< L(v"™) - e diam(A™)
<eL(y™)*.

Andererseits gilt nach (iii)

<4"

/;f(z) dz [{(n) f(z)dz

L(™) =27"L(y),

/7 £(2) dz

Da ¢ beliebig war, haben wir somit wie gewiinscht

/Wf(z)dZZO. -

und wegen (ii) gilt ferner

sodass

<4"e(27"L(y))* = L(7)’e.

Definition 2.18: Sei @ # G C C offen. Wir nennen G sternformig, falls es einen
Punkt zy € G gibt, sodass gilt:

Viyoz =120 +t(z—20) [t €[0,1]} CG fir alle z € G.
In diesem Fall nennen wir zg ein Zentrum von G.

Ein sternférmiges G ist offensichtlich zusammenhéngend, also ein Gebiet. Wir
nennen solche G deshalb auch Sterngebiete.

Skizze eines Sterngebietes.
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Satz 2.19 (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete): Sei G C C ein Sterngebiet
und zg € G ein Zentrum von G. Dann besitzt jede holomorphe Funktion f : G — C
eine holomorphe Stammfunktion, und es gilt

/Yf(z)dz:o

fir jeden geschlossenen, stiickweise glatten Weg v : I — G.

Beweis: Wir definieren F' : G — C durch

F(z):= / f(Q)d¢ fur alle z € G.
Yzg—z

Wir haben zu zeigen, dass F' an jeder Stelle z € G komplex differenzierbar ist mit der
Ableitung F'(z) = f(z). Sei z € G gegeben. Wir wihlen &y > 0 mit D(z,d0) C G. Fiir
alle w € D*(z,d0) gilt dann, dass A(zo, z,w) C G und somit nach

o:[wwwﬂo«
:/ f(g)d§+/ f(C)dC+/ F(¢) de,

Yzp—=z Yz—w Yw—zg
=F(z) =—F(w)
wobei wir verwendet haben, dass Yuw—z, = —7zo—w und damit nach
[ toa=-[  fod=-rw
Yw—zq Yzpg—w
gilt.
Skizze zur Situation im Beweis.
Es folgt:

F(w) — F(z) = / (0 d¢

Yz—w

- [ (©-r@)ari@w-2,  d [ d=w--

Yz—w Yz—w
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2. Komplexe Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

also Flw) - F(2) )
w) — F(z
ﬁ_f(z)— wfz/vzﬂw (f(C)—f(Z))dC
Wegen gilt
F(w) — F(2) 1
D H| < ke 1 = e,
=1 nach (i)
= max [f(z + t(w — 2)) — f(2)].
te[0,1]
Da f an der Stelle zo stetig ist nach , gibt es fiir allee > 0 ein 0 < § < do
mit

If(w') — f(z)| <e fiir alle w' € D(z, ).
Damit gilt nun fiir alle w € D*(z,6)

w_f( ) <tr€r16a)§]|f(z+t( z)) — f(2)]
=w’€D(z,5)
<e.

Also ist F an der Stelle zo komplex differenzierbar mit F’(z) = f(z). Der Zusatz folgt
nun aus . ]

Satz 2.20 (Zentrierungslemma): Seien Q C C offen, z € Q und g € O\ {z}).
Weiter seien zg € Q2 und ro > 0 gegeben mit

z € D(z0,70) C D(z0,70) C Q2.

Dann gilt fir alle r > 0 mit D(z,r) C D(29,70)
[ sa= [ g0
Yz0,70,0 Yz,7,0
Beweis: Wir wihlen 7 > 79, sodass

D(z0,70) C D(20,75) =t D C Q.

Nun ist
Yeorro,0 =N+ V2 5 Va0 = — (13 +74),

erklare aulerdem
yi=mtat+tp+tp , Y=p-F+nu-a

geméaf .Da D\{z+t(a—2z) | t € [0,1]} sternformig ist, gilt gemaB

A 9(¢) d¢ = 0.
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Yz0,70,0

Skizze zu den definierten Kreisscheiben.

Analog sieht man, dass
/_ 9(¢)d¢ = 0.
5

Damit folgt, dass

0= /Wg<c>d<+/&g(o dc

S R CL G =
Yzg,7m0,0 Yz,7,0
Korollar 2.21: Ist g in der Situation von in einer Umgebung von z be-
schrankt, so gilt
[ sa=o
"/zo,ro,o

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es € > 0 mit

M= sup |g(0)| < ox.

CED(z,¢)
Wenden wir auf 0 < r < € an, so folgt
G dc‘ —|[ 9| < 2mrn o,

V20,70.0 Va0

also muss
[ s©a=o
Yz0,70,0

gelten, wie behauptet. |
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2. Komplexe Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

Satz 2.22 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben, Cauchy (1831)): Sei{) C
C offen und f € O(2). Dann gilt fir alle zy € Q und alle rg > 0 mit D(zp,79) C 2,
dass

flz) = 1. / EAS dC fiir alle z € D(zp,70). (2.5)
27 Yeouror® ¢ —
Beweis: Fiir festes z € D(zo, ro) ist

g\ {z} me , ¢ QTG

holomorph und wegen

lim g(¢) = f'(2)

C—z
in einer Umgebung von z beschrinkt. Laut gilt also fir v := 724 ,r9,0
f(Q
0= [g@ac= [ L - (=)

vy v (-2
wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass nach und Aufgabe 2 (a)
von Blatt 4

/ T d¢ = / — d{ = 27

gilt. Damit erhalten wir schliefllich die behauptete Formel. ]

Bemerkung 2.23: Nach Aufgabe 4, Blatt 4 ist fiir v := v, »,,» die Funktion

]?;:D(zo,ro)—)C , z>—>21mfyg(_ozd§

holomorph mit Ableitung

o1 f(©)
f|7*(z)_27ri/y(<z)2dc'

Da aber f|p(zy,ro) = f? nach , folgt
f'(z) = 217r1/y (Cf(cz))Q d¢ fir alle z € D(zg, o). (2.6)

Insbesondere ist f/ auf D(zg,ro) stetig und sogar Lipschitz-stetig auf D(zg,r) fiir
jedes 0 < r < rg, denn es gilt

/ / _ 1 1 1
f(Zl)_f(ZQ)—%/yf(C) |:(C_Zl)2 - (4_22)2 dCa

wobei wir den Integranden umformen kénnen zu

1 N (S e (Y

(C - 21)2 (C - 22)2 - (C - 21)2(C - 22)2
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(€= 22) + (= 21))(21 — 22)
(€ —21)2(C — 22)?

und die auftretenden Terme durch ro —r < |( — z;| < 2rg fiir i = 1,2 abschétzen
konnen; siehe hierzu . Mit sehen wir also, dass

1 47‘0
iy P Y DU,
o (7) vy (7"0 — 7“)4 |Zl 22|

= (G gl ) s =l

Jede holomorphe (d.h. komplex differenzierbare) Funktion ist also automatisch
stetig komplex differenzierbar.

[f'(z1) = f'(22)]

IN

>

Skizze zur Situation in

Satz 2.24: Sei Q C C offen und f : Q — C holomorph. Dann ist auch [’ : Q — C
holomorph. Insbesondere gilt:

0(Q) C ().

Beweis: Mit aus folgern wir, dass

f(z) = —%/f(C)K;(C)dg mit K, (¢) = Ciz

und, indem wir den Integranden gemaf f(¢)K.(¢) = (fK.) (¢) — f'(¢) K. (¢) umformen,
dass

1) =g [R5 [ oK
;,_/
=0, nach
~ omi / f
Wir erhalten
1 (€

fl(z):277Ti z—CdC
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2. Komplexe Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

fiir alle z € D(zo,70).

Damit erfiillt f’ die Formel in , ist also nach Aufgabe 4 von Blatt 4 holomorph
auf D(zo,70). Da z0 € Q beliebig vorgegeben war, folgt f' € O(). Iterativ sehen wir,
dass f sogar beliebig oft stetig komplex differenzierbar ist und nach somit auch
beliebig oft stetig reell partiell differenzierbar ist, d. h.

c ﬁ €F(Q) =67(Q).

Satz 2.25 (verallgemeinerte Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben): Sei{) C
C offen und f € O(RQ). Dann gilt fir alle zg € Q,r9 > 0 mit D(z9,70) C Q und
alle k € Ny

¥ (z) = %/ (Cf(«f))kﬂ d¢ fiir alle z € D(zg,r0).
Yzg,70,0

Beweis (Induktion nach k): Wir setzen wie bisher v = 7, r,,5. Der Induktionsanfang
k=0 ist . Fiir den Induktionsschritt k — k + 1 wenden wir die Induktionsvor-
aussetzung auf die nach holomorphe Funktion f’: Q — C an und erhalten

FE @) = () P(2)
_ K f'(©)
T 27 / (¢ — 2)kt1 d¢
= 2m/f OK.(¢ mit K.({) = ——
- 27r1/f

(k+1)! 1
2mi /7 (C = z)k+2 6

fir alle z € D(z0,70), wobei wir im vorletzten Schritt erneut die Umformung f(¢) K (¢) =
(fK.) (¢) — f(Q)KL(¢) zusammen mit verwendet haben. [ ]

Satz 2.26 (Cauchysche Abschétzungen): Sei Q C C offen und f € O(Q). Fir alle
z0 € Q, 7o > 0 mit D(zo,70) C Q und k € Ny gilt

To

11® ()] < k!

(TO . ‘Z _ Z0|)k+1 Hf”aD(zU,ro)

fir alle z € D(zo,70).

Beweis: Mit folgt dies aus , denn
AN f(©)
FE / g ¢
| )| = o oo (C = z)kt1
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!
<Ry
— 27

<k!

S

wobei wir verwendet haben, dass

(Yz0,70,0)

T0

2 -

[(—z0l=r0

20])

f(©

k+1 [ fllonzo.70)»

FACS)l

‘ £(©)

(€ =2+t

fir alle ¢ € C mit |¢ — 20| = ro gilt.

<

(ro— |z = 20"
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3. Erste Fundamentalsatze uber
holomorphe Funktionen

In diesem Kapitel tragen wir einige erste wichtige Eigenschaften holomorpher
Funktionen zusammen, die sich aus dem bisher Gezeigten folgern lassen.

I. Satz von Liouville

In diesem Abschnitt untersuchen wir O(C), also diejenigen holomorphen Funktio-
nen, die auf ganz C definiert sind.

Definition 3.1: Eine ganze Funktion ist eine holomorphe Funktion f: C — C.
Fiir ganze Funktionen gilt nun der folgende, sehr bemerkenswerte Satz.

Satz 3.2 (von Liouville, 1847 / Cauchy, 1844): Jede beschrinkte ganze Funktion ist
konstant.

Beweis: Wir setzen
M = sup|f(O)] < oc.
cec

Sei nun z € C gegeben. Nach (mit z = 2z0) gilt fiir alle ro > 0, dass
/ To 1 70 —00
I (2)] < <5 Ifllop(zo,r) < — - M —" 0.
To T0

Damit gilt f'(z) = 0 fiir alle z € C, also muss f nach Aufgabe 1 (ii) auf Blatt 2 konstant
sein. |

Dieser wichtige Satz hat zahlreiche Anwendungen. Unter anderem erhalten wir:
Satz 3.3 (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes komplexe Polynom der Form
P(2) = ap2" + ap12" 14+ + a1z + ag
mitn € N, ag,a1,...,a, € C und a,, # 0 besitzt eine Nullstelle.

Beweis: Wir wéhlen r > 0, sodass gilt

Jan_1|= + -+ Jar] —— + [ao|— < =|an]
nflr 1 OTn 2 n|-

Tn—l

Fiir alle z € C mit |z| > r haben wir somit

_n 1
|z7"P(2)| = an +an_1—~+ - +a

anl a Zn
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3. Erste Fundamentalsétze iiber holomorphe Funktionen

1
> |an| — dn1— ot a

P + aOZT

< Jan-1]2 + -+ |ar] = + ao| = < jau|
On-1|=+ -+ |a1| == +|ao| = < Zlan
I n—1 r 1 Tn71 0 n 2
> La,|
2
Es gilt also fir alle z € C mit |z| > r, dass
1 n
|P(2)] > §\<ln|7’ .

Wir nehmen nun an, P hitte keine Nullstelle. Dann wiirde + € O(C) nach den Rechen-

. P
regeln in gelten und unsere obigen Uberlegungen wiirden
] (el 2 -
sup | =——| <maxq ——, ||=
zec| P(2) |an|r™ " 1l P15,
liefern. Nach miisste also % und damit P konstant sein, ein Widerspruch. |

II. Die Mittelwerteigenschaft und das Maximumprinzip

Das Maximumprinzip ist eines der wichtigsten Werkzeuge im Umgang mit holo-
morphen Funktionen, es ist jedoch nicht nur auf diesen Fall beschrankt. Vielmehr
gilt es fiir die Klasse aller Funktionen, die die sogenannte Mittelwerteigenschaft
besitzen.

Definition 3.4: Sei 2 C C offen und f :  — C stetig. Wir sagen
»f hat auf Q die Mittelwerteigenschaft®,
falls fiir alle zp € Q und ¢ > 0 mit D(zg,79) C 2 gilt:
1 2m i
f(z0) = o f(zo +roe't) dt. (3.1)
T Jo

Der nachfolgende Satz garantiert nun, dass alle in diesem Abschnitt gemachten
Aussagen iiber Funktionen, die die Mittelwerteigenschaft besitzen, insbesondere
fiir holomorphe Funktionen gelten.

Satz 3.5: Ist f € O(R), dann haben f, f,Re(f) und Im(f) die Mittelwerteigen-
schaft auf 2.

Beweis: Nach gilt (fiir z = z0) mit v := 729,r0,0

fo) = 5 [ L
TG
iy A -z D
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II. Die Mittelwerteigenschaft und das Maximumprinzip

1 27 f(ZO +r0€it)

it
= — —_ dt
2mi Jy (20 + roelt) — 2o (iroe™)
1 27 it
=5 ; f(z0 + roe'") dt,

d.h. f besitzt die Mittelwerteigenschaft auf 2. Durch Anwenden von (-), Re(-) und Tm(-)
auf beiden Seiten von folgt, dass auch f, Re(f) und Im(f) die Mittelwerteigen-
schaft auf 2 haben. [ ]

Satz 3.6 (Maximumprinzip, lokale Form): Sei Q C C offen und f : Q — C eine
stetige Funktion, die die Mittelwerteigenschaft auf 0 hat. Besitzt |f| in einem
Punkt zy € Q eine lokale Mazimumstelle, d. h.

de>0 VzeD(z,e): [f(2)] <[f(20)l, (3.2)
dann ist f in einer Umgebung von zy konstant.

Beweis: Sei zo € (2 eine lokale Maximumstelle von [f|. Wir wéhlen ¢ € (—m,7] mit
f(z0) = |f(20)|e!?. Nach gilt nun fiir alle 0 < r < e, mit € wie in

)

27

Fleo) = == [ f(zo +retydt.

2m Jo
Multiplikation mit e~ liefert zunéchst

27
|f(z0)] = ! / e fz0 +1€'¥) dt
0

_E,

und damit, nach Ubergang zum Realteil,

27T . .
|f(z0)| = %/0 Re(e“"f(zo + re“")) dt

Wir erhalten damit

1 27

<|f(zo)| - Re(ei“"f(zo + re“) ) dt =0,

2 Jo

<If(zo+rett)| < [f(20)l

>0

woraus sich wegen der Stetigkeit des Integranden schliefllich
Re(ei“"f(zo + reit)) = |f(20)| fiir alle ¢ € [0, 27]
ergibt. Fiir alle ¢ € [0, 27| gilt somit
Re(e'? f(z0 +re"))* = | (z0) "

> |f(z0 + )
= (¢ 7 (o + e[
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3. Erste Fundamentalsétze iiber holomorphe Funktionen

— Re(e’wf(zo + reit))2 + Im(e’“"f(za + re“))2.

Es muss also ‘ _
Im(e " f(z0 +re™)) =0 fiir alle ¢t € [0, 27]

und damit

|f(20)] = Re(e_”f(zo + reit)) =e (20 + 1€ fiir alle ¢t € [0, 27]
gelten. Zusammenfassend haben wir also

f(20) = |f(20)|€'? = f(z0 + 7€) fir alle t € [0,27] und 0 < 7 < g,

also f(z0) = f(z) fir alle z € D(zo, ¢). [ |

Satz 3.7 (Maximumprinzip, globale Form): Sei & # G C C ein beschrinktes Ge-
biet und f : G — C eine stetige Funktion, die auf G die Mittelwerteigenschaft hat.
Dann gilt
: < = . .
vzeG: |f(@) < lfloc = max|f(O)l (3.3)

Gibt es ein zg € G mit |f(20)| = || fllog, dann ist f auf G konstant.

Beweis: Da G kompakt ist, gibt es ein zo € G mit

£ (z0)| =[£Il
Wir betrachten die Menge

A:={ze€ G |[f(2)] = |f(20)[}-
Diese ist in (G, d.||axa)

e abgeschlossen, da f stetig ist, und

e offen, nach der lokalen Form des Maximumprinzips ( ).
Da G zusammenhéngend ist, gilt also entweder A = @ oder A = G.

Fall 1: A = @ B
In diesem Fall gilt zo ¢ G (da sonst zg € A), also zo € G\ G = dG. Wir haben also

Iflle = 1f(z0)l = [l flloc

und deshalb
VzeG: |fEI<fllg=Iflloc-

Fall2: A=G
In diesem Fall gilt nach Definition der Menge A, dass

VzeG: [f(2) =[f(20) = lIflz
und somit, wegen der Stetigkeit von f auf G, dass

VzeG: |f(2)]=lfllg
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III. Der Satz von Morera

Weil 0G # @ gilt, erhalten wir damit

I fllz = lflloc

sodass sich schlieflich

VzeG: [ =z = fllec
ergibt.

In beiden Fallen gilt also || f|lz = || flloc und .
Gibt es nun ein zp € G mit |f(z0)| = || flloc, dann ist

Bi={z€ G| f(2) = f(20)}
nicht leer (wegen zo € B) und in (G, d).||axq)
e abgeschlossen, da f stetig ist, und

e offen, wegen der lokalen Form des Maximumprinzips ( ).

Da G zusammenhéngend ist, folgt somit B = G, d.h. f ist auf G und damit (wegen der
Stetigkeit von f) auch auf G konstant. ]

ITI. Der Satz von Morera

In haben wir den Cauchyschen Integralsatz ( ) fiir Sterngebiete
bewiesen, indem wir mit dem Satz von Goursat ( ) zu jeder holomorphen
Funktion auf einem solchen Gebiet eine globale Stammfunktion konstruiert ha-
ben. Da wir inzwischen wissen, dass Ableitungen holomorpher Funktionen selber
wieder holomorph sind ( ), ldsst sich diese Argumentation nun zu einer
Charakterisierung holomorpher Funktionen ausbauen. Auf offenen Mengen, die
keine Sterngebiete sind, mussen wir hierfiir die Forderung der globalen Existenz
einer holomorphen Stammfunktion durch eine lokale Version ersetzen.
Genauer gilt der folgende Satz.

Satz 3.8 (von Morera, 1886): Sei Q C C offen, f : Q — C stetig. Dann sind
aquivalent:

(i) Fir jedes z € Q und jedes v > 0 mit D(z,r) C Q besitzt f eine holomorphe
Stammfunktion auf D(z,r),

(ii) Fir jedes z € Q gibt es ein v > 0 mit D(z,r) C Q, sodass f auf D(z,1) eine
holomorphe Stammfunktion besitzt.

(iii) f € O(€Q),

(iv) Fir alle z1, z2, z3 € Q mit A(z1, 22, 23) C Q gilt

/ F(Qyd¢ =o.
(z1,22,23)
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3. Erste Fundamentalsétze iiber holomorphe Funktionen

Beweis: (i) = (ii): Trivial

(if) = (iii): Sei z € Q beliebig vorgegeben. Nach Voraussetzung finden wir dann ein
r > 0 mit D(z,7) C Q und ein F € O(D(z,r)) mit der Eigenschaft F' = f|p(.,r.
GeméiB gilt damit f|p(.,-y € O(D(z,7)). Weil nun Holomorphie auf 2
(als komplexe Differenzierbarkeit in jedem Punkt z € Q) eine lokale Eigenschaft
ist, folgt f € O(£) und somit (iii).

(iii) = (iv): Dies ist die Aussage des Satzes von Goursat ( ).

(iv) = (i): Wie in sieht man, dass die Funktion

F:D(z,r)—»C , ww J(¢)d¢

Yz—w

auf dem Sterngebiet D(z,r) eine holomorphe Stammfunktion zu f darstellt. ]
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4. Folgen und Reihen holomorpher
Funktionen

Definition 4.1: Sei Q2 C C offen. Eine Folge ()52, stetiger Funktionen f, : Q —
C heif3t

(i) Cauchy-Folge beziiglich der kompakten Konvergenz auf Q, falls fiir jede kom-
pakte Teilmenge K C Q die Folge (f.|x)52; eine gleichméBige Cauchy-Folge
ist, d. h.

Ve>0dN e NVn,m>N: |fu— fulx = gleai){dfn(z) — fm(2)| <,
(ii) kompakt konvergent gegen f : Q — C, falls fir jede kompakte Teilmenge
K C Q die Folge (fn|x)32; gleichméBig gegen f|x konvergiert, d.h.
Ve>03INeNVn>N: |fn—fllk<e.

Lemma 4.2: Sei Q C C offen und (f,)32, eine Folge in € (Y). Dann gelten:

(i) (fn)S%y ist genau dann eine Cauchy-Folge bzgl. der kompakten Konvergenz
auf Q, wenn ()52, lokal eine gleichmafige Cauchy-Folge ist (d.h., fir
jedes z € 0 gibt es ein r > 0 mit der Eigenschaft D(z,r) C §, sodass
(fﬂm)j’f:l eine gleichmdpige Cauchy-Folge ist).

Analog ist (fn)22, genau dann auf Q kompakt konvergent gegen eine Funk-

tion f: Q — C, wenn (f,)52, lokal gleichmdfig gegen [ konvergiert (d.h.,
fiir jedes z € Q gibt es ein r > 0 mit der Figenschaft D(z,7) C ), sodass
(fn|m)%o:1 gleichmafig gegen f\m konvergiert).

(ii) Ist (fn)S2, eine Cauchy-Folge bzgl. der kompakten Konvergenz auf §, so
konvergiert (fn)2, kompakt auf Q gegen eine stetige Funktion f: Q — C.

(iii) Ist v : I — C, I = [a,b], mit v* C Q ein stickweise ein stickweise glatter
Weg und konvergiert (f,,)22, kompakt gegen eine stetige Funktion f :  — C,
dann gilt

i [ 1.0dc = [ 1.
v 2l

Beweis: Als Ubung. ]

Wir zeigen nun, dass kompakte Konvergenz der ,richtige Konvergenzbegriff fiir
O()) C € (Q) ist.

Satz 4.3 (von Weierstraf3, 1841): Sei QO C C offen und (fn)22, eine Folge holo-
morpher Funktionen f, : Q — C, die eine Cauchy-Folge bzgl. kompakter Konver-
genz auf Q darstellt. Dann gilt:
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4. Folgen und Reihen holomorpher Funktionen

(i) Die nach (i) stetige Grenzfunktion f : Q — C ist auf Q holo-
morph.

(ii) Fir alle k € No gilt mit kompakter Konvergenz
fr(lk) — f® fiir n — oo.

Beweis: (i) Nach dem Satz von Morera ( ) geniigt es, zu zeigen, dass

/< JQac=0

fir alle z1,22,23 € Q mit A(z1,22,23) C Q gilt. Nach dem Satz von Goursat
( ) wissen wir

/ fa(¢)d¢ =0 fiir alle n € IN.
(z1,22,23)
Da (z1, 22, 23)" = OA(z1, 22, z3) kompakt ist, folgt

o9

2.13 n— 00

< L((z1, 22, 23)1f = folloazr,za,23) — O

/< (70 = ) ac

und damit, wie gewiinscht,

/ F(Q)d¢ =0,
J{z1,22,23)

(if) Sei zo € Q gegeben. Wir wéahlen ro > 0 mit D(z,2ro) C Q. Nach gilt
dann fir k£ € No und alle z € D(zo,70), dass

2r
k k 0
If7 (=) — 7<L )(Z)| < k! (2r0 — |z — 20|11 Ilf — frllon(zo,2r0)
——
<ro
rk x
2k!
< Tkllf — fallon(z0,2r0)-
0
Also: okl
k k ! N
Hf( ) — 7(1 >HD(Z0’T.O) < TTHf - anBD(Zo,QTO) =0
0
Mit (ii) folgern wir nun, dass ( ,(Lk))%o:l auf  kompakt gegen f*)
konvergiert. u

Der Begriff der kompakten Konvergenz fiir Folgen stetiger Funktionen tiber-
tragt sich natiirlich direkt auf Reihen stetiger Funktionen (indem man die Folge
der Partialsummen betrachtet). Daneben wollen wir nun einen etwas spezielleren
Konvergenzbegriff fiir Reihen stetiger Funktionen einfithren, der mit dem Begriff
der absoluten Konvergenz fiir Reihen komplexer Zahlen vergleichbar ist.
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Definition 4.4: Sei (f,,)22, eine Folge aus € (). Wir sagen
»die Reihe Y7 f,, konvergiert normal in QF,

falls fiir jede kompakte Teilmenge K C Q gilt:

oo
>l fullic < .
n=0

Lemma 4.5: Sei Q C C offen und (fn)22, eine Folge aus €' (€2).

(i) Die Reihe ZZOZO fn konvergiert gemau dann normal in Q, wenn zu jedem
z € Q einr >0 existiert mit D(z,7) C Q und

Y I fallpasy < oo
n=0

(ii) Konvergiert Y.~ fn normal in Q, dann konvergiert (Zf’LVZO )=y kompakt
auf ) gegen eine stetige Funktion f. Wir schreiben dann

f= Z Jn-
n=0

In diesem Fall gilt fiir jeden stickweise glatten Weg~ : I — C mit y* C Q,

dass
/Wf(z)dz:nz_%/wfn(z)dz.

(iii) Sind alle f, auf Q holomorph und konvergiert >~ f, normal in Q, dann
ist die nach (ii) stetige Funktion f = > fn ebenfalls holomorph und fiir

jedes k € N konvergiert >~ ﬁgk) normal (1) in Q mit

o

ICE

n=0
Beweis: Als Ubung. ]

Wir wenden uns nun Potenzreihen als wichtigem Spezialfall von Funktionenrei-
hen zu.

Definition 4.6: Sind zy € C und eine Folge (a,)%2, aus C gegeben, dann nennen
wir die Funktionenreihe -

Z an(z — 20)"

n=0

d.h. fn(2) = an(z — 20)™, eine (formale) Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zo
und Koeffizienten (a,)5% -
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4. Folgen und Reihen holomorpher Funktionen

Satz 4.7 (Abelsches Konvergenzlemma, Abel 1826): Gibt es ro, M > 0 mit
lan|ry < M Vn € N,

dann ist die Potenzreihe o a,(z — z0)™ normal konvergent in D(zq,7¢). Ins-

besondere gilt: Konvergiert die Reihe Y - an(z — 20)™ fiir ein z = z, # zp, dann
konvergiert sie normal in D(zq, |z« — 20])-

Beweis: Fiir jedes 0 < r < ro gilt

Z max |an(z — 20) |*Z|an|r
zED(zO T)
= Z |an\r0 (*)
n= O

<M
= 1=

T0

< o0.

Damit ist Z an z — 20)" normal konvergent in D(zo,70). Der Zusatz ist klar, denn
falls Z o an(z* —2z0)" konvergiert, ist (an (2« —zo)")zozo eine Nullfolge, also beschrankt,
d. h. wir finden ein M > 0, sodass

lan||zs — 20" = |an(2+ — 20)"| < M
fur alle n € Ny gilt. [ |

Satz 4.8: Wir definieren den Konvergenzradius R € [0, 00] von >, °  an(z — 29)"

durch
R :=sup {7“ >0: (|an|7‘”)20=0 ist beschrdnkt}.

Dann ist die Reihe y " an(z — zo)"

(i) in D(zo, R) normal konvergent und

(ii) in jedem Punkt z € C\ D(zo, R) divergent.

Man beachte, dass der obige Satz keine Aussage iiber die Konvergenz der be-
trachteten Reihe Y7 a,(z —20)™ auf dem Rand 0D(zo, R) macht. Hier ist in der
Tat keine allgemeine Aussage moglich.

Beweis (von ): Im Fall R = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir R # 0 folgt (i) aus
(denn fiir alle 0 < r < R ist die Folge (|an|r )0070 nach Definition von R beschrankt,
d.h., wir kénnen ein M > 0 finden, sodass |an|r"™ < M fir alle n € Ny erfillt ist) und

(ii) gllt, da die Folge (\an||z — zo|" )n:O fiir |z — zo| > R unbeschrénkt ist (wahrend die
Konvergenz der Reihe erzwingen wiirde, dass die Folge der Reihenglieder (an(z—zo)”):ozo
eine Nullfolge und damit insbesondere beschrankt ist). ]
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Satz 4.9 (Entwicklungssatz, Cauchy 1831): Sei Q2 C C offen und f : Q — C holo-
morph. Dann gilt fir alle zg € Q und rog > 0 mit D(zo,79) C Q2

©  f(n)
f(z) = Z fi('zo)(z —z)" fiir alle z € D(zg,70) (4.1)
—  nl
mit normaler Konvergenz in D(zg,10).

Beweis: Sei o > r > 0. Fiir z € D(z0,7) und alle ro > |¢ — 20| > |2z — 20| gilt

oo n 00 n+1
1 1 1 . 1 Z— 20 . 1 _ n
C_Z_C_ZO 1—2:ZO_C—ZOZ<C—ZO) _Z(C—Z()) (2 ZO)
20 n=0 n=0
und somit -
O _ f(9) n
C*Z_;(C*ZO)THJ(Z ZO) ’
jeweils mit normaler Konvergenz in ¢. Mit Teil (ii) von folgt nun, wie ge-
wiinscht, dass
1 1(Q) N ( 1 / 1(Q) ) "
o a¢ = Pyry S dq (z —20)".
2mi Yegum® (—z ; 2mi Yag (¢ — zo)nt1
(n)
= f(2),nach _f (,ZO),nach
n!
Die Reihe in konvergiert also in allen Punkten z € D(zo,r) fiir alle 0 < 7 < 7o,
somit auf ganz D(zo,7), und dort (nach dem Zusatz in ) auch normal auch
normal. ]

Korollar 4.10: Sei Q2 C C offen. Fiir eine Funktion f : Q) — C sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(i) f ist holomorph auf .

(ii) f 4st analytisch auf Q, d. h., lokal durch eine konvergente Potenzreihe dar-
stellbar: Zu jedem zo € Q gibt es ein ro > 0 mit D(zo,79) C Q und eine
Folge (a,)22, komplexer Zahlen, sodass

flz)= i an(z — zo)" fir alle z € D(zg,70). (4.2)
n=0

(iii) f ist auf jeder Kreisscheibe D(zo,79) C Q durch eine Potenzreihe der Form
darstellbar.

In diesem Fall gilt notwendigerweise fiir alle n € Ny

F"(z0) _ 1/ f(©)

ap =

nl 2w (¢ — zp) ! dc (4.3)

20:70,0

mit beliebigem 0 < r < 1¢.
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4. Folgen und Reihen holomorpher Funktionen

Beweis:

(iii) = (ii): Trivial.
(ii) = (i): Dies folgt aus bzw.
(i) = (iii): Dies ist die Aussage von
Da die Reihe

Z an(z — 20)"
n=0
auf D(zo,r0) normal gegen f konvergiert, liefert (iii) die Formel

1
an = mf( )(ZO)~

Die zweite Gleichheit in folgt aus Satz . ]

Beispiel 4.11:

(i)

56

In Aufgabe 3, Blatt 3 wurde bereits gezeigt, dass
1
exp:C—C |, exp(z Z—'

auf ganz C holomorph ist (mit Hilfe von exp(x + iy) = e (cos(y) + isin(y))
haben wir dort ‘9 = exp(z) = 0 fiir alle z € C nachgerechnet).

Alternativ konnen wir nun den Konvergenzradius der Reihe Y7 %z"
bestimmen: Fiir diesen gilt

R =sup {r >0| (n, )ZOZO ist beschréinkt}.

Da aber sogar
1

lim —r" =0 fir aller >0

n—o0 n!
gilt, folgt R = oo, sodass die Reihe ) >° 1,z auf D(0,00) = C normal
konvergent ist (vgl. ) und dort nach (ii) eine holomorphe

Funktion darstellen muss. Zudem folgt damit
exp’(2) = exp(z) fur alle z € C.
Mit exp sind auch
sin:C—C , z+— %(exp(iz) —exp(—iz))

und

cos:C—C , z+— %(exp(iz) + exp(—iz))



ganze Funktionen, miissen also nach durch auf ganz C konvergente
Potenzreihen darstellbar sein. In der Tat folgt aus (i), dass

sin(z) = ;(i} %(lz)n - i %(—MYL)

n= n:O
1 1 o
= g7 2 (L= (D",
n=0
0, fall d
wobei 1—(=1)"=<{" alls n gerade
2, falls n ungerade
_ 1 i ¥i2k+122k+1
i 2k +1)!
Lyt ( :
Sy D
| )
= (2k+1)!

und analog, dass
(1 a0
(2k) 7 7

NE

cos(z) =
k=0
wobei beide Potenzreihen besitzen den Konvergenzradius R = oo besitzen.
Mit, (iii) folgt
cos’(z) = —sin(z) , sin'(z) = cos(z).
(iii) Wir betrachten die holomorphe Funktion

.. 1
f:C\{-i,i} —C |, zn—>m

Mit der Formel fiir die geometrische Reihe kénnen wir f um zy = 0 in eine
Potenzreihe entwickeln:

o0 oo

1 1 s\2n n . 2n
n=0 n=0
Gemés muss diese Reihe auf D(0, 1) konvergieren. Fiir den Konver-

genzradius R gilt somit R > 1. Wire R > 1, wiirde die Reihe auf D(0, R)
eine holomorphe Funktion f darstellen, die f|p(,1) holomorph und damit
insbesondere stetig fortsetzt. Damit wiirde

lim  f(2) = f(4i)
z—+i
2€D(0,1)

gelten, was aber nicht moglich ist, da

fit) =

— — fir t — +1,.
1—¢2
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4. Folgen und Reihen holomorpher Funktionen

Es muss also R = 1 gelten. Dieses Ergebnis lédsst sich hier natiirlich durch
bestétigen, solche Uberlegungen kénnen die Bestimmung von Kon-
vergenzradien aber manchmal vereinfachen. Man beachte, dass fir

1

R R e
flr - ’ leerQ

nicht offensichtlich ist, warum die darstellende Potenzreihe um 0 ,,nur® den
Konvergenzradius R = 1 besitzt. Dies wird erst im Komplexen klar!

Bemerkung 4.12: Sei G C C ein Gebiet und f € O(G). Ist zy € G gegeben, so
wissen wir aus , dass sich f auf D(zg,ro) mit

ro = max{r > 0| D(z,r) C G} = dist(z0,C \ G) := n}Di{1G|z — 2|
z€E

durch eine konvergente Potenzreihe
flz)= Z an(z — 20)" fir z € D(zo,70)
n=0

darstellen lasst. Fiir den Konvergenzradius R dieser Reihe gilt somit R > ryp.
Gilt R > g, so liefert die Reihe eine analytische Fortsetzung von f. Falls G N
D(zp, R) nicht zusammenhéngend ist, muss diese Fortsetzung jedoch nicht mit f
iibereinstimmen. Andernfalls wird die Eindeutigkeit der Fortsetzung durch den
Identitétssatz fiir Potenzreihen (vgl. Kapitel 5) garantiert.

Ein Beispiel hierfiir ist der Hauptzweig des Logarithmus auf C_ := C\ (—o0, 0],

1

Log(z) := — dw fir z € C_,

w
Y-z

dessen Reihenentwicklung um einen Punkt zp € C_ mit Re(zp) < 0 den Konver-
genzradius |zg| besitzt. (Ubung)
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5. Nullstellen holomorpher
Funktionen und Identitatssatz

Definition 5.1: Sei Q) C C offen. Eine Teilmenge M C Q heifit diskret, falls in
kein Haufungspunkt™ von M enthalten ist.

Beispiel 5.2: Wir betrachten die Menge M := {X | n € IN}. Diese ist

e diskret in C \ {0},
e jedoch nicht diskret in C.

Die Eigenschaft ,diskret in Q¢ ist also keine Eigenschaft von M, sondern héingt
von der Inklusion M C Q ab.

Satz 5.3: Sei @ # G C C ein Gebiet und f : G — C eine von der Nullfunktion
verschiedene holomorphe Funktion. Dann ist die Nullstellenmenge

N(f)={2€ G| f(2) =0}
diskret in G.

Beweis: (D Sei z0 € G ein Haufungspunkt von N (f). Wir wihlen ro > 0 mit

D(Zo, 7‘0) cdG
und entwickeln f geméf um 2o in eine auf D(zo,70) konvergente Potenz-
reihe
oo
fz) = Zan(z —20)" fir 2z € D(zo0,70),
n=0
wobei a, = %f(")(zo). Da f stetig in 2o ist und 2¢ ein Haufungspunkt von N'(f)

ist, folgt f(20) = 0 und damit ap = 0. Wir zeigen nun a, = 0 fir alle n € Ng.
Annahme: Es existiert m € Ng mit a,, # 0.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass m minimal
mit dieser Eigenschaft ist, d.h., dass

anp =0 fir n=0,1,...,m—1

st M C C gegeben, dann nennen wir z € C einen Hdufungspunkt von M, falls die Bedingung
D(z,e) N (M\{z}) # 2

fiir alle € > 0 erfullt ist.
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5. Nullstellen holomorpher Funktionen und Identitédtssatz

gilt. Also ist fiir z € D(z0,70)

FE) = anlz—20)" = (2 =20)" Y an(z—20)""",

n=m n=m

=:h(z)
wobei h : D(z0,79) — C holomorph ist mit
h(z0) = am # 0.

Da h insbesondere stetig in zo ist, gibt es somit ein 0 < r < rg, sodass h auf
D(zo,7) keine Nullstelle besitzt. Aus der Zerlegung

f(2)=(2—=20)"h(2) fir ze€ D(z0,7)

folgt nun, dass zo die einzige Nullstelle von f auf D(zo,r) ist, im Widerspruch
dazu, dass 2o ein Haufungspunkt von N(f) ist.

Es gilt also a, = 0 fiir alle n € Ny, d.h. f(z) = 0 fiir alle z € D(z0,70). Somit
sehen wir, dass D(zo,70) C N(f) gelten muss.

@ Wir betrachten die Menge
A :={z € G| 7 ist Haufungspunkt von N(f)}.

Diese Menge A ist in (G, d}.||axa)
e offen (nach ) und

e abgeschlossen, denn
G\A = {z € G| z ist kein Haufungspunkt von N(f)}
ist trivialerweise offen in (G, d).||axc)-
Weil G zusammenhéngend ist, muss also

A= oder A=G

gelten. Im Fall A = G wére f = 0 auf G im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit
muss A # @ gelten, d. h. kein Haufungspunkt von N (f) liegt in G. ]

Satz 5.4 (Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen): Sei @ # G C C ein Gebiet.
Dann sind fir f,g € O(G) die folgenden Aussagen dquivalent:

(i f=g9
(ii) Die ,Identitatsmenge*
{zeG|f(z)=9(2)}
hat einen Hdufungspunkt in G,
(iii) FEs gibt einen Punkt zo € G, sodass

f(”)(zo) = g(")(zo) fiir alle n € Ny.

60



Beweis:
(ii) = (i): Man wende auf die Funktion f — g € O(G) an.
(i) = (iii): Klar.
(iif) = (ii): Dies folgt aus . [ ]

Korollar 5.5: Sei @ # Q C C offen, f : Q — C holomorph und zy € Q, sodass
f(z0) = 0. Ist f nicht identisch Null um zo, dann gibt es eine Zahl m € N mit

o f("(2) =0 firn=0,1,...,m—1,

Wir nennen m =: ord(f(z0)) die Ordnung der Nullstelle zg von f. Ferner gibt es
eine Funktion g € O(2) mit g(zo0) # 0, sodass gilt

f(z) = (2 —20)"g(2) fiir alle z € Q.
Beweis: Nach dem Identititssatz wissen wir, dass

{neN| () #0} #2,

denn andernfalls wire f = 0 auf der Zusammenhangskomponente von €2, in der zq liegt.
Wir kénnen also
m =min{n € N | f™ () # 0}

wiahlen. Wie im Beweis von finden wir zu ro > 0 mit D(zo,70) C Q2 eine Funktion
h € O(D(z0,70)) mit h(zo0) # 0, sodass

f(2)=h(z)(z—20)™ fiir alle z € D(zo0,70).

Damit erhalten wir durch

f(2)
g:N—=C , z—< (z—2z0)™
h(zo), 2z =2z

eine holomorphe Funktion (denn g|p(.,,r,) = k) mit g(z0) = h(20) # 0 und

f(z) =(z—20)"g(2) fiir alle z € Q. ]
Korollar 5.6: Sei & # G C C ein Gebiet und 0 # f € O(G), dann ist N(f)
abzdhlbar.
Beweis: Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ ist die Menge N'(f) N K fiir jedes kom-
pakte K C G endlich (sonst gébe es eine Folge (z,)52; paarweise verschiedener Punkte

in N(f) N K, die eine konvergente Teilfolge besitzen miisste, deren Grenzwert dann ein
Hiufungspunkt von N(f) wére, der jedoch zu K und damit zu G gehort).
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5. Nullstellen holomorpher Funktionen und Identitédtssatz

Betrachte eine kompakte Ausschopfung von G, d. h. eine Folge (K, )nen von kompakten
Teilmengen von G mit

Ky Cint(K2) CKy C -+ C K Cint(Kny1) C Knp1 C -+ C U Ky =

meN
Wiéhle etwa 1
Ky = {z € G| dist(z,C) \ G > E} A D(0,n).
Dann ist
N = NN Kn)
meN

abzdhlbar, denn N (f) N K, ist fiir jedes m endlich (und damit abzédhlbar). [ ]
Bemerkung 5.7:

(i) Die Voraussetzung in , dass G ein Gebiet ist, ist entscheidend. Fir

nicht zusammenhéngende offene Mengen gilt der Satz nicht. Sind etwa G1, G2
zwei Gebiete in C mit G; N Gy = &, dann liefert

f=0inGy , f=1inGs

eine Funktion f € O(G; U Ga).

(ii) sagt nur, dass sich die Nullstellen nicht in G hiufen durfen. Hiu-
fungspunkte auf dem Rand sind hingegen mdglich.

(iii) wird oft verwendet, um Identitdten von R nach C zu iibertragen.
Beispielsweise gilt

sin(2z) = 2sin(z) cos(z) fir alle z € C,

denn fir z € R ist dies bekannt und R C C ist nicht diskret.
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6. Singularitaten holomorpher
Funktionen

Definition 6.1: Sei @ # Q C C offen und f € O(Q). Gibt es zu zp € C\ Q ein
ro > 0, sodass
D.(Zoﬂ"()) Q Q,

dann nennen wir zg eine (isolierte) Singularitdt von f.

Beispiel 6.2: Auf Q = C\ {0} betrachten wir die holomorphen Funktionen

Jisfo, f3: 2 = C,
die gegeben sind durch
_ sin(z) 1 B 1
fi(z) = 2 ; f2(2)—z ; f3(2)—€XP<Z)-
Dann ist zg = 0 eine isolierte Singularitdt von fi, fa, f3, das Verhalten dieser

Funktionen bei zg = 0 ist jedoch sehr verschieden.

(i) Mit (ii) sehen wir, dass

oo
Sln
h(z) Z%H ;2 #0,

k=0

wobei die Potenzreihe auf der rechten Seite sogar auf ganz C konvergiert,
dort also eine holomorphe Funktion f; : C — C darstellt, die f; holomorph
nach zg = 0 fortsetzt; ndmlich durch

Die Singularitiat von f; bei zg = 0 ist also ,,hebbar®

(ii) Fiir jede Folge (2,,)22; aus C\ {0} mit z, — 0 fiir n — oo gilt:

1
nhm [fa(zn)| = nh_}m — = 0.
o |z

Im Gegensatz zu f; lasst sich f also nicht stetig nach 0 fortsetzen. Die
Funktion fo hat einen ,,Pol*“ bei z; = 0.

(iii) Das Verhalten von f5 in der Ndhe von 0 ist total irreguldr. Beispielsweise
gilt

1
fg( )ze"—>oo fir n = oo
n
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6. Singularitdten holomorpher Funktionen

1 .
f3 ()’ =le" =1 fiir alle n € IN.
in

Die Singularitdt von f3 bei zg = 0 ist ,,wesentlich®.

Definition 6.3: Sei @ # Q C C offen und zg eine isolierte Singularitidt von f €
O(£). Wir nennen zg eine hebbare Singularitit von f, falls es eine Funktion

feo@u{z})
gibt mit R
fla=1.
Der Wert f(zp) und damit f sind in diesem Fall (wegen der Stetigkeit von f)

eindeutig durch f bestimmt.

Satz 6.4 (Riemannscher Hebbarkeitssatz, Riemann 1851): Sei @ # Q C C offen,
f€0(9) und 2z eine isolierte Singularitiat von f. Dann sind dquivalent:

(i) 2o ist hebbar.

(ii) f ist beschrankt auf D®(z0,7) fir einr >0 mit D®*(z9,7) C Q.

Beweis:

(i) = (ii): Klar, da die Fortsetzung f stetig in zo und somit auf jeder Kreisscheibe
D(zo,r) mit D(zo,7) C QU {20} beschrénkt ist.
(ii) = (i): Wir definieren die Funktion

(z —20)2f(2) fiir € Q

h:QU{z}—C , z+— . }
0 fir z = 2o

Die Einschrénkung h\g ist klarerweise holomorph und im Punkt zo gilt

lim h{z) = h(zo0) = lim (z — 20)f(2) =0 (da f beschrankt ist),
ZZ;zZS zZ — 20 z—20

also h € O(Q U {z0}) mit h'(z0) = 0. Insbesondere ist ord(h, z0) > 2, d. h. es gibt
(nach ) eine Funktion f € O(Q2U {z0}) mit

h(z) = (z — 20)° f(2) fiir alle z € QU {z0}.

Fir z € Q2 haben wir also

d. h. f ist die gesuchte Fortsetzung. |

Satz 6.5: Sei & # Q C C offen, f € O(Q) und 2y eine isolierte Singularitit von
f. Dann tritt genau einer der folgenden Fille ein:
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(i) f hat eine hebbare Singularitit in zo,

(ii) f hat einen Pol in zg, d.h. es gibt eine natirliche Zahl m € N, sowie
C1y---,Cm € C mit ¢, # 0, sodass

m
z— f(z szzo

k=1
eine hebbare Singularitit in zy besitzt. Wir nennen dann m die Ordnung des

Pols in zg und
m
DY s

k=1
den Hauptteil von f in zp.

(iii) f hat eine wesentliche Singularitit bei zg, d. h. fir alle v > 0 mit D*(zo,7) C
Q liegt
f(D*(z0,7))
dicht in C.

Beweis: Wir nehmen an, dass die Bedingung in (iii) nicht zutrifft. Es geniigt, zu zeigen,
dass dann entweder (i) oder (ii) gilt. (Dies geniigt, denn falls (iii) erfiillt ist, kann offenbar
weder die Bedingung unter (i) noch die unter (ii) erfiillt sein.)

Nach Voraussetzung existieren r > 0, § > 0 und w € C, sodass gilt

D*(20,7) C Q und |f(z) —w| > ¢ fiir alle z € D*(z0,7).

Damit ist
g:D*%(z0,7) — C , z+—

f(z) —w
wohldefiniert und holomorph. Ferner gilt

l9(z)| = ———— < fir alle 2 € D*(zo, 7).

1
|f(z) —w| ~ 6
Geméf besitzt g eine hebbare Singularitét in zo; sei § € O(D(zo,7)) die Fort-
setzung von g.
Fall 1: g(z0) #0
Da §|pe(z,r) = g keine Nullstelle hat, liefert die Funktion

f:D(zo,T)—>C , zn—>w—|—~i
9(2)

eine holomorphe Fortsetzung von f nach zp, d.h. f hat eine hebbare Singularitat
bei zg. Es tritt hier also der Fall (i) ein.

Fall 2: §(z0) =0
Sei m = ord(g,z0) € IN die Ordnung der Nullstelle zo. Nach gibt es
h € O(D(z,7)) mit

h(z0) # 0 und G(2) = (z — 20)™h(z) fiir alle z € D(z0,7).
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6. Singularitdten holomorpher Funktionen
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Da §|pe(z9,r) = g auf D*(z0,7) keine Nullstellen hat, besitzt h auf D(zo,7) keine
Nullstelle. Also ist

i:D(zo,r)—HD , Zb—>~L
h h(z)

holomorph. Wir betrachten die Potenzreihenentwicklung

[ee]

(12) =Y an(z—2)" firalle z € D(z0,7)
n=0

>

und setzen

Ck ‘= Qm—k fir k=1, ,m
Damit gilt
1
Cm = a0 = = #0
h(ZO)
und fiir alle z € D*(zo, ) haben wir
1 ~ _ m7y
= = 9) = 8 = (2 = 20)"h ),
sodass sich schlieflich
1 oo
fR)—w=(2-20) "= =(2-20)"" ) an(z—20)
I 2
m—1 oo
= (zfzo)fm( an(z —20)" + Zan(zfzo)">
n=0 n=m

n=0 n=m
=D Gy T 2 aem(z — 20)
k=1 n=0
ergibt. Insgesamt haben wir also
Ck _ _ n
f(z) - kz:l Go)F w+ Zoaner(z 20)".
= n=

Da die holomorphe Funktion

f:D(zo,r)—HD , z%w—l—Zaner(z—zo)"
n=0

eine Fortsetzung von
m

Ck
z— f(z) — —_—
HORD DY e
k=1
nach zo liefert, besitzt diese eine hebbare Singularitat bei zo. Hier tritt somit der
Fall (ii) ein. [ ]



Bemerkung 6.6:

(i)

Besitzt f einen Pol der Ordnung m in zp, so sind die Zahlen ¢4, ..., ¢, aus
(ii) eindeutig bestimmt. Genauer gilt

1
=5 f(2)(z — z0)*tdz
LRV
firk =1,...,m,falls D®*(29,79) C Qund 0 < r < 7. Dies werden wir spéter

noch vertiefen.
beinhaltet den Satz von Casorati- Weierstraf$ (1868 / 1876):

Satz: Ist zo eine isolierte Singularitit von f € O(QY), die weder hebbar noch
ein Pol von f ist, dann liegt f(U) dicht in C fir jede offene Menge U C ),
fir die U U {z0} C QU {2} offen ist.

Eine sehr viel schérfere Aussage liefert der ,grofie Satz von Picard“ (E.
Picard, 1879/1880), den wir hier jedoch nicht beweisen kénnen:

Satz: Eine holomorphe Funktion nimmt in jeder Umgebung einer wesentli-
chen Singularitit alle bis auf hochstens einen komplexen Zahlenwert an.
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7. Die globale Fassung des
Cauchyschen Integralsatzes

In haben wir den Cauchyschen Integralsatz fiir Sterngebiete ( )
und darauf aufbauend die Cauchyschen Integralformeln fiir Kreisscheiben (
und ). Ziel dieses Kapitels ist eine Verallgemeinerung dieser wichtigen

Aussagen, die ohne die Einschrinkung auf Sterngebiete bzw. Kreisscheiben aus-
kommt.

Definition 7.1: Sei 7 : [a,b] — C ein geschlossener, stiickweise glatter Weg. Fiir
jedes z € C \ v* nennen wir

1 1
Y

den Index von vy bzgl. z.
Satz 7.2: Ist v : [a,b] — C ein geschlossener, stickweise glatter Weg, dann gilt
Ind,(c) € Z fir alle z € C\ v*

und die Funktion
Ind,:C\y* — Z

ist auf jeder Zusammenhangskomponente von C\v* konstant. Auf der unbeschrank-
ten Zusammenhangskomponente von C\ v* nimmt Ind, den Wert 0 an.

Beweis:

@ Behauptung: Ist 7 : [a,b] — C ein glatter Weg, dann gilt fiir alle z € C\ v*

1 _2b) -z
exp ([YC—ZdC) = (7.1)

v(a) =z
Beweis: Wir betrachten die Funktionen

G:la, b)) > C t»—)/t’yg)(?zds

und
F:la,b) = C , tw— (v(t) —z)exp(—G(1)).

Dann gilt F,G € € ([a,b]) mit
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und daher
F'(t) =4/ (t) exp(=G(t)) — (v(t) — 2)G'(t) exp(—G(t))

_ () )
B ('y(t) —z G (t)> (v(t) — z) exp(—G(t))

=0

fur alle ¢ € [a,b], d.h. die Funktion F' ist auf [a, b] konstant. Insbesondere gilt

v(a) =z = F(a) = F(b) = (v(b) — 2) exp </ ¢ i z dc)

und damit die Behauptung . ]
@ Behauptung: Die Formel in gilt auch fiir stiickweise glatte Wege.

Beweis: Ist v : [a,b] — C stiickweise glatt, dann wéhlen wir eine Zerlegung
a=to<t1 < - <th1<tp=0>

des Intervalls [a, b], sodass die Teilwege
i = 'y|[t_7._1,tj] firj=1,...,n

glatt sind. Sei z € C \ v* gegeben. Nach (D gilt somit

exp( ! d()—’y(tj)_z firj=1,...,n.
;7 Y(tj-1) — 2

Es folgt, wie gewiinscht,

|
22
ST
| <.
- =
I
‘ I\
N

_tn) =2
y(to) — =
_b)—=
ROEE "

® Ist v : [a,b] — C stiickweise glatt und geschlossen, so liefert 2), dass
exp (/ 1d<) =1.
v (-2

exp(x + iy) = ex(cos(y) +1i sin(y)) fiir alle z,y € R,

Wegen
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7. Die globale Fassung des Cauchyschen Integralsatzes

koénnen wir daraus folgern, dass
1 . ;
/ —— d{ € 2miZ = {2mwin | n € Z}.
—z
5

Damit gilt also Ind,(z) € Z fiir alle z € C\ v".

@ Mit der Zusatzaufgabe von Blatt 5 (oder durch eine Rechnung analog zu Aufgabe
4 auf Blatt 4) sieht man, dass

z — Ind,(2)

auf C \ v* holomorph und damit insbesondere stetig ist.

SUN Ind, ist lokal konstant.
(Als stetige Funktion mit diskretem Wertebereich.)

—> Ind, ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von C \ v*.
(vgl. Aufgabe 1 (ii), Blatt 2)

® Wahle (zn)n=; in der unbeschrankten Zusammenhangskomponente G von C \ ~*,
sodass |z,| — oo fiir n — co. Wir setzen

d := max|(|.
cer™

Damit gilt fiir hinreichend grofie n, dass

1 1
mlgzndfl
1

1
¢ —2zn

lInd, (z)| =

<=
<5 (w)ggzg

(wegen )

und somit

L 1
[Ind, (zn)| < L) —0 fir n — oo,
d.h. Ind,(zn) — O fiir n — oo. Weil Ind, nach @ auf G konstant ist, muss somit
Ind,(z) = 0 fur alle z € G gelten. [ ]
Beispiel 7.3:

(i) Fur zo € C und r¢ gilt

1, falls |z — zo] < 19
0, falls |z — 29| >70

Ind,. . o(2) = {
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(i)

Fiir |z — 29| < ro haben wir nach dem Zentrierungslemma ( ) und
Aufgabe 2 (a) von Blatt 4

/W Cizdg_/hwo C%ng:m,

20,70,0

wobei r > 0 so gewéhlt ist, dass D(z,r) C D(zo,70).

Im Fall |z — z9| > r ist nichts zu zeigen, da {z € C | |z — zp| > 7o} die
unbeschrinkte Zusammenhangskomponente von C\ 77, ., ~ ist. (Alternativ
folgt dies aus dem Cauchyschen Integralsatz, ,da ( — C%z auf
D(zp, |z — 20|) holomorph ist.)

Wir betrachten den stiickweise glatten Weg ~y, der gegeben ist als Summen-
weg v := 71 + 2 der beiden in dargestellten glatten Wege 1
und .. Dann gilt Ind,(z) = 1 fiir jeden Punkt z € C mit Im(z) > 0 und

Im(z)
i
ga!
z
°
. . “ Y2
----- )
—i
Skizze zu (ii).
|z] < 1, denn nach haben wir
1 1
d¢ = / d¢
[/2 -z ¥ (-2
flir den ebenfalls in dargestellten Weg 75, sodass sich unter

Verwendung von (i) schliefilich

1 1 1 1

1 1 1 1
d¢+— d¢

2mi ), C—2 2 J5, C— 2
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7. Die globale Fassung des Cauchyschen Integralsatzes

= Ind’Yo,l,o (Z)
=1

ergibt. Hierbei haben wir noch ausgenutzt, dass vo,1,00 = 11 + 72 gilt.

Bemerkung 7.4: (i) Man nennt Ind,(z) héufig auch die Umlaufzahl (oder die
Windungszahl) von ~y bzgl. z. Tatsdchlich ,z&hlt“ Ind,(z), wie oft v den
Punkt z umléuft.

(ii) In den ,meisten Fallen“ lasst sich der Index mit der folgenden Faustregel
bestimmen:

Der Index Ind, : C\ v* — Z vergréBert sich um 1, wenn y von
rechts nach links tiberquert wird.

Ein Beispiel hierzu wird in gegeben.

(0
O,

0

Beispiel zur Bestimmung des Index Ind, fiir einen geschlossenen,
stiickweise glatten Weg ~ mithilfe der Fautsregel aus

Die in aufgefithrten Eigenschaften des Index sind nicht ganz of-
fensichtlich, wir verzichten jedoch hier auf einen Beweis, da wir diese im Folgenden
nicht bendtigen werden. Stattdessen wenden wir uns der ,,Homotopieinvarianz* des
Index zu, mit deren Hilfe sich der Index ebenfalls in vielen Féllen leicht bestimmen
lasst.

Definition 7.5: Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien 7o, v : [0,1] — X zwei
geschlossene Wege. Wir nennen 7y und v, X -homotop, falls es eine stetige Funktion

H:[0,1] x [0,1] = X

gibt, sodass gilt:

(i) Vse[0,1]: H(s,0) = ~o(s),
(ii) Vse0,1]: H(s,1) = y(s),
(iii) Vte[0,1]: H(0,t) = H(1,1).
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Mit anderen Worten: v;(s) := H (s, t) definiert eine einparametrige Familie (¢ ).e[o,1]
geschlossener Wege
Yt ¢ [0, 1] — X,

die 9 und ~y; verbindet, d. h. vy kann stetig in y; deformiert werden*. Wir nennen
H eine Homotopie.

Lemma 7.6: Seien vo,71 : [0, 1] — C geschlossene, stickweise glatte Wege. Gilt
Vsel[0,1]: |n(s) = ()l <[z —0(s)| (7.2)
fiir ein z € C (und damit insbesondere z ¢ v§ und z ¢ ~7 ), dann ist
Ind,, (2) = Ind, (2).
Beweis: Wegen z ¢ +§ und z ¢ 7 liefert

7(s) —2

v:[0,1] — C , s+
Yo(s) — 2

einen geschlossenen, stiickweise glatten Weg mit 0 ¢ ~*. Fir s € [0, 1] gilt:

) 000 — 2) = (n(5) — 2)76(s)
() = (o(s) — 2)?

und damit

Es folgt, dass
Ind~(0) = Ind+, (2) — Ind+, (2).

Ferner gilt fiir alle s € [0, 1] wegen

n(s) =2 _1‘ _ @) =06l _,
Yo(s) — 2 ’

1vo(s) — 2|
also v* C D;1(1). Weil somit 0 in der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von
C\ 7" liegt, liefert , dass Ind, (0) = 0 gilt. Zusammenfassend folgt somit

Iv(s) —1] =

Ind, (z) = Ind, (2). [ ]

Satz 7.7: Sei @ # Q C C offen. Sind vo,v1 : [0,1] — Q zwei geschlossene, stiick-
weise glatte Wege, die Q-homotop sind, dann gilt fir alle z € C\ Q

Ind,, (2) = Ind,, (2).
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7. Die globale Fassung des Cauchyschen Integralsatzes

Beweis: Sind ~o,71 homotop, so gibt es nach eine stetige Funktion

H:[0,1] x [0,1] = Q

mit
H(s,0) =70(s), H(s,1)=7(s) und H(0,t) = H(1,t)

Da H stetig ist, ist mit [0,1] x [0,1] auch H([0, 1] x [0, 1]) kompakt. Es gibt deshalb ein

e > 0, sodass
Vs, t €1]0,1] x [0,1]: |z — H(s,t)| > 2¢

(7.3)

Da H gleichméBig stetig ist (als stetige Funktion auf einem Kompaktum), finden wir ein

n € IN mit
. 1
|H(S1,t1) — H(827t2)| <e fur |51 — 82| =+ |t1 —t2| < E (74)
Wir betrachten nun die geschlossenen Polygonziige
Qo .-, 0m 1 [0,1] = C,
die gegeben sind durch
ik i—1 k
=H|(—,— 1—4)+H — ) (-
o (s) (n’n)(ns+ v+ ( n ’n>(Z ns)
i—1 o .
falls <s< —fiireinl<i<n,
n
d. h. a durchlauft nacheinander die Punkte
H(“l,ﬁ), i=1,...,n.
n'n
Wir zeigen nun, dass mit diesen Wahlen gilt:
@D Vk=0,...,n Vse[0,1]: lak(s) — H(s, &) < e
@ Vk=1,...,n Vse€l0,1]: lak—1(s) — ar(s)| < e
® Vk=0,....,n Vse|0,1]: |z — ar(s)| > ¢
Man beachte, dass D fir k = 0 bzw. k = n liefert, dass
@ [ao(s) —vo(s)| <& und |an(s) =i (s)| < e.
Zu @: Wir wéihlen 1 < i < n, sodass % <s< % gilt. Dann ist
k
_H r
‘ak(s) (s’n)‘
ik k i—1 k k
:‘ [H(l,—) —H(s,f” (ns+1—i)+ [H(Z ,7) —H(s,f)} (i — ns)
n’'n n n 'n n
< ’H(i,ﬁ) fH(s,E) ’ (ns+1—14)+ ’H(Z_I,E) fH(s,E) ’ (i —ns)
n’'n n n 'n n
ll<e dafs—+[<2 l<e dals— 222
n n n n
<eg,

74



wobel wir im vorletzten Schritt fir die beiden Abschétzungen |- | < € jeweils
verwendet haben.
Zu (2: Sei wieder 1 < ¢ < n mit

43—

L <'s < % gewihlt. Dann gilt
|ak—1(s) — ar(s)]

| =) - (G 3]
el (55 - (5 )]Z—w
)

o) il ) e

(ns+1—1)
<e
+’H( 1 k= 1>7H(—Z_1,E) (i —ns)
n n 'n

<e,

wobei wir im vorletzten Schritt erneut verwendet haben.
Zu @: Wir rechnen nach, dass fur alle s € [0,1] gilt

()

> 2¢, nach

|2 — ar(s)] =

— aMs)—H(s,%)‘ > €.

< g, nach D

Somit erhalten wir mit

e Ind,,(2) =Inday(2) und Ind,, (2) =Inda, (2)
(wegen @ und @ fir k =1 bzw. k =n)
e Inds, ,(2) =Inda, (2) fir k=1,...

(wegen @ und @ fir k =1,...,n).

, dass

Zusammenfassend folgt also

Ind,, (2) = Inda,y (2) = Inda, (2) = - - - = Inda, (2) = Ind,, (2).

Beispiel 7.8: Gegeben seien a,b > 0 und r > 0. Dann sind

Yo : [071] — C\{O}7

s+ acos(2ms) + ibsin(2ws)
7 [07 1] — C\ {0}7

s+ rcos(2ms) + irsin(2ms) = re!?™*

homotop in C\ {0} vermoge der Homotopie

H(s,1) = (s) =

(tr + (1 — t)a) cos(2ms) +i(tr + (1 — t)b) sin(27s)
Gemaf gilt also Ind,, (0) = Ind,, (0) = 1.

Definition 7.9:
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7. Die globale Fassung des Cauchyschen Integralsatzes

(i) Sei @ # Q C C offen. Dann nennen wir einen geschlossenen Weg 7o : [0, 1] —
Q nullhomotop in Q, falls vy zu einem konstanten Weg v, : [0,1] —  (d.h
71(8) = 2 fiir alle s € [0, 1] fiir ein 2y € Q) Q-homotop ist.

(ii) Sei @ # G C C ein Gebiet. Wir nennen G einfach zusammenhdangend, falls
jeder geschlossene Weg in G nullhomotop in G ist.

Definition 7.10:

(i) Eine Kette stickweise glatter Wege (kurz: Kette) T' ist eine formale Summe
k
L=> %, (75)
j=1

wobei k € N, ny,...,ng € Z\ {0} und 71, ... stickweise glatte Wege sind.
Sind alle Wege 1, . .., vk geschlossen, dann nennen wir I' einen Zyklus.

(ii) Fiir eine Kette der Form nennen wir

die Spur von I'. Ist f : ' — C stetig, so definieren wir

/Ff(z)dz = énj

(iii) Ist I ein Zyklus der Form , so definieren wir fiir z € C\T'* den Indez
von I" bzgl. z durch

Ind ( Z n; Ind%

Die Aussagen von gelten dann wortlich auch fur
Indr : C\T* — Z.
Definition 7.11: Sei @ # 2 C C offen.

(i) Sind I'y und T's Zyklen in Q (d. h. Ty und 'y sind Zyklen mit der Eigenschaft
Iy, T5 € Q), dann nennen wir I'y und T’y homolog in €, falls

Indr, (z) = Indr, (2) fir alle z € C\ Q.
(ii) Ist I ein Zyklus in €2, dann heifit T’ nullhomolog in Q, wenn gilt
Indr(z) =0 fir alle z € C\ Q.
Offensichtlich gilt:

I'y und I's homolog in <= I'y — 'y nullhomolog in €2
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Satz 7.12 (Globale Version des Cauchyschen Integralsatzes): Sei @ # Q) C C of-
fen und f € O(Q).

(i) Ist T ein nullhomologer Zyklus in Q, dann gilt

tude ()£ 92) = o [ A (76)

T 2mi

fir alle z € Q\T™* und alle k € Ng und speziell

/ F(2)dz = 0. (7.7)
I

(ii) Sind T'y und T's homologe Zyklen in Q, dann gilt

f(z)dz= f(z)dz. (7.8)
Fl F2
Typischerweise wenden wir in Situationen wie in an.
SN
O/%
Skizze zur Situation in (i), der globalen Version des

Cauchyschen Integralsatzes.

Fiir den Beweis benotigen wir:

Lemma 7.13: Ist @ # Q C C offen und f € O(R), dann ist die Funktion

7]0(2) — f(w) falls z # w

g:AxQ—C , (z,w)r— z—
1'(2), falls z =w
stetig auf Q x Q.

Beweis: AuBlerhalb der Diagonalen {(a,a) | a € Q} C Q x Q ist die Stetigkeit klar. Seien
nun a € Q und € > 0 gegeben. Da f' stetig ist, finden wir ein § > 0 mit D(a,d) C Q und

1) = fl(a)] <e V(€ D(a,9).
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7. Die globale Fassung des Cauchyschen Integralsatzes

Fir (z,w) € D(a,d) x D(a,d) gilt daher

gz, w) — gla,a) = / (f'(w+1t—w) - f'(a)) db,

=:(€D(a,d)
[-l<e
also |g(z,w) — g(a,a)| < . Damit ist g stetig im Punkt (a,a). [ ]
Beweis (von ): Zu gegebenem f € O() betrachten wir die stetige Funktion

g:02xQ — C aus , sowie

h:Q—C zb—>i,/g(z,w)dw.
27 Jr

Da g(-,w) : @ — C fiir jedes w € I'" holomorph ist (die Singularitdt der Funktion
g(-;w)|o\{wy bei z = w ist ndmlich hebbar nach ), folgt mit der Zusatzaufgabe
von Blatt 5 (angewendet auf jeden stiickweise glatten, geschlossenen Weg ~; in I'), dass

h e O(Q).
Wir betrachten nun die offene (!) Menge
Q:={z € C\I*|Indr(z) = 0}.

Da T" nullhomolog ist, gilt C\Qgﬁund damit QU Q = C. Weiter sei
E:@—HD , Z'—)L/de
2 Jpw — 2

Wie oben fir h sehen wir, dass he O(Q). Fir z € Q\ I'" gilt
27 Jp 27 Jr

zZ—w w—z

_ % Zf (f”l)v dw — f(2)Tndr(2) (7.9)

und somit _ _
h(z) = h(z) fir alle z € QN Q(C Q\ ).

Wegen QU Q = C erhalten wir somit eine wohldefinierte ganze Funktion H durch
Hlo:=h und Hlg :=h.

Da Indr nach auf der unbeschriankten Zusammenhangskomponente G von C\I'*
verschwindet, haben wir G C €. Damit gilt

lim H(z)= lim h(z)=0. (7.10)

|z]| =00 |z] =00

Die ganze Funktion H ist daher beschriankt, muss also nach dem Satz von Liouville
( ) konstant sein. Wiederum aus folgt schlielich H = 0. Insbesondere
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gilt h = 0, sodass mit die Giiltigkeit von im Fall £ = 0 folgt. Mit der

Zusatzaufgabe von Blatt 5 folgt die Giltigkeit von fir beliebiges k € INg.
Wir wéhlen nun z € Q\I'*. Indem wir (im Fall ¥ = 0) auf die holomorphe
Funktion

f:Q—HD , wr— (w—2)f(w)

anwenden, erhalten wir

1 1 [ f(w) =
— dw=— [ 1 gy = Ind = 0.
27i Ff(w) v 27 Jrw— =z w=mn F(Z)\f(z./) 0
=0
Somit gilt , was den Beweis von (i) abschlieBt. Indem wir auf ' :=T1-T>
anwenden, folgt die Giiltigkeit von , womit auch (ii) bewiesen ist. [ ]

Bemerkung 7.14: Jedes Sterngebiet G ist einfach zusammenhéngend. Dies sieht
man wie folgt: Ist zg € G ein Zentrum von G und 71 : [0,1] — G ein beliebiger
geschlossener Weg, dann liefert

H(s,t) := 20 + (1 = t)(70(s) — 20)

eine Homotopie H : [0,1] x [0,1] — G zwischen vy und dem konstanten Weg
7 :[0,1] = G, t — 2.

Allgemein gilt fiir eine offene Menge 2 C C und einen geschlossenen, stiickweise
glatten Weg 7o : [0,1] — © nach

,»Yo nullhomotop in Q¢ = L' = 7y nullhomolog in Q.

In einem Sterngebiet ist damit jeder geschlossene, stiickweise glatte Weg nullho-
molog. Somit ist als Spezialfall in enthalten. Ebenso
bzw. die Aussage von Aufgabe 4, Blatt 9.
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8. Laurentreihen

In (siehe hierzu auch (i) in ) und in Aufgabe 2 auf Blatt 8
haben wir bereits gesehen, dass sich eine holomorphe Funktion f :  — C auf jeder
punktierten Kreisscheibe D*®(zg,7r9) C 2 um eine Polstelle zg von f der Ordnung
m € IN in der Form

oo

f(z) = Z an(z —20)", 2z € D*(20,10)

n=—m
darstellen ldsst. Diese Beobachtung wollen wir in diesem Kapitel verallgemeinern.

Definition 8.1: Eine Funktionenreihe der Form

o0

Z an(z — 20)" (8.1)

n=—oo

mit a, € C fiir n € Z und zp € C (d.h. fr(z) = an(z — 20)" fiir alle n € Z) heift
(formale) Laurentreihe mit Koeffizienten (a,)52 _ ., und Entwicklungspunkt zg.

Die Laurentreihe in heifit (kompakt / normal) konvergent, falls ihr
Hauptteil

-1
—n
E an(z — 20)" E a—n(z — 20)

n=—oo

und ihr Nebenteil

o0
Z an(z — 20)"
n=0

beide im Sinne von Funktionenreihen (kompakt / normal) konvergent sind. In
diesen Fallen schreiben wir

oo oo
E an(z — 20)" E a_n(z—20) "+ E an(z — 20)"
n=-—oo n=0

Satz 8.2: Gegeben sei die formale Laurentreihe

o0

Z an(z — 2z0)".

n=—oo
Wir setzen dann
o 7 i= limsup \ ‘a—n‘ S [0700]7

n—roo
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LEDRES (limsup \”/|an|)71 € [0, o0]

n—oo
mit der tiblichen Konvention 07! = oo, co™! = 0. Gilt ry < 73, dann konvergiert
die Laurentreihe normal auf dem Ringgebiet
R(zp;r1,m2) :={2€C|ry <|z— 2] <ra}
und ist divergent auf C\ R(zo;71,72).
Notation: Im Folgenden verwenden wir die Schreibweise
A(zg,7) := R(z0;7m,00) = {2z € C | |z — 2| > r}.

Damit ist
R(z0;71,7m2) = D(20,72) N A(20,71).
Beweis: Gemaf der Formel von Cauchy-Hadamard (Aufgabe 4, Blatt 6) gilt:

(i) 72 ist der Konvergenzradius des Nebenteils

Zan(z —20)",

n=0
dieser ist also auf D(zo,r2) normal konvergent und auf A(zo,r2) divergent.

(ii) % ist der Konvergenzradius der Potenzreihe

oo

n
E a_pw',

n=1
diese ist also auf D(0, %) normal konvergent und auf A(0, %) divergent.
Da die Abbildung

¥ Azo,71) — D(O7 %)

1

Z— 20

2w =

stetig ist, sehen wir, dass der Hauptteil

Za,n(z —20) " = Z a—n(¥(2))"

n=

-

auf A(zo,r1) normal konvergent und auf D(zo,r1) divergent ist.
Zusammenfassend haben wir:
e Auf R(zo;7r1,7r2) = D(20,72) NA(20,71) ist die Laurentreihe normal konvergent (da
dort ihr Haupt- und Nebenteil beide normal konvergieren).
o Auf C\ R(z0;r1,72) = A(z0,72) U D(20,71) ist die Laurentreihe divergent (da dort
entweder ihr Haupt- oder ihr Nebenteil divergiert). |
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8. Laurentreihen

Wir zeigen nun, dass sich umgekehrt jede auf einem Ringgebiet holomorphe
Funktion dort durch eine normal konvergente Laurentreihe darstellen lasst. Dies
verallgemeinert

Satz 8.3 (Laurententwicklung, Laurent (1843), Weierstraf3 (1841/1894)): Ist
f: R — C eine auf einem Ringgebiet

R:= R(zp;71,72) mit 0<7r <ry<oo

holomorphe Funktion, dann ldsst sich f auf R durch eine auf R normal konvergente

Laurentreihe
oo

f(z) = Z an(z—20)" , z€R (8.2)
n=—oo
darstellen. Die Laurententwicklung ist eindeutig und fir alle r1 <r <9
gilt
1 / f(©) )
anp = — ——=—d( fir alle n € Z. (8.3)
n 2 A (C — Zo)n+1
Beweis: Findeutigkeit: Wird f auf R durch eine normal konvergente Laurentreihe wie in
dargestellt, dann gilt nach (ii) fir v := 720,05, dass
R (SRS / ( N - o)
27l L (C - Z)k+1 de = 27i ~ n:z—oo an(C 2 @
_ G L _ n—k—1 )
B _Z: a”(zm/w(C ?) dc

=0n,k (Aufgabe 2, Blatt 4)
= ag
fiir alle k € Z. Die Koeffizienten (a,)5- _., miissen also von der Form sein und
sind somit eindeutig bestimmt.
Ezistenz: (D) Wir zeigen zunéchst, dass f auf R durch Zzoz_oo an(z — 20)" mit a, wie

in dargestellt wird.
Hierzu wéahlen wir (vgl. )

S = R(Z(); 81782) CR
mit 71 < 81 < $2 < r2 und betrachten
= 920,52,0 = V20,51,0-

Offenbar stellt I einen nullhomologen Zyklus in R dar. Wegen S C C\I'* besagt
(i) (im Fall k = 0), dass

f(_C)Z d¢ fiir alle z € S.

Indr(2)/(2) = 5 | 2
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Skizze zum Beweis von

Man beachte, dass fiir alle z € S

Indr(z) =Ind,, ., »(2) —Ind,, . (2)=1-0=1
1 f(Q
%/F C—=z d

(o[ T5e)r (o )

z0,82,0 z0,81,0

gilt, und ferner

=:ig(2) =:H(z)
wobei die beiden Funktionen
g : D(z0,82) — C und H : A(z0,s1) = C
nach der Zusatzaufgabe von Blatt 5 holomorph sind. Damit gilt nun die Laurentzerlequng

f(z)=g(2) + H(z) fir alle z € S.

Wie im Beweis von sehen wir, dass
1 - 1
C—Z :ZW(Z—ZO)TL fﬁr(e'y:OYSQ’o undZeD(ZO,SQ)
und ebenso
1 = W1 ) .
& :—Z((j—zo) [T fir ¢ € v2,,5,,0 und z € A(zo, 51).
n=0

g(z)zi(QjTl[Y %dg)(zfzo)n
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8. Laurentreihen

und
He =3 (5 [ O ic)
2 V2g,8 (2 — zo)nH1
n=0 20,51,0
S 1 / n—1 1
= (5= 1O = 20)" 7 dC ) _
nz::l (271'1 - (z — 20)
Also haben wir .
JE) =9+ HE = Y anlz— )"
Man beachte, dass der Wert des Integrals in nach tatsédchlich von der

Wahl von r; < r < r2 unabhéngig ist; dies rechtfertigt, warum wir die Koeffizienten in
den beiden obigen Reihenentwicklungen als a,, identifizieren durften.
@ Die normale Konvergenz der Laurentreihe ergibt sich wie folgt: Wir setzen fiir
rr <r<re )
M(f;7) := max |f(z0 +re')|.

te[0,27]
Dann gilt nach , dass
1
o |an| < —M(f;s2) fiir alle n € Ny,
52
° |a—n‘ < S?M(f, 81) fur alle n € INg.
Hiermit folgert man leicht die normale Konvergenz auf S. Weil r1 < s1 < s2 < ra beliebig
vorgegeben waren, ist die Laurentreihe damit sogar auf R normal konvergent. ]

Korollar 8.4 (Laurentzerlegung): Ist f : R — C auf dem Ringgebiet
R := R(z20;71,72) mat 0<r <ry <o
holomorph, dann existiert genau ein Paar (g, H) holomorpher Funktionen
g:D(zp,72) = C
und

H : A(zp,r1) = C mit lim H(z) =0,

Z—00
sodass gilt

f(z)=9g(z)+ H(2) fiir alle z € R. (8.4)

Beweis: Im Beweis von wurde die Existenz einer solchen Zerlegung auf S =
R(zo0; s1, s2) fiir beliebige r1 < s1 < s2 < r2 bewiesen. Genauer gilt

g(Z) N % /Yzo‘smO % d<7 z€ D(ZO’S2)
1o =g L9 4, s € Ao, s0)
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Nach (ii) sind die Werte beider Integrale fiir festes z € R unabhéngig von der
Wahl von s1, s2 mit z € S = R(z0; s1, s2). Hierdurch werden also holomorphe Funktionen

g:D(z0,72) — C und H: A(z,r1) — C

definiert, die lim. o H(z) = 0 und erfiillen.
Sind (g1, H1) und (g2, H2) zwei solche Zerlegungen, dann gilt

g1(2) + Hi(2) = f(2) = g2(2) + H2(2)  Vz€R
und somit
g1(2) — g2(2) = Ha(z) — Hi(2) VzeR
—g(2) —H(z)

wobei g € O(D(z0,72)) und H € O(A(z0,71)). Damit gibt es eine Funktion F € O(C)
mit

Flpzory =9  und  Flagg,mn) = H.

Wegen lim. o F(z) = lim._,o H(z) = 0, ist F beschrankt, nach dem Satz von Liouville
( ) also konstant und somit F' = 0. Damit folgt ¢ = 0 und H = 0, also ist g1 = g2
und H1 = H2. .

Beispiel 8.5: Wir betrachten die holomorphe Funktion

1

f:@\{*l,l}%@ , Z}—)m

Mithilfe der Partialbruchzerlegung

1 1 1 1 1
I =1r5= Gz +i)(z—1) :21<z—i_z+i>

kénnen wir die Laurententwicklung von f auf R(i;0,2), R(i, 2, c0) sowie R(0; 1, 00)
bestimmen:

(i) auf R(i;0,2): Die Laurentzerlegung (g, H) von f auf R(i;0,2) ist gegeben

durch L1 L1
BETP und H(z) =

2iz—1°

9(z) =

Der Hauptteil H hat bereits die gewiinschte Form. Zur Bestimmung der
Reihendarstellung des Nebenteils g betrachten wir

I 1
z+i (2—1)+2i
11
S 2142
1 z—1i\" z—1
== - ; da |- <1,
Zin_o( % ) T ’
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8. Laurentreihen

||M8
%
‘“:

Damit erhalten wir

f(z) = g(2) + H(2)
11 — (=nntt o
=51t ((21))n+2 (z—1)
n=0
x n+1

Z (21) "*2 (z=1)"

(ii) auf R(i;2, 00): Hier ist die Laurentzerlegung (g, H) gegeben durch

s=0  wd HE =) =5 (- )

z—1 z+1

Da der Term i bereits die gewiinschte Form besitzt, miissen wir nur den

zweiten Term in H auftretenden Term Z%H in eine Laurentreihe entwickeln.

Hierzu rechnen wir nach, dass

11
z4+i  (z2—i)+2i

R

- S

z—il+ =

1 oo 2. n _2.
_ .z(— ) aa |22 <1,
z—1 ne0 zZ—1 Zz—1

_Z 21 Z_1n+1

Damit erhalten wir hier

f(z):2li<zli_zii>

RS —
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(iii) auf R(0;1,00): Auch in diesem Fall ist die Laurentzerlegung (g, H) gegeben
durch

“oi\z1 Z+1i

g(z)=0 und  H(z) = f(2) 1( ! L )

Hier miissen wir jedoch beide in H auftretenden Terme -1 und 15 in Reihe

entwickeln:
1 11 1 — <i)” i w1
= - — = — - = 1
—1 _ 1 n+1’
z—1 z1 . z =\ =
1 11 1 & i\" i( iy 1
= — —_ = — —_— = —1 .
z+i 2144 z = z o zntl
Damit erhalten wir
it ()1
1z) = nZ_O 2i zntl
o 2i2k+1 1
- kz—o % Z201) (n=2k+1)
= 1
_ k
= 2V Sy

In dieser Situation kénnen wir die Laurententwicklung auch etwas einfacher

bestimmen:
1 11 Nt a1
JE) =15 = 2145 Z;)(_l) 204D

Die Eindeutigkeit der Laurententwicklung garantiert uns, dass das Ergebnis
nicht vom gewéhlten Rechenweg abhéngt.

Uber die Laurententwicklung lassen sich isolierte Singularititen sehr einfach
charakterisieren:

Satz 8.6: Sei zg eine isolierte Singularitit von f € O(Q). Waihle r > 0 mit
R := R(z0;0,7) = D*(z0,7) C Q

und betrachte die Laurententwicklung von f auf R,

o0

f(z) = Z an(z — 20)".

n=-—oo

Dann gelten die folgenden Aussagen:
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8. Laurentreihen

(i) zo ist eine hebbare Singularitit genau dann, wenn
Vn<0: a,=0.
(ii) zg ist ein Pol der Ordnung m genau dann, wenn
Vn<-m: a,=0 und a_m # 0.
(iii) zo ist eine wesentliche Singularitit genau dann, wenn
an # 0 fiir unendlich viele n < 0.

Beweis:

(i) = Ist 20 eine hebbare Singularitit, dann existiert eine Funktion f e oQu{z}),
sodass f|o = f. Wir betrachten die Potenzreihenentwicklung

f(z) = Z&n(z —z0)" fiir z € D(zo,7)

f(z):f(z):Z&n(z—zo)" fir z € R.

Wegen der Eindeutigkeit der Laurententwicklung folgt daraus

An = Gn fur n > 0,
an =0 fir n < 0.
<: Klar!
(i) = Ist 2o ein Pol der Ordnung m, so existieren c¢1,...,cm € C, wobei ¢ # 0,

und eine Funktion f € O(QU {z}), sodass
c ~
f(z) = 7:f() fir z € R.
D1
Wir betrachten nun die Potenzreihenentwicklung

= Zdn(z — 20)" fiir 2 € D(20,7)

n=0

und schreiben damit

Z =) +Zan(z—zo

Mit der Eindeutigkeit der Laurententwicklung erhalten wir nun

An = an fiir n > 0,
An = C—n fir —m<n<0,
an, =0 firn < —m.
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«: Klar!

(iii) Klar, da zo genau dann wesentlich ist, wenn weder die Bedingung unter (i) noch
die unter (ii) erfiillt ist. [ ]
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9. Der Residuensatz

Der Residuensatz ist einer der wichtigsten Sdtze der Funktionentheorie. Er ver-
allgemeinert unter anderem die globale Fassung des Cauchyschen Integralsatzes
( ) und stellt ein méchtiges Werkzeug unter anderem zur Berechnung re-
eller Integrale dar.

Die entscheidende Einsicht ist, dass man zur Berechnung von Integralen der

Form
/ f(z)dz
r

fiir eine Funktion f € O(Q) auf einer offenen Menge Q2 C C sowie einen Zyklus I
in Q nur das Verhalten von f an den von I' jumlaufenen® isolierten Singularitdten
verstehen muss.

Definition 9.1: Sei @ # Q C C offen und f € O(Q). Fiir eine isolierte Singularitét
zp von f mennen wir

Res(f;20) :=a-1 = b f(¢)d¢ (9.1)

27 Ve

das Residuum von f in zo. Hierbei sei ro > 0 so gewéhlt, dass D*®(zg,79) C Q gilt,

und es bezeichne
o

FE =3 anlz—z0)"

n—=—oo

die Laurententwicklung von f auf D*®(zg,r0) = R(20;0,70). Fiir 0 < r < r¢ gilt die
Formel fir a_; dann nach

Satz 9.2 (Residuensatz): Sei @ # Q C C offen und sei f € O(Q\ A), wobei A C Q
diskret ist. Dann gilt fiir jeden in Q nullhomologen Zyklus I' mit T* N A = @, dass

27r1/f dz—ZIndp -Res(f; 2). (9.2)

z€EA

Beweis:

@ Zunéchst halten wir fest, dass die Summe auf der rechten Seite von effektiv
endlich ist, da es nur endlich viele z € A mit Indr(z) # 0 geben kann.

Beweis: Wie im Beweis von betrachten wir die offene Menge
Q:={ze C\I"|Indr(z) = 0},

die C\ 2 C Q und G C Q erfiillt, wobei G die unbeschrankte Zusammenhangs-
komponente von C \ I'* bezeichnet.

Somit ist K := €\ Q und es gilt K C Q. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf
ist AN K endlich (vgl. Beweis von ).

Alternativ: Zu z € Q wahlen wir einen Radius r(z) > 0, sodass gilt:
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Skizze zur Situation im Residuensatz,

e D(z,7(2)) CQ
o fist auf D(z,r(z)) \ {z} definiert und holomorph.

Sei D(z1,7(21)), ..., D(2n,7(2n)) eine endliche Teiliiberdeckung der offenen Uber-
deckung (D(z,r(z))) von K. Dann ist f auf

(QD(Zj’T(Zj))) \{z1,---,2n}

definiert und holomorph, d.h A N{z,...,2n} sind die einzigen isolierten Singu-
laritdten von f mit Indr(z) # |

zeEK

Sei nun ANK = {z1,...,2m}. Wir setzen Ay := A\{z1,...,2m }. Dann gilt Ay C Q,
d.h. Indr(z) = 0 fur alle z € Ao, sodass I" auch in Q \ Ay nullhomolog ist.
Zu z1,...,2zm wihlen wir Radien rq,...,7r, > 0, sodass

D(z1,71),...,D(zm,™m)

ganz in 2 enthalten und paarweise disjunkt sind. Damit ist der Zyklus

m
E Indr(z;) Yzj,75,0

nullhomolog in 2\ A. Mit Teil (i) von gilt nun
0= 1 f(z) dz
27 J§
- 1
=5 / F(z) =) Tndr(z) TMA F(z)dz.
j=1 2§70
=Res(f32;)

Damit erhalten wir schliefllich

ol /f dz—ZIndp zj)Res(f; z5)
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9. Der Residuensatz

- Zlndp(z)ReS(f; z),

zZ€EA
wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass A = {z1,...,2m} U Ao und
Indr(z) = 0 fir alle z € Aq gilt. [ ]
Bemerkung 9.3: Alternativ kann man den Residuensatz beweisen, indem

man die auf Q\ Ay holomorphe Funktion
F=10) = H)
j=1

betrachtet (vgl. Aufgabe 1, Blatt 9), wobei (g;, H;) die Laurentzerlegung von f auf
dem Kreisring R(z;;0,7;) bezeichnet. Hierbei ist dann H; € O(C \ {z;}). Wieder
mit (i) folgert man die Behauptung in nun aus

/Ff(z) dz = 0.

Der Residuensatz ist deshalb so méchtig, weil man die Residuen in vielen Féllen
direkt, d.h. ohne Integration berechnen kann.

Satz 9.4 (Rechenregeln fiir Residuen): Sei Q C C offen und zp € Q.
(i) Hat f € O\ {20}) einen Pol erster Ordnung, dann ist

Res(f;20) = lim (2 — 20) f(2).

zZ—r20

Hat f € O(Q\ {z0}) einen Pol m-ter Ordnung, dann gilt allgemeiner

Res(f;20) = ﬁ lim <jz) ) ((z = 20)"f(2)).

— 1)' Z—rzo

(ii) Sind f,g € O(Q) gegeben, sodass

L4 f(ZQ) 7é 07
e g(z0) =0 und ¢'(29) #0,
dann ist

Res (f;Z()) = f/(zo) .
g 9'(20)
(iii) Hat f € O(Q\ {z0}) einen Pol erster Ordnung und ist g € O(2), dann gilt
Res(f - g;20) = g(z0)Res(f; 20)-
(iv) Ist zo eine hebbare Singularitit von f € O(Q\ {z0}), dann gilt

Res(f;29) = 0.
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Beweis: Als Ubung. ]

Bemerkung 9.5: Der Residuensatz ( ) beinhaltet die globale Fassung des
Cauchyschen Integralsatzes ( ) als Spezialfall. Ist & # Q C C offen, f €
O(f2) und T ein nullhomologer Zyklus in €, dann wenden wir den Residuensatz
fiir festes k € g und fiir z € Q \ I'* auf die Funktion

P f(z)
f: O\ {20} —C , Z'—>(z—zo)’“+1
an (mit A = {2}, wobei I'* N A = &). Damit folgt:
1 f(2) _ 1 [z
27 Jp (2 — 20)F ! dz = 27 Jp 1(z)dz
= Indp(z0)Res(f, 20).

Mithilfe von (i) erhalten wir, falls f(z9) # 0 gilt und damit f in z, einen
Pol der Ordnung k + 1 hat, dass

k
Res(f.20) = g Jim, (45) (2= 20" 7o)
=f(2)

1 lim f®)(z)

o g zZ—20

1
= Hf(k)(zo)-

Gilt hingegen f(zp) = 0, dann finden wir gemaf ein m € IN sowie
g € O() mit g(z0) # 0, sodass f(z) = (2 — 29)™g(2) fir alle z € Q gilt. Man
diskutiert anschlieBend die beiden Félle m > k + 1 (d.h. f hat in z, eine hebbare
Singularitét) und m < k41 (d. h. f hat in 2 einen Pol der Ordnung k+1—m); wir
iiberlassen die Details dem Leser, bemerken jedoch, dass (z—zo)*1=™ f(2) = g(z)
im Fall m < k + 1 gilt.

Somit erhalten wir wie behauptet

Indr(z0) f®) (20) = k'/rf(z)dz

21 Jp (2 — 29)kH1

Der Residuensatz hat viele wichtige Anwendungen. Er erlaubt unter anderem
die systematische Berechnung vieler reeller Integrale.

Beispiel 9.6: Sei a € (0,1) gegeben. Wir wollen den Wert des Integrals

2m i 02
/ sin”(t) gt
o L4 acos(t)

berechnen. Wir verwenden dazu den folgenden
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9. Der Residuensatz

Trick: Schreibe

1

sm(t) = 5

. . 1 . .
(et — e und cos(t) = i(e‘t +e7')
und finde damit eine Funktion f mit

sin® () _ (it i
1+acos(t) f(eet

Also:

sin?(t) —2(e' —€'t)?
1+ acos(t) T1+ Ta(elt 4 e~it)
(it — e=it)
oAy 2a(elt + e~1t)
(@ -1,
e?it(2ae?t + 4e't 4 2a)
—_ f(eit)eit

wobei

(2 —1)
 22(202% 4 42 + 2a)
B (22— 1)?

T 2022(2% + 2241)

f(z) =

Hierdurch wird eine holomorphe Funktion
f:C\{0,21,22} — C

definiert, wobei z; und z die beiden Losungen der Gleichung
2
2+ 24+1=0
a
sind, also
Z21=——+141/—=—1 und 29 = —— —4/— — 1.

Es gilt demnach:

® 21 # 2 (daa#1)
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e Wir haben

und damit die Abschitzung

1 1 1
Sol<y/5 1< +1,
a a a

woraus sich unmittelbar die beiden Aussagen

1 /1
= —— ——1€(-1,1
Z1 Cl+ P> ( 7)
1 1 2 2
=——4/—=—-1e|[-1—-—-1—- ) CR\|[-1,1
a=toyfm-re(a- -2 eryp

iiber die Lage von z; und 2o ergeben.

und

Damit haben wir

T sin®(t) _ o ity it g L
/0 ———dt= f(e)e dt_i/yg,l,o f(z)dz

1+ acos(t) 0

und nach dem Residuensatz gilt (mit v := 70,1,0)

ILf(z)dZ_ Z Ind, (2)Res(f; 2)

2mi
z€{0,z1,22}
= Res(f;0) + Res(f; z1),
wobei 0 einen Pol zweiter Ordnung und z; einen Pol erster Ordnung von f darstellt.

Mithilfe der Rechenregeln aus kénnen wir die Residuen daher wie folgt
bestimmen:

Res(;0) = lim -1 (:2f(2))
— lim 4 (_(221)2>
==0dz \ 2a(z24 2z+1)
i ( 142(22 = 1)(z2+ 2 +1) — (22 — 1)%(22 + 3))
—250\ T2 (224 22 +1)2
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9. Der Residuensatz

sowie

Res(f;21) = lim (2 — 21) f(2)

zZ—rz1
2 _1)2
i (D7
2oz | 2a22(z — 22)
(f — 1)

2az2(21 — 29)
Wir beachten, dass wegen 2% + %zl —1=0gilt

@%—IV__(ﬁ—+D2—4zf_(—5zﬁ2—4ﬁ__4(1 1)

a2

2 = 2 = 2
21 21 21

und ferner, dass z; — 29 = 2,/ — 1, woraus sich schliefflich ergibt:

1 1

ot (- ) f *2
a 1 _q a

Zusammenfassend haben wir also

™ sin?(t) 1
A L R L
= 27T(Res(f; 0) + Res(f; 2’1))

1 1 1
=l Vae )

Res(f;21) = —

Mit dieser Vorgehensweise lassen sich Integrale der Form

2™ P(sin(t),cos(t))
0 Q( sin(t), cos(t))

fiir Polynome P, @ € Clz, y] bestimmen, falls ) auf

dt

{(z,y) e R? | 2? + 4 =1}

keine Nullstelle hat.
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Beispiel 9.7: Wir wollen das uneigentliche Integral

/Oo L e m [t 4
S S A S
SR R =) Pl care ) Y IR Pl

berechnen. Hierzu betrachten wir die holomorphe Funktion

1

f@\{*l,l}—)@ s Z’Hm

sowie fiir R > 0 den geschlossenen, stiickweise glatten Weg
YR ‘= Y1,R T V2,R;
der gegeben ist durch

ner:[-R,R —C , t—t
Yo,k : [0, 7] — C , t+— Re'

Siehe hierzu

iR

Skizze des Weges v aus
Fir R > 1 gilt
Ind,,(i)=1 , Ind,,(-i)=0,
sodass der Residuensatz liefert

o | $)de = Res(fii),

27
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9. Der Residuensatz

und da 4 (wie auch —i) eine Polstelle zweiter Ordnung von f ist, haben wir

Weiter gilt

wobei wir gemaf

mit

— max |f(Re")

T2.r te[0,7]

I1f

1 t=% 1

= relon] 11+ R2e2it]2 (R2—1)2’

erhalten, sodass schliellich folgt

Damit ist

o0 1 R 1
/ —  _dr= lim — _dx

oo (1+22)2 R—oo J_p (14 x2)2
= lim dz — d
o ([ s [ pea)

=27iRes(f;i)=%
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Aus diese Weise lassen sich Integrale der Gestalt
[ aw

P(
dx
Q)
fiir Polynome P, @ € C[z] mit

deg(Q) > deg(P) + 2

und auf R nullstellenfreiem ) berechnen.

Beispiel 9.8: Wir wollen nun das uneigentliche Integral

o0 . R2 .
/ x sin(z) dr = lim / x sin(x) i
—c0 1+$2 R1—00 R 1+$2

RQ-}OO -

berechnen (und dabei insbesondere die Konvergenz nachweisen). Hierzu betrachten
wir die holomorphen Funktionen

fyg:C\{-i,i} — C,

die gegeben sind durch

z : z

)= e 9=

sowie fiir Ry, Ry, R3 > 0 den geschlossenen, stiickweise glatten Weg
YR ‘=7Y1,R +V2,R +V3,R + Va,R ; R = (R, Rs, R3),

dessen Teilwege gegeben sind durch

MRr:[—Ri,R) —C , tr—t,

Y2,r : [0, Rs] — C , t+—— Ro+it,
v3,r:[—Re,R1] — C , t+— —t+iRs,

Ya,r : 0, R3] —C , t— —R;+i(R3—1).

Siehe hierzu
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9. Der Residuensatz

iR
—Ri1+iR3 l’Y&E Ry +iR3
74)5\’ i /\7275
—R "ME R, R

Skizze des Weges g aus

Fiir R3 > 1 gilt Ind,, (i) = 1 und Ind,, (—1) = 0, sodass der Residuensatz liefert:

1
— dz = Res(f;1).
s |, (2= = Rests:
Da i (wie auch —i) eine Polstelle erster Ordnung von f ist, erhalten wir mit
, dass

Res(f;i) = lim(z —1) f(2)

z—i
= lim —e'f = —.
z—=iz 41 2e

Weiter gilt:

Wir beobachten nun:
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— i/ g(Ry + it)e!(F2Hit) gy
0
. Rs
= ielf2 / g(Ry +it)e " dt
0

R3
—t
'Y;,R / & dt
—JO

_ —R
= (1= )gllss

und analog (mithilfe der Substitution s = R3 — t)

=

<llg

/wz,R f(z)dz

R3
f(z)dz = —i f(=R1+i(Rs—1t))dt

Y4,R 0
R3

=—i f(=Ry +1is)ds
0

R3 . .
= —i/ g(—Ry +is)el(7F1tis) g
0

= / g(—Ry +is)e *ds
0

R3
—S8
A/ZYR/ e °ds
=Jo

=(1—e™)lg

= <llg

[Mﬁ f(z)dz

ViR
Ferner gilt

Ry

/ F()dz=— [ f(—t+iRs)dt
Y3.R

—R»

Ry . .
— _/ g(—t + iRg)e!(THHiEs) gy
Ry .
—efa / g(—t +iR3)e " dt,
—Ro

= <e (R + Ry)|g

[Ys‘R f(z)dz

Wir fordern nun, dass

.
REW:?

R3s = R + Rs.

Zusammenfassend haben wir dann

R2 L Ro iz
/ xsm(xz) de — Im / xe !
Ri ]. +x R 1 +x
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9. Der Residuensatz

Xj:/w () dz)

:Im( [mf(z)dz —j -
N

=27iRes(f;1)=1Z 0 fiir Ry,Ry—00
R1,Ry—00 LT 7T
DT Im (1—) =—
e

Dabei haben wir verwendet, dass

4

Rl,ll}ju?l%oc Z /yij f(z) dz=0.

Jj=2

Dies ergibt sich unmittelbar aus den oben bewiesenen Abschétzungen fir die In-

tegrale fv' R f(2)dz mit j = 2,3,4, denn wegen
lim ¢g(z) =0
|z] =00

haben wir insbesondere
||g||7]*£ —0 fur Rl, R2 — 0

fiir j = 2,3, 4.
Damit ist

— 00 1+$ Rl,RQ*}OO 7R1 1+$ e

/°° x sin(x) d Rz psin(z) 7«

Auf diese Weise lassen sich Integrale der Form
X

[Lawe |

fir P,@Q € R[x] mit deg(Q) > deg(P) + 1 und auf R nullstellen-
freiem () berechnen.

3 cos(z) dx

Allgemeiner kénnen auch Integrale der Art
x

/&

oo R
mit @ € R\ {0}, P,Q € C|x] berechnet werden, falls deg(Q) >
deg(P)+1 gilt und @ auf R keine Nullstellen besitzt. (Man beachte,

dass der Weg yg im Fall & < 0 an der reellen Achse gespiegelt
werden muss. )

)
e'“"dx
)
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10. Das Argumentprinzip und der
Satz von Rouché

Als eine der wichtigsten Anwendungen der Residuensatzes ( ) behandeln
wir in diesem Kapitel das sogenannte Argumentprinzip, mit dessen Hilfe Null- und
Polstellen holomorpher Funktionen ,,gezahlt“ werden konnen.

Lemma 10.1: Sei Q C C offen und sei zo € Q. Die Funktion f € O(Q) besitze in
zo eine Nullstelle der Ordnung m = ord(f, z9) € IN. Dann gilt:

Res (J;l;zo> =m = ord(f; 20)-

Beweis: Nach finden wir eine Funktion g € O(Q) mit g(z0) # 0, sodass gilt
f(z)=(z2—20)"g(z) VzeQ.

Damit ist
f(z)=m(z—20)"""g(z) + (2 —20)"g'(2) VzeQ

und

f,(Z) = m g'(z) z 4 20,T
f(z)  z—2 + 9(2) vz e D*(20,7), (10.1)

wobei r > 0 so gewiahlt ist, dass D(zo,r) C Q gilt und g|p(.,,r) keine Nullstelle hat.

Insbesondere ist % auf D(zo, r) holomorph, sodass die Laurentzerlegung von
fTI auf R(z0;0,7) = D*(z0,7) darstellt.
Somit ist

Res (J;;zo) =m. =

Sei @ # G C C ein Gebiet und f € O(G) mit f # 0. Ist T' ein nullhomologer

Zyklus in G mit T* NN (f) = &, dann besagt der Residuensatz ( ), dass
1 [ f(z) f
— dz = Z Indr(z)Res | =; 2
2
mi Jr f(2) SEN() f
= Z Indr(z)ord(f; 2).
zeN(f)
Dies verallgemeinert die Aussage von Aufgabe 5, Blatt 10. Man beachte, dass
N(f) = f~1({0}) wegen f # 0 nach dem Identitéitssatz (vgl. ) diskret in
G ist.

Eine solche Aussage gilt allgemeiner auch fiir die meromorphen Funktionen.
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10. Das Argumentprinzip und der Satz von Rouché

Definition 10.2: Sei @ # Q) C C offen. Eine meromorphe Funktion auf § ist eine
holomorphe Funktion f : 2\ S(f) — C, wobei S(f) C Q diskret in § ist, die in
jedem Punkt aus S(f) einen Pol besitzt.

Die Menge aller meromorphen Funktionen auf 2 bezeichnen wir mit M().

Bemerkung 10.3:
(i) Offenbar gilt O(Q) C M(Q) mit S(f) = @ fiir alle f € O(Q).

(if) M(€) wird mit den punktweise definierten Operationen + und - zu einem

Ring.
Man beachte hierbei, dass
S(f+g9) €S(f)uS(g) und
S(f-9) CS(f)US(g)

gilt, wobei jeweils eine echte Inklusion auftreten kann, da die Singularitdten
von f+ g und f-g hebbar sein konnen; in solchen Fillen versteht man f+g¢
bzw. f - g als die holomorphe Fortsetzung.

(iii) Ist f € M(R), so ist auch f' € M(Q).

(iv) Ist G C C ein Gebiet, dann ist M(G) sogar ein Korper. Fiir 0 # f € M(G)
ist

FEG\S(T)
mit S(f~1) = N(f) die holomorphe Fortsetzung von
_ 1
RGN\ (S(HUN(f)) —C z»—>%

Aus Polen der Ordnung m von f werden dabei Nullstellen der Ordnung m
von f~1.

(v) Ist Q C C offen und ist zp € Q, dann gilt:

f €0\ {20}) hat einen Pol der Ordnung m
< 39 € O(Q) mit g(z0) #0: f(2) = (2 —20) "g(2) VzeQ\{z}

In Anlehnung an setzen wir daher ord(f;zg) := —m.

Lemma 10.4: Sei 2 C C offen und zy € Q. Die Funktion f € O(Q\ {20}) besitze
in zo einen Pol der Ordnung m. Dann gilt

Res (J;, zo> = —m = ord(f; z0)-

Beweis: Unter Verwendung von (v) zeigt man dies analog zum Beweis
von . ]
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Satz 10.5 (Argumentprinzip): Sei G C C ein Gebiet, 0 # f € M(G) und T' ein
nullhomologer Zyklus in G mit T* N (N (f) US(f)) = @. Dann gilt:

1 [ f(2)
1 Qs — Indr(z)ord(f; 2).
27T1/1‘ f(2) zeN(%EJS(f) F

Speziell haben wir: Ist T' der Randzyklus einer offenen Menge V. C G, d. h. es
gilt OV =T* und
1 Il
Indp(z) = 4 0 Jalls =€V,
0, fallsz¢V,
dann gilt (gezahlt mit Vielfachheiten)

1)
2mi Jr f(z)

dz = #{ Nullstellen von f in V} — #{Polstellen von f in V}.

Skizze zur Definition des Begriffs Randzyklus in

Beweis: Der Residuensatz ( ) liefert
1 [ f(2) f
— dz = Z Indr(z)Res | =; =
2
m /e 1) 2EN(HUS() /
= Z Indr(z)ord(f; z).
zEN(HUS(S)

Ist nun I' der Randzyklus von V' C G, dann rechnen wir weiter

.= Y Indr(z)ord(f;2)+ Y Indr(2)ord(f; )

zeN(f) z€S8(f)
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10. Das Argumentprinzip und der Satz von Rouché

:< 3 ord(f;z))f(* > ord(f;Z))

zeEN(f)NV z€S(f)NV
= #{Nullstellen von f in V} — #{Polstellen von f in V}. |

Korollar 10.6 (Satz von Rouché, E. Rouche, 182): Sei G C C ein Gebiet und seien
frg € O(G). Weiter sei T der Randzyklus einer offenen Menge V C G. Es gelte

1f(2) =g <|f(z)] Vzel" =0V (10.2)
Dann besitzen f und g beide nur endlich viele Nullstellen in V' und es gilt
#{ Nullstellen von f in V'} = #{Nullstellen von g in V}.

Beweis: Wegen konnen auf I'" keine Nullstellen von f und g liegen. Insbeson-
dere gilt f,g # 0, sodass N(f) und A (g) nach beide diskret in G sind. Da V/
kompakt ist, sind somit die beiden Mengen

NNV =N(HNV und  N(g)NV =N(g)NV
endlich. Wir betrachten nun fiir ¢ € [0, 1]
he == f+tlg—f) € O@G).
Dann gilt ho = f, h1 = g und ferner fiir alle z € T'*
lhe(2)] = £ (2)] = t|9(2) = f(2)] >0,
———
< 1f(=l
d. h. wir haben h¢(z) # 0 fur alle z € T'*. Damit liefert

L[ hiz) .
ot T2) dz = #{Nullstellen von h; in V} € INo.
Da die Funktion W)
1 i(z
I: 1 —_—
[0,1] —C |, t»—>27Ti e dz

somit nur Werte in INg annimmt und zudem offenbar stetig ist, muss diese konstant sein.
Also:

#{Nullstellen von f in V'} = I(0) = I(1) = #{Nullstellen von g in V'}. ]

Beispiel 10.7: Wir betrachten G = C und

g:C—C , 2z 2t —4z 42
f:C—C , 22—  —4z 42

sowie V' = D(0,1) mit dem Randzyklus I" = 79 1 (s gilt nun fur alle z € I'* = 9V =
0D(0,1):
[f(2) —g(x)| = 2% =1 <2< |[-4z + 2| = |f(2)|
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Der Satz von Roché besagt dann, dass
#{Nullstellen von g in D(0,1)} = #{Nullstellen von f in D(0,1)} =1,

da z = 1 offensichtlich die einzige Nullstelle von f (mit Vielfachheit 1) ist, die
tiberdies in D(0, 1) liegt.
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11. Der Satz von Montel

Der Satz von Montel ist die holomorphe Version des aus der Analysis IT bekannten
Satzes von Arzela-Ascoli. Er charakterisiert die relativkompakten Teilmengen von

oQ).
Hierfiir ben6tigen wir einige topologische Vorbereitungen. Wir zeigen zunéchst,
dass die kompakte Konvergenz auf 2 (vgl. ) durch eine Metrik auf

% () induziert wird.

Satz 11.1: Sei @ # Q C C offen und sei (K,)52, eine kompakte Ausschopfung
von ), d. h. eine Folge von kompakten Teilmengen K, C (), sodass

VneN: K,Cint(K,p1)C Knpp1 CQ= U K.

m=1

Dann definiert

R = —-n ||f_gHKn

eine Metrik d auf € () und fir jede Folge (f,)52, in € (Q) gilt:

o (fn)22, ist genau dann eine Cauchy-Folge beziiglich kompakter Konvergenz
auf Q, wenn (f,)22, eine Cauchy-Folge in (€(Q),d) ist.

o (fn)22, konvergiert genau dann kompakt auf 2 gegen eine (stetige) Funktion
f:Q = C, wenn (fn)52; gegen f in (€ (Q),d) konvergiert.

Beweis: Die Existenz einer kompakten Ausschopfung haben wir bereits im Beweis von
gezeigt. Die Behauptungen des Satzes rechnet man leicht nach. |

Bemerkung 11.2:

(i) Aus (ii) folgt, dass der metrische Raum (%(Q2), d) vollstandig ist.

(ii) Der Satz von Weierstraf ( ) besagt, dass O(Q2) C €(£2) abgeschlossen
und somit ebenfalls vollstdndig ist, und dass die Abbildung

L.0@) —00) , [
stetig ist beziiglich d|o(a)xo(q)-
Damit kénnen wir den angekiindigten Satz formulieren.

Satz 11.3 (von Montel, P. Montel, 1916): Sei & # Q C C offen. Fir eine beliebige
Teilmenge F C O() sind dquivalent:
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(i) F ist relativkompakt in O(Q), d. h. jede Folge aus F besitzt eine kompakt
konvergente Teilfolge; man sagt auch

,JF ist eine normale Familie.“

(ii) F ist lokalbeschrénkt, d. h. fir jede kompakte Menge K C Q gilt

sup|| fllx < 0. (11.1)
fer

Fiir den Beweis benotigen wir jedoch etwas Vorarbeit.

Lemma 11.4: Sei F C O(Q) lokalbeschrinkt. Dann ist f lokal gleichgradig stetig,
d. h. es gilt

Ve>0 VzeQ 3J0=0(ze)>0 VfeF:

- 11.2
Vwy,wy € D(2,0) CQ: [f(wr) = f(w2)] <e. 2
Beweis: Seien £ > 0 und z € Q gegeben. Wir wéhlen r > 0, sodass D(z,2r) C Q. Weiter
finden wir wegen , angewendet auf die kompakte Menge K = 9D(z,2r), ein
M > 0 mit
sup||fllop(z,2ry < M < oo.
fer

Wir setzen nun

. r
0= mln{maﬂ"} >0

und rechnen nach, dass damit |f(w1) — f(w2)| < € fir alle f € F und fir alle w1, ws €
D(z,6) gilt. (Man beachte, dass nach Wahl von § tatsachlich D(z,8) C D(z,r) C
D(z,2r) C Q erfiillt ist.) Hierzu gehen wir wie folgt vor: Wir setzen zur Abkiirzung
v i= Yz,2r,0. Zundchst bemerken wir, dass

1 1 1
flwi) = flwz) = % f(C) L—m_c—wz}dc
_ w1 — W2
- /f C—w)C—w) ™
woraus wir mithilfe von folgern, dass
L(v)

|f (w1) = f(w2)]

IN

1
WHJIHVTQWH — wa|

2
21l s — ]

Hierbei haben wir verwendet, dass |(—w1| > r und |(—w2| > r fiir alle { € 4* = 0D(z,2r)
und w1, w2 € D(z,8) C D(z,7) gilt. Damit folgt nun wie gewiinscht

Fwn) = )| < 6 < e,

da || fllv= = [l fllop(z,2r) < M und |wr — wa| < 24. Es gilt also . [ |
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11. Der Satz von Montel

Wir benétigen ferner die folgende Variante des Satzes von Arzela-Ascoli.
Proposition 11.5: Sei F eine Teilmenge von €' () mit den beiden Eigenschaften
(i) F ist punktweise beschrénkt, d. h.

VzeQ: sup|f(z)] < oo, (11.3)
fer

(ii) F ist lokal gleichgradig stetig.

Dann ist F relativkompakt in € (), d.h. jede Folge in F besitzt eine kompakt
konvergente Teilfolge.

Beweis: Wir setzen Qq := QN {z +1iy | z,y € Q}. Dann ist Qg abzahlbar und dicht in
Q; sei (zn)p=; eine Abzéhlung von Qq.

Betrachte nun eine beliebige Folge (fn)n=; in F.

@ Behauptung: Es gibt eine Teilfolge von (fn)nz1, die in allen Punkten aus Qq kon-

vergiert.
Wegen (i) ist ( fn(zl)):;l beschrénkt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl

gibt es eine konvergente Teilfolge (fm(k)(zl))
Induktiv: Die Teilfolge (f.,x))

besitzt eine Teilfolge (f"j+1(k)):<;1’

k=1"
20:1, die in den Punkten zi,...,z; konvergiert,
die zusatzlich im Punkt z;41 konvergiert.
= (fnk(k)):il ist eine Teilfolge von (fn)n=1, die in allen Punkten aus Qq kon-
vergiert (Diagonalfolgenargument).
@ Die Teilfolge aus (D bezeichnen wir wieder mit (fn)nZ:.
Behauptung: (frn)or, ist eine Cauchy-Folge beziiglich kompakter Konvergenz auf

Q.
Sei K C Q kompakt und € > 0 beliebig.

e Da F lokal gleichgradig stetig ist, gibt es zu jedem z € Q ein §(z) > 0, sodass

Yuwi,we € D(2,0(2) CQ VfeF: |f(w1)—f(w2)\<§.

Wihle aus der offenen Uberdeckung (D(z,(S(z)))zEQ von K eine endliche

Teiliiberdeckung (D(Zj, 5(4)))521.

e Da Qq dicht in Q liegt, gibt es fir j = 1,...,k ein 2} € D(z;,d(2;)) N Qq.
Wegen D finden wir IV; € IN, sodass

/ / 3

Wir setzen N := max{Ni,...,Np}.
e Ist nun z € K gegeben, dann gibt es ein j € {1,...,k} mit z € D(z;,(z;)).
Damit folgt fir alle n,m > N:

|fn(2) = fm(2)] < |fa(2) = fa ()| + | fn(25) = fm ()] + | fm(25) = fn(2)]
15 g g
< g + g + g =¢€.
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= [[fn — fumllx <e¢ VYm,n >N
Nach (ii) ist (fn)me1 kompakt konvergent gegen ein f € €(12). "]

Beweis (von ):

(i) = (ii): Annahme: Es existiert eine kompakte Menge K C Q, sodass

sup|| f||x = oo
fer

— VnelN 3If,eF: Il fallx > n

= (fn)5Z: kann keine kompakt konvergente Teilfolge besitzen
(da diese auch auf K gleichméfBig konvergieren miisste).

Dies steht im Widerspruch zu (i). Also ist F lokalbeschrankt.
(if) = (i): Sei F ist lokalbeschriankt. Dann gilt:

e F ist lokal gleichgradig stetig (nach ).

e F ist punktweise beschrinkt (nach (ii), da die Menge K := {z}
kompakt ist fiir alle z € Q).

Mithilfe von schliefen wir, dass F relativkompakt in
%' () und somit nach 4.3 auch relativkompakt in O(£2) ist. [ ]
Beispiel 11.6:

(i) Sei @ # Q C C offen. Betrachte eine stetige Funktion w :  — [0,00). Dann
ist die Menge

F={fe0@|VzeQ:[f(z)| Sw(z)}
lokalbeschrénkt, denn es gilt

sup||fllx < maxw(z) < oo
fer zeK

fir jede kompakte Menge K in ). Nach ist F somit relativkom-
pakt. (Man sieht leicht, dass F abgeschlossen ist beziiglich kompakter Kon-
vergenz auf (2. Daher ist F nicht nur relativkompkat sondern sogar kompakt
in O(Q).)

(ii) Ist nun zg € 2 gewdhlt, dann gibt es eine Funktion fy € F, sodass

|£6(z0)| = sup|£'(=0)]-
feF

Wahle (f,)22, aus F mit

|f7/L(ZO)‘ — Sup‘f/(20)| € [0,00} fir n — oo.
fer

111



11. Der Satz von Montel

(man beachte, dass F # @, da 0 € F). Da F relativkompakt ist, gibt es
eine kompakt konvergente Teilfolge (fn, )52, mit Grenzfunktion fo € O(Q),
wobei hier notwendigerweise sogar fy € F gelten muss.

Ferner besagt der Satz von Weierstra$l ( ):

fh(20) — fo(z0)  fiir k — oo

Also:
|f7'lk(20)| — | fo(z0)] fur k — oo
|f1.(20)| — sup|f'(z0)] fir n — oo
feF
= |£(20)| = sup|f'(20)] und insbesondere sup|f'(20)] < o00.
fer feF

(iii) Fiir ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl u auf R ist die Cauchy- Transformierte

1
z—1

G,:Ct—C |, zr—>/ du(t)
R

holomorph auf C* := {z € C | Im(z) > 0} und es gilt

! =: w(z) VzeCt.

Damit ist die Menge
¢ :={G,, | p ist ein Wahrscheinlichkeitsmai auf R} ¢ O(C™)

nach (i) relativkompakt in O(C™).
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12. Konstruktion holomorpher
Funktionen

In diesem Kapitel widmen wir uns den folgenden beiden Problemstellungen:

Problem I: Sei 2 C C offen, A C Q diskret in € und
m:A— N | ar—m,
eine Funktion. Gibt es eine Funktion f € O(12), sodass

e A=N(f)und
o m, = ord(f;a) fur alle a € A?

Problem II: Sei Q2 C C offen, A C Q diskret in 2 und

h:A— Oy(C):={f € O(C) | f(0) =0},
a+— hg

eine Funktion. Gibt es ein f € O(Q2\ A), sodass

ia), ceC\ {a}

fiir jedes a € A den Hauptteil der Laurententwicklung von f um den Punkt a
darstellt?

Hao(2) 1= ha (

z

Zusatz: Falls es solche Funktionen gibt, wie lassen sich diese explizit konstruie-
ren?

Dies ist in der Tat immer moglich. Wir konzentrieren uns hier auf den Fall
Q=C.

I. Der Produktsatz von Weierstraf3

Falls A endlich ist, etwa A = {a4,...,a,}, dann ist
n
fz) =] —a)™
j=1

eine Losung von Problem I. Ist A hingegen nicht endlich, so benttigen wir un-
endliche Produkte. Man beachte hierbei, dass A als diskrete Menge in C in jedem
Fall abzéahlbar ist; das Konvergenzverhalten unendlicher Produkte ist jedoch nicht
ganz einfach.
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12. Konstruktion holomorpher Funktionen

Definition 12.1: Sei (b,,)22; eine Folge aus C. Wir sagen
das unendliche Produkt ] ", b, ist konvergent (gegen P)*,
falls der Grenzwert
P:= lim Py
N—o0

existiert, wobei Py das N-te Partialprodukt von Hflo:l b, bezeichnet, d. h.

N
Py = H by,
n=1

In diesem Fall schreiben wir

.
n=1

Bemerkung 12.2: Ist [] 7, b, konvergent gegen ein P # 0, dann gilt
b, — 1 fir n — oo,

denn wegen
o0

li =P
Ngnoo 71bn 7&0

ist b, # 0 fiir alle n € IN und damit auch

N
Py=]]bta#0 firalle N €N,
n=1

sodass
PN N—>o<>P7

by = 1.
NTpPv., P
Wir betrachten daher meist Produkte der Form
[[a+a.), dh by=1+a,
i=1

mit einer Nullfolge (a,)22; aus C.
Damit [];2,(1+a,) einen Grenzwert P # 0 hat, reicht die Forderung lim,,_,oc a,, =0
jedoch nicht aus. Beispielweise gilt:

o Py =[N, (1+ 1) =TIY, =2 =N +17% oo
N N n N—
.PN:anl(li%H):Hizlr-i-l:N]:i-l ‘O)OO

Wir haben jedoch:
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I. Der Produktsatz von Weierstraf

Satz 12.3: Ist die Reihe Y | ay absolut konvergent, dann ist [[,~,(1+ a,) kon-

n=1
vergent und es gilt [[,, (1 + a,) # 0 genau dann, wenn a, # —1 fir alle n € N.
Beweis: Wir setzen
N N
Py:=[J+a) und  Pyi= 1+ lan)).
n=1 n=1

Behauptung: Mit unseren Festsetzungen gelten die folgenden Aussagen:
N
@ Fiir alle N € N ist Py < EXP(Z|an|)~
n=1
@ Fiiralle N € N ist [Py — 1| < Py — 1, d. h. |Py| < Pw.
@ Fir M, N € N mit M > N gilt

|PMPN|gexp(ZN:an|)[exp( i |an|)71]

n=1 n=N-+1
Zu D: Firz >0gilt 1+2 <> %7,7 = exp(z). Damit erhalten wir
N N N
Py = [ +lauh < [T expllan)) = exp (> Janl)-
n=1 n=1 n=1

Zu (2): Wir fithren den Beweis per Induktion nach N. Der Induktionsanfang N = 1 ist
dabei trivial.
Induktionsschritt N — N + 1: Aus

Pyy1—1=Pnv(l1+an+1)—1
=Py -1 +ans1)+anvt

folgt nach Ubergang zum Betrag mit der Dreiecksungleichung
[Py — 1] < [Py = 1|(1 + [an+1]) + [an+1]
und daraus unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung |Py — 1| < Py — 1, dass

|Prni1 = 1] < (Py = 1)(1+ |an-1]) + an+1]
= Pn(1 4 |an+1]) — 1

- ﬁN+1 — 1.
Zu (3: Es gilt
M M
Py — Py = Py H (1+CLN)—PN:PN|: H (1+aN)_1:|7
n=N+1 n=N+1
wobei
N
@ . O
|Pn| < Py < exp (Zlan\)
n=1
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12. Konstruktion holomorpher Funktionen

und
M M M
@ [©]
‘ H (1+an)—1‘§ H (1+|an|)—1SeXp( E \anl)—l.
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Zusammenfassend erhalten wir damit wie gewiinscht

M
1Pas = Pyl < |Pwl| T @+ aw) -1

n=N+1
N M
Sexp(Z\ano [exp( Z |an\> —1]
n=1 n=N-+1

Sei nun Zf;l an absolut konvergent, d. h.

oo
S = Z|an| < oo.
n=1

Zu € > 0 finden wir dann ein § > 0 mit
e —1)<e

sowie ein Ny € IN mit
oo

D> Janl <6

n=Ng+1

Damit folgt aus @ fur M > N > Ny, dass |Px — Pn| < €. Somit ist (Pn)%—; eine
Cauchy-Folge, also konvergent gegen ein P € C, d. h.

oo

[[a+ay =P

n=1
Insbesondere gilt dann (mit der Rechnung zu @) fiir alle M, N € N mit M > N

M

[Par = Pyl < [Pl [exp (D faul) 1]

n=N+1
woraus sich fir M — oo wegen Py — P
1P = Pyl < |Pul[exp (D fanl) ~ 1]
n=N-+1

fiir beliebiges N € IN ergibt. Indem wir nun N hinreichend grof3 wéahlen, kénnen wir

oo

1
exp( Z |an|)—1<§

n=N+1
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I. Der Produktsatz von Weierstraf

erreichen. Damit gilt
[P~ Pyl < 5Py

und

[Pl > |Px| = [P~ Px| > 5|Pxl,
womit sich auch die behauptete Aquivalenz

P=0 <= Pn=0

<~— dneNn<N: a,=-1
ergibt. |
Korollar 12.4: Ist (a,,)22, eine Folge in [0,1), dann gilt:

] (1—-a,) €(0,00) <= ian<oo.

n=1 n=1
Beweis: Als Ubung. |
Definition 12.5: Sei @ # Q C C offen und (g,)52; eine Folge in €(92). Wir nennen

[1°2 gn punktweise (bzw. kompakt) konvergent auf 2, falls die Folge (Pn)%_; der
Partialprodukte

N
Py =[] g € ¢
i=1
punktweise (bzw. kompakt) konvergent ist.
Ist P:Q — C die (stetige) Grenzfunktion, dann schreiben wir

P:Hgn.

n=1

Sind alle g, holomorph und konvergiert [T ; g,, kompakt auf 2, dann ist [[ 2 | g
ebenfalls holomorph.

Satz 12.6: Sei (f,)5, eine Folge in € (Q) fir eine offene Menge @ # Q C C,
sodass die Reihe

(o)

> fn

n=1

normal konvergent ist, dann konvergiert das unendliche Produkt

oo

[T+ 1)

n=1
kompakt auf Q gegen eine Funktion P € € () und es gilt
P(z)=0 = InelN: fo(z)=-1
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12. Konstruktion holomorpher Funktionen

Beweis: Ist K C 2 kompakt, so folgt aus @) im Beweis von , dass

|Pyv — Prllx < exp (ifnh() [exp ( i an”K) B 1}
n=1 n=N+1

fir alle M > N > 1 gilt, wobei Py := Hi;l(l + fn). Damit folgt die kompakte Konver-
genz; der Zusatz ergibt sich direkt aus angewendet auf a, = fn(z) fiir festes
z €. |

Satz 12.7: Ist G C C ein Gebiet und (g,)32, eine Folge in O(G) \ {0}, fiir die die

Reihe -
2_(1-gn)
normal konvergent ist, dann konvergiert [, g, kompakt gegen ein P € O(G) \
{0} und es gilt
ord(P; z) Zord (gn; 2 VzeQG.

Beweis: Sei z € G. Da die Reihe ZZO:I (1—gn) nach Voraussetzung kompakt konvergiert,
haben wir insbesondere (fir K = {z})

D 11— gal2)] < o,
n=1

sodass
lim |1 — gn(2)| =0
n—r oo

gelten muss. Deshalb finden wir ein NV € IN mit der Eigenschaft, dass
=g <3 VnzN.

Somit ist gn(z) # 0 fiir alle n > N. Wir erhalten somit eine Zerlegung

(1) ()= (1)

oo
= H gn
n=N

definierte Funktion H € O(f2) an der Stelle z keine Nullstelle haben kann; man beachte
hierfiir, dass mit Z (1 = gn) natiirlich auch Z ~ (1 = gn) kompakt konvergent ist,
sodass hier angewendet werden kann.

Die Funktion P hat also in z eine Nullstelle endlicher Ordnung. Genauer gilt

wobei die durch

N-1

ord(P; z) = Z ord(gn; 2)

n=1
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I. Der Produktsatz von Weierstraf

Z (gn; 2 (da Vn > N :ord(gn; 2z) =0) ]

Definition 12.8: Die ganzen Funktionen F, mit p € INg, die gegeben sind durch

Ey:=(1-2) und Eyz) =(1-=z exp(i ) firp>1

heiflen Elementarfaktoren.
Lemma 12.9: Fir alle p € Ng und alle z € C mit |z] <1 gilt
1= By(2)] < [2P*.

Beweis: Im Fall p = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also nun p > 1 gegeben. Wir
berechnen zunachst

E;,(z) = exp(izjj) +(1fz)(zp:zj71) exp (izj)

j=1 j=1 j=1
=1—2zP

LI

= —zPexp ( —)
23

j=1
P L
D
= —z exp (*)

Damit sehen wir, dass die Potenzreihenentwicklung der Funktion —F;, um 0 die Form

n=p

hat, wobei die Koeffizienten die Bedingung a,, > 0 fiir alle n > p erfiillen; dies sieht man,
indem man die Potenzreihenentwicklung von exp verwendet und damit die Koeffizienten
an aus der obigen Produktdarstellung von —E;, bestimmt. Damit erhalten wir

1 - Ep(2) = Ep(0) — Ep(2)

und nach Ubergang zum Betrag

oo

an n—p) p+1
1-F <
| p<z>|_(§pﬁn+1|z 2
n= <1
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12. Konstruktion holomorpher Funktionen

oo

an n+1 +1
< —1*) Pl [ ]
< (A
n=p

=1-Ep(1)=1

Satz 12.10: Sei (a,)5%, eine Folge in C\ {0} mit |an| — oo fir n — oco. Weiter
sei (pn)S2, eine Folge in Wy, sodass gilt

00 1+pn
Vr>0: Y <|ar|) < (12.1)
n=1 n

(etwa p, =n —1), dann ist

o0
z
o =115 ()
an
n=1
auf C kompakt konvergent gegen eine ganze Funktion P, die Nullstellen genau in
A ={a, | n € N} hat, wobei genauer gilt:
ord(P;a) = #{n €N |a, =a} Yae A
Beweis: Sei K C C kompakt. Wahle r > 0 mit K C D(0,r) sowie N € IN, sodass gilt

ﬁ<1 fir alle n > N.
Qn

Mit erhalten wir daher
2 2 |1+Pn
‘I—Epn(—ﬂg — vYn>N,ze K
Gn, an,
und somit
2 r 1+pn
max |1 — Ep, ()‘<<> Vn>N
zeK an ‘anl
Wegen liefert uns das Majorantenkriterium, dass
oo
z
max ‘1 —FEp, (*)' < 0.
— zeEK an
Mit folgt nun die Behauptung. ]

Satz 12.11 (Losung zu Problem I fiir Q = C): Sei A C Q diskret in Q und m :
A — NN eine Funktion.

D A endlich: Das holomorphe Polynom

@) =1[E-am

acA

leistet in diesem Fall das Gewiinschte.
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I. Der Produktsatz von Weierstraf

@ A nicht endlich, 0 ¢ A: Wahle eine Abzihlung (a,)5, von A mit Vielfach-
heiten m, d. h.

A={an|neN} und #{neN|a,=a}=m, firalleacA,
sodass zusdatzlich |ay| — oo fir n — oo gilt. Verwende dann , um

f =P zu finden.
@ A nicht endlich, 0 € A: Betrachte A := A\ {0}, m := m|a und finde f zu

A, m mit . Dann setze

f(z) = 2" f(2).

Satz 12.12 (Produktsatz von Weierstraf3, Weierstraf3, 1876): Sei f € O(C). Sind
ai,as, ... die Nullstellen von f in C\ {0}, aufgelistet gemafs ihrer Vielfachheit,
sodass zusatzlich |a1| < |as| < ... erfillt ist, dann gibt es Zahlen p1,pa, ... in Ny
sowie eine ganze Funktion g € O(C), sodass gilt:

an

F(2) = 9 2mG0 ] 5, <Z) (12.2)

Beweis: Mit Satz konstruieren wir durch
z
P =18 (5)

eine Funktion P € O(C) zu den Nullstellen a1, az,... von f.

— Die Funktion

f(2)

hIC\{O,al,a2,...}—>C ) Z’-}m

hat nur hebbare Singularitdten und ldsst sich zu einer ganzen Funktion h ohne
Nullstellen fortsetzen.

= Nach Aufgabe 1 (b) von Blatt 5 existiert eine Funktion g € O(C) mit
h(z) =e’®)  fiir alle z € C.

— Es gilt damit

fz) = B(z)zord(f;O)P(z) — 9(2) ,ord(£30) HEP" ( ) ]

z
an

Dies beweist die in behauptete Produktdarstellung fiir f. |
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12. Konstruktion holomorpher Funktionen

II. Der Satz von Mittag-Leffler

Ist A endlich, sagen wir A = {ay,...,a,}, dann ist

f(2) ¢=§;haj (Z_laj>, zeC\ A

offensichtlich eine Loésung von Problem IT im Fall Q = C. Fiir nicht endliches A
fiigen wir konvergenzerzeugende Summanden ein:
Wir wéhlen eine Abzahlung (a, )%, von A, sodass

lao| < la1| < lag| < ...

gilt; insbesondere haben wir dann |a,| — oo fir n — oco. Wir setzen
1 .
T = §|an| >0 und D,, :=D(0,r,) fir alle n € IN.

= H,, ist auf D(0,2r,) 2 D, holomorph, lisst sich also gleichméBig auf D,,
durch Taylorpolynome approximieren, d.h., firr alle £, > 0 existiert ein
holomorphes Polynom P,, sodass

”Han - PnHﬁn < éEnp.

Wir wéhlen (£,)2%,, sodass Y - &, < oo; seien (P,)>2; die zugehdrigen Poly-
nome.

Behauptung: Die Reihe
> (Ha, = Po)
n=1
konvergiert normal auf C \ {a, | n € IN}.

Ist K C C\ A kompakt, dann gibt es ein N € N, sodass K C D,, fir allen > N
erfillt ist. Damit erhalten wir

oo o
Z HHan - Pillx < Z HHan - Pn”ﬁn
n=N n=N

o0
< Zen<oo.
n=N

Wir sehen also: Durch
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ITII. Anwendungen

wird eine Funktion f € O(C\ A) definiert.
Behauptung: f hat in a € A den Hauptteil H,,.
Wiéhle r > 0 mit D*(a,r) C C\ A. Wegen |a,| — co gibt es ein N € IN mit

D*(a,r) C D, Vn>N

N-1 e}
= [=Hq + Z(Han _Pn) + Z(Han _Pn>
n=1 n=N

—_— —
hat im Punkt a, weil @ € kompakt konvergent auf
{ag,...,an—1}, den Haupt- D(a,r), dort also holomorph
teil H,

= f = H, + g, mit einer Funktion g, € O(D(a,r)).
Damit haben wir bewiesen:

Satz 12.13 (Satz von Mittag-Leffler, M. G. Mittag-Leffler, 1877): Auf Q = C be-
sitzt Problem II stets eine Lésung.

Bemerkung 12.14:

(i) Fiir allgemeines §2 reichen holomorphe Polynome zur Approximation der
Hauptteile nicht immer aus; man kann jedoch immer rationale Funktionen
mit Polen C\  wéahlen (Satz von Runge).

(ii) Man kann Losungen zu Problem I auch aus Losungen zu Problem II kon-
struieren:
Ist A C C diskret in  und ist m : A — IN eine Funktion, dann sei
h:A— Og(C) , a+r— h,

definiert durch h,(z) := mgz. Dann gilt:
f ist eine Losung zu Problem I mit (A4, m)

— fT/ ist eine Losung zu Problem II mit (A, k).
III. Anwendungen

Lemma 12.15 (Logarithmische Ableitung): Sei @ # Q C C offen und (g,,)22, eine
Folge nullstellenfreier Funktionen aus O(S), fir die

oo
IT 9~
n=1
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12. Konstruktion holomorpher Funktionen

kompakt konvergent ist gegen g € O(Q2). Dann gilt

mit kompakter Konvergenz auf .

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Aufgabe 5(a), Blatt 10, denn danach gilt

P/ N ! N
N In fur Py = Hgn.
1=1

Py — gdn n
Beispiel 12.16: Nach ist
= z m, fallsn=2m—1
P(z) = Ei|— mit ap = ’
) 711;[1 ! (an> {m, falls n = 2m

eine ganze Funktion mit Nullstellen erster Ordnung in Z \ {0}; man beachte, dass
pn, = 1 hier tatsédchlich ausreicht, denn wir haben

o0 r 2 [e's] 1
. _ 2
n=1 m=1

Da auch 0 eine Nullstelle erster Ordnung von sin ist, besagt , dass es
eine Funktion g € O(C) gibt, sodass

oo 2
sin(mz) = 93 zP(z) = 93 2 | I (1 - Z2> VzeC.
m

m=1

Man beachte hierbei, dass

P(z) = ﬁ (1 - azn) exp (;)

L6 2o (2) (1 D)en(-2)
_ ﬁl (1 - ZZ)

liefert dann

oo

2z

22 _m2
m=1

cos(mz) , 1
t = = —
7 eot(mz) ﬂ-sin(ﬂz) J'(z)+ ; +
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III. Anwendungen

N

1
=4 li .
gE+ Jm >

n—=-—

Insbesondere sehen wir damit, dass g’ periodisch ist mit Periode 1. Ferner iiberlegt
man sich, dass ¢’ auf dem Vertikalstreifen {z € C | 0 < Re(z) < 1} beschrénkt ist.

Nach dem Satz von Liouville ( ) ist ¢’ somit konstant. Man tberlegt sich
nun, dass
o0
T < 1 ™
li —_— = ——dt = -
fie T? +m? /0 1+1t2 2
m=1
gilt, woraus sich mit limy_, o 7 cot(niT) = —i schlieBlich

: _ 1 o~ T
Tlg{l)og (iT) = Tlgréo (Tl' cot(miT) — T + 21"12::1 T2+m2> =

ergibt. Dies zeigt, dass ¢’ = 0 gelten muss. Wir haben also e9 = ¢ fiir ein ¢ € C\{0}.
Um den Wert von ¢ zu bestimmen, nutzen wir die obige Produktdarstellung von
sin aus und berechnen, dass

. o0 2
o im sin(7z) ~ Jim e (1 _ Z) .

z—0 z z—0 m2
m=1

Also:
. - a
sin(rz) =z | I (1 - m2> und

- 1
meot(rz) = — —|— Z 22 m2 = Z (zan an) (12.3)

n=1
Man beachte, dass fiir festes r > 0
1 1] z 2r
Z—an, an an(z —an)| = lan|?’

fir alle z € C mit |z| < r und alle n € IN mit |a,| > 2r gilt, sodass die Reihe
in in der Tat kompakt konvergiert. Dlese Bedingung fir die approxi-
mierenden Polynome, die hier als P,(z) := —a L gewihlt wurden, ist zwar deut-
lich schwécher als die Forderung, die wir im Beweis zum Satz von Mittag-Leffler
( ) gestellt haben, sie reicht aber dennoch aus.

Satz 12.17: Jede Funktion f € M(C) ist von der Form f = & mit g,h € O(C),
d. h. M(C) ist der Quotientenkorper zum Integritatsbereich O(C).

Beweis: Man konstruiere mit eine ganze Funktion h, die Nullstellen gleicher
Ordnung genau in den Polstellen von f besitzt. Damit sind alle Singularitédten der Funk-
tion f-h hebbar und lasst sich somit zu einer ganzen Funktion g fortsetzen. Damit haben
wir f = ¥, wie gewiinscht. ]
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13. Holomorphe Funktionen als
Abbildungen

Wir wollen holomorphe Funktionen in diesem Kapitel als Abbildungen zwischen
Teilmengen von C untersuchen und dabei insbesondere den Einfluss des Wertebe-
reichs verstehen.

Satz 13.1 (Lemma von Schwarz, H. A. Schwarz, 1869): Sei D := D(0,1). Fir jede
Funktion f € O(D) mit f(D) C D und f(0) =0 gilt

170 <1 wnd |f(2)|<|z|] VzeD.

Gilt |f'(0)] = 1 oder gibt es ein z € D\ {0} mit |f(2)| = |z|, dann ist f eine
Drehung, d. h. es gibt ein ¢ € R, sodass

f(z) =¢€%z VzeD.
Beweis: Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ( ) ist

&) g 0
g:D—C | Z'—>{ z ir z 7

f(0) firz=0
auf D holomorph. Nach dem Maximumprinzip ( ) haben wir auf G = D(0,r) fiir
0<r<1
1
VZED(O,’/’) : ‘g(z)|§‘[?‘ax & < -

und deshalb (fiir r 1)
lg(z)| <1 VzeD

Nach Definition von g haben wir also |f(z)| < |z] fiir alle z € D und |f'(0)| = |g(0)| < 1.
Gilt irgendwo Gleichheit, muss g nach konstant sein mit Betrag 1, d.h.

JpeR @:g(z):ew VzeD\ {0}

— f(z)=¢€%z VzeD ,
sodass f wie behauptet eine Drehung sein muss. |
Definition 13.2:
(i) Sind 94,99 C C offen, dann nennen wir eine Abbildung f : Q1 — Qo

biholomorph, falls f bijektiv ist mit f € O(;) und f= € O(s). Gibt es
ein solches f, dann nennen wir 21 und Qo biholomorph dquivalent.
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(ii) Ist Q C C offen, dann heifit eine biholomorphe Abbildung f : @ — £ ein
Automorphismus von ). Wir nennen

Aut(Q) :={f: Q2 — Q| f Automorphismus}

die Automorphismengruppe von €.
Aut() ist tatséchlich eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbil-
dungen und mit dem neutralem Element idp.

Satz 13.3: Fira € D und ¢ € R seien ¢, d, : D — D gegeben durch

z—a ;
Pa(2) == 1=, und  d,(z) :=e€'%z.

Dann gilt
Aut(D) = {d, 0 ¢ |a € D,p € R}.

Beweis: Die Inklusion O rechnet man nach. Ist umgekehrt f € Aut(D) gegeben, dann
withle @ := f~*(0) und betrachte g := f 0 ¢_,. Dann ist g € Aut(ID) mit

9(0) = f(¢-a(0)) = f(a) =0

und geméiB gilt |¢’'(0)] < 1 sowie |(g7*)"(0)] < 1. Wegen g~* o g = idp liefert
die Kettenregel

1=(g7" 09)(0)= (g7 1)(0)g'(0),
sodass |¢’(0)| = 1 und |(g7*)'(0)] = 1 folgt. Laut ist somit g = d, fir ein
p € R, d. h. esgilt

dp 0 pa =go¢a = (fod-a)o¢a=fo(p-a0¢a)=foidp = f,
womit der Automorphismus f die gewiinschte Gestalt hat. |

Satz 13.4 (Lemma von Schwarz-Pick): Fir f € O(D) mit f(D) C D gilt

IO
eE ST e

Gleichheit fir ein z € D erzwingt f € Aut(D).
Beweis: liefert |g2(0)| < 1 fiir g. := ¢p(z) 0 f 0 Pz [ ]

Satz 13.5 (von der offenen Abbildung): Sei @ # Q C C offen und f € O(Q) sei
auf keiner Zusammenhangskomponente von 2 konstant. Dann ist () offen in C.

Beweis: Seiwo = f(z0) € f(Q) fiir ein zp € Q und sei Gy die Zusammenhangskomponente

von {2, die zp enthalt. Wir wollen zeigen, dass mit wo noch eine ganze Kreisscheibe
D(wo, ¢) fiir ein € > 0 in f(Go) und damit im Bild f(£2) enthalten ist.
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13. Holomorphe Funktionen als Abbildungen

Zunéichst halten wir fest, dass nach ein g € O(Go) mit g(zo) # 0 sowie
ein k € IN existieren, sodass

£(2) = f(z0) = (z — 20)"g(2) V2 € Go.
Wiéhle nun r > 0, sodass g auf D(zo,7) C Go keine Nullstelle hat und setze

. k
= — > 0.
€ Zearggo,r)l(z 20)"g(2)]

Dann gilt fiir ein festes w € D(wo,¢)

|(f(z) =w) = (f(2) —wo) | = Jw —wol
<e<|(z—20)"9(2)| = | £(2) — wol
fiir alle z € 9D(z0, 7). Nach dem Satz von Rouché ( ) hat daher
z— f(z) —w

wie die Funktion z — f(z) — wo auf D(zo,r) genau k > 1 Nullstellen, gezahlt mit
Vielfachheiten. Es gibt also (mindestens) ein z € D(zo,r) mit f(z) = w.
Da w € D(wo, €) beliebig vorgegeben war, folgt also

D(wo,e) € f(D(z0,7)) € f(Go) € (),

wie gewiinscht. ]

Korollar 13.6 (Satz von der Gebietstreue): Ist G C C ein Gebiet und ist f €
O(G) nicht konstant, dann ist auch f(G) ein Gebiet in C.

Beweis: Nach ist f(G) offen. Um zu zeigen, dass f(G) zusammenhéngend (und
damit ein Gebiet) ist, gentgt nach bzw. nach der Nachweis, dass f(G)
wegzusammenhingend ist.

Seien hierzu wy, w2 € f(G) gegeben. Wir wéhlen dann z1, 22 € G mit f(z1) = w1 und
f(z2) = wa. Weil G zusammenhéngend und deshalb nach auch wegzusammen-
hingend ist, existiert ein Weg v : [a,b] — G mit y(a) = z1 und y(b) = z2. Setzen wir
nun 4 := f o+, dann ist 7 : [a,b] = f(G) ein Weg mit ¥(a) = f(v(a)) = f(21) = w1 und
(b) = f(v(b)) = f(z2) = we. Somit ist f(G) wegzusammenhéngend. [ ]

Korollar 13.7: Ist f € O(Q) injektiv auf der offenen Menge Q C C, dann ist
e O(f(Q), d-h. f:Q— f(Q) ist biholomorph und es gilt

v
S~ (w))

Beweis: Sei wo = f(20) € f(2) mit z0 € Q gegeben. Wir nehmen zusétzlich an, dass
f'(20) # 0 gilt. Geméif gibt es dann eine in zg stetige Funktion ¢ : Q@ — C
mit p(z0) = f'(20), die

(F1 (w) = Vuw e f(Q).

f(z) = f(z0) + ©(2)(z — 20) Vz2eQ
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erfiillt. Wegen f~! o f = idq erhalten wir daraus fiir z = f~'(w) und zo = f~*(wo)

w=wo+@(f (W) (f (W) = f T (wo)  Vwe f(Q)

Wie wir bereits aus der Analysis I wissen, ist f~* als Umkehrfunktion einer stetigen
Funktion ebenfalls stetig. Insbesondere ist @ o f~! stetig in wo. Wegen (¢ o f~)(wo) =
©(20) = f'(20) # 0 gibt es deshalb ein € > 0, sodass ¢ o f~' auf D(wo, ) nullstellenfrei
ist. Betrachten wir nun

n: D(wo,e) > C , wr—

o(f~H(w))
so ist n wohldefiniert und zudem stetig in wo mit

FHw) = fH(wo) + n(w)(w —wo)  Vw € D(wo,é).
Geméf ist daher f~! an der Stelle wo komplex differenzierbar mit

(57 (o) = (o) = — g = = i = oy

VT (T we)) T () T Flo) T T o)

Damit haben wir die komplexe Differenzierbarkeit von f~' auf f(Q) \ A mit A :=
FNV(f")) bewiesen. Den Beweis kénnen wir nun auf zwei Arten beenden:

e Wir schlieen aus dem folgenden , dass f’ keine Nullstellen auf 2 haben
kann, d. h., dass A leer ist; man beachte hierbei, dass unser Beweis fur
nicht auf diesem Korollar aufbauen wird.

e Wir argumentieren direkter: Da f injektiv ist und somit auf keiner Zusammen-
hangskomponente von € konstant sein kann, darf f’ auf keiner Zusammenhangs-
komponente identisch 0 sein, sodass N'(f’) nach diskret in Q ist. Weil f
stetig ist, sehen wir nun, dass A in jedem Fall diskret in f(2) ist. Da die Funktion
71 f(Q) = Q stetig ist und auf f(Q) \ A holomorph ist, folgt nach dem Rie-
mannschen Hebbarkeitssatz ( ), dass f~! sogar auf ganz f(Q) holomorph
ist. Aus f~! o f = idg folgt dann mithilfe der Kettenregel, dass die Ableitung von
f~! nirgends verschwinden kann.

Dies schliefit den Beweis ab. n
Satz 13.8: Fir Q C C offen, f € O(Q) und zg € Q sind dquivalent:

(i) f'(20) #0,
(i) 36>0:  flp(z.0) : D(20,0) — C ist injektiv.

Beweis:

(i) = (ii): Wéhle g wie in , dann ist

9(z0,20) = f'(20) # 0,
d. h. wir kénnen ein § > 0 finden, sodass

Vz,w € D(z0,9) : g(z,w) #0.
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13. Holomorphe Funktionen als Abbildungen

Nach Definition von g haben wir also
Vz7wED(z0,5) : f(z)—f(w):g(z7w)(z—w),
sodass f(z) = f(w) fir z,w € D(z0,d) erzwingt, dass z = w gilt. Demnach ist f
auf D(zo,0) injektiv.
(ii) = (i): Wir nehmen an, dass f'(z9) = 0. Wir zeigen, dass f auf keiner Kreisscheibe

D(z0,6) C Q fur ein § > 0 injektiv sein kann. Sei hierzu ¢ > 0 beliebig vorgegeben.
Wir wéhlen dann r < § und € > 0 wie im Beweis zu . Dann ist die Menge

V := D(z0,7) N f_l(D(wo,e))

offen und wegen zo € V auch nicht leer. Wire f’ auf V identisch 0, so wiire f in
einer offenen Umgebung von zp konstant, also insbesondere nicht injektiv, was den
Beweis in diesem Fall abschliefen wiirde. Andernfalls, gibt es also ein ¢ € V mit
f'(¢) # 0. Aus dem Beweis zu , wo wir wegen f’'(z0) = 0 nun speziell
k > 2 haben, folgt, dass die Funktion

u: Q2 —=C , 2z f(2) = f(C)

auf D(zo,7), mit Vielfachheiten gezéahlt, genau k Nullstellen haben muss. Wegen

u¢(¢) = 0 kennen wir mit ¢ bereits eine Nullstelle, diese kann wegen ug({) =

f(¢) # 0 jedoch keine doppelte Nullstelle sein. Demnach existiert ein ¢’ € D(zo,7) C
D(z0,9) mit ¢ # ¢, sodass 0= uc(¢") = f(¢') — f(¢) und damit f(¢) = f(¢') gilt.

Somit ist f auf D(zo,d) nicht injektiv.

Damit ist die behauptete Aquivalenz beweisen. |

Wir schlieffen mit dem folgenden Satz, der wie kein anderer die Reichhaltigkeit
der Funktionentheorie unterstreicht.

Satz 13.9 (Riemannscher Abbildungssatz): Sei @ # G C C ein einfach zusam-
menhdngendes Gebiet. Dann gibt es zu jedem zg € G genau eine biholomorphe
Abbildung f : G — D mit

f(z0)=0 und  f'(20) > 0. (13.1)

Dieser Satz geht auf von B. Riemann (1851) zuriick, der ihn in seiner Disserta-
tion fiir beschrankte Gebiete mit stiickweise glattem Rand bewiesen hat. Mit dem
Beweis des allgemeinen Falls sind weitere grofle Namen verbunden, etwa L. Fejér
und F.Riesz (1922), die die gesuchte biholomorphe Abbildung als Losung eines
Extremalproblems erhalten. Der nachfolgend skizzierte Beweis von A. Ostrowski
(1929) folgt ebenfalls dieser Idee, vereinfacht deren Argumente aber wesentlich.

Beweisidee FEindeutigkeit:

Sind f; und f5 zwei biholomorphe Abbildungen von G auf D, die beide den

Normierungsbedingungen aus geniigen, dann liefert ¢ := fj o fy ! einen
Automorphismus von D, der ¢(0) = 0 und zudem
f1(20)
¢'(0) = >0
f3(20)
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erfiillt. Da wir das Lemma von Schwarz ( ) sowohl auf ¢ als auch auf ¢~*
anwenden koénnen, erhalten wir

lp(z)| < |z] und |¢7'(z)| < |2 VzeD
und damit [9(2)] < |#] = |6~ (@()] < |6(2)], also
lo(2) = |2] VzeD.

Eine erneute Anwendung des Lemmas von Schwarz ( ) verrdt uns nun,
dass ¢ eine Drehung sein muss. Wegen ¢’(0) > 0 ist dies jedoch nur moglich, wenn
¢ = idp gilt. Dies zeigt f1 = fo.

FExistenz:

Der Beweis der Existenz erfolgt in drei Schritten:

@ Es existiert ein Gebiet G* C DD und eine biholomorphe Funktion ¢g; : G — G*
mit g1(2z0) = 0 und ¢4 (z0) > 0; hier geht entscheidend die Forderung G # C
ein.

2 Betrachte die Familie
F :={g:G* — D | g holomorph, injektiv, g(0) = 0, ¢'(0) > 0}.

Finde wie in eine Funktion go € F, sodass

95(0) = sup ¢'(0)
geEF

Man verwendet hierbei die Tatsache (Satz von Hurwitz), dass die Grenz-
funktion einer kompakt konvergenten Folge injektiver Funktionen auf einem
Gebiet entweder konstant oder selber wieder injektiv ist.

® Zeige, dass g2(G*) = D.
= f = g9 0 g1 leistet das Gewlinschte.
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