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Willkommen zur Klausur der Vorlesung Funktionentheorie

Die Klausur beginnt um 10:00 Uhr (st) und endet um 13:00 Uhr (st).

Bitte tragen Sie Thre personlichen Daten auf diesem Blatt ein und unterschreiben
Sie dieses.

Fiir diese Klausur sind keine Hilfsmittel zugelassen.
Bitte legen Sie Ihren Studierendenausweis zur Kontrolle auf den Tisch.

Schreiben Sie bitte Ihre Losungen auf die ausgegebenen Aufgabenblitter. Sollte
Ihnen der Platz nicht reichen, benutzen Sie bitte die Riickseiten der Blitter und
machen Sie kenntlich, um welche Aufgaben es sich jeweils handelt.

Beschriften Sie bitte auch alle Schmierblatter mit [hrem Namen und geben Sie diese
mit ab.

Bitte schreiben Sie weder in rot noch mit Bleistift.

Viel Erfolg!

Nachname: Vorname:

Geburtsdatum: Matrikelnummer:
Semesterzahl: Fachrichtung:

Unterschrift:
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Punkte




Aufgabe 1 (2+2+2+2+2=10 Punkte). Im Folgenden werden einige Grundbegriffe der
Vorlesung abgefragt.

(a) Sei () # Q C C offen. Wann nennen wir eine Funktion f : Q — C holomorph?

(b) Was verstehen wir unter dem Konvergenzradius einer formalen Potenzreihe

o
Z an(z — 20)" 7

n=0

(c) Sei v ein geschlossener, stiickweise glatter Weg. Definieren Sie die Spur v* von ~
sowie die Umlaufzahl von 7 bzgl. eines beliebigen Punktes z € C \ ~*.



(d) Sei (fn)22, eine Folge holomorpher Funktionen auf der offenen Menge 2. Wann heift
die Reihe )" ° , f, normal konvergent auf Q7

(e) Seinen €y, C C offen. Wann nennen wir €y und 5 biholomorph &quivalent?



Aufgabe 2 (2+2+2+2+2=10 Punkte). Formulieren Sie die folgenden Sétze der Vorle-
sung. Geben Sie dabei alle Voraussetzungen sowie die vollstindige Aussage des Satzes
an.

(a) Formulieren Sie den Riemannschen Hebbarkeitssatz.

(b) Seif) # G C C ein Gebiet und seien f, g € O(G). Formulieren Sie in dieser Situation
die Aquivalenzen des Identititssatzes.



(c) Was besagt der Satz von Montel?

(d) Formulieren Sie den Cauchyschen Integralsatz fiir Sterngebiete.

(e) Formulieren Sie den Riemannschen Abbildungssatz.



Aufgabe 3 (34+3+4=10 Punkte).

(a) In der nachfolgenden Grafik sind eine offene Menge 2, zwei Punkte zy, 2o € Q sowie
ein geschlossener, glatter Weg ~; dargestellt.

(i) Erginzen Sie in der Zeichnung zwei geschlossene, glatte Wege ~o,73 in (2,
sodass der dadurch entstehende Zyklus I' := v, + 75 4+ 73 nullhomolog in 2 ist
und sodass zugleich Indr(z1) = 1 und Indp(zq) = 0 erfiillt ist.

(ii) Sei f € O(2\{z1, 22}). Welche Aussage macht der Residuensatz iiber

/F F(2)dz 7

(b) Bestimmen Sie den Wert von Ind, auf jeder Zusammenhangskomponente von C\ v*
fiir den nachfolgend dargestellten geschlossenen, glatten Weg ~.



Aufgabe 4 (5+5=10 Punkte). Begriinden Sie im Folgenden jeden Threr Rechenschritte!
(a) Die Funktion u : R? — R sei gegeben durch
u(z,y) == 2* — 3oy* — 227 + 29> + 1.

Zeigen Sie, dass u auf C harmonisch ist, und bestimmen Sie anschliefsend eine ganze
Funktion f mit f(0) = 1, sodass Re(f(z + iy)) = u(z,y) auf ganz C gilt.



(b) Berechnen Sie die Laurententwicklung der durch

1
(z—=1)(z—2)

£ =
definierten holomorphen Funktion f : C\ {0, 1,2} — C auf den beiden Ringgebieten
R ={z€C|0<|z| <1} und Ry:={z€C|]1<]z|<2}.

Bestimmen Sie ferner das Residuum Res(f;0).



Aufgabe 5 (5+5=10 Punkte). Begriinden Sie im Folgenden jeden Threr Rechenschritte!
(a) Bestimmen Sie fiir die beiden komplexen Polynome
p(z) =2 +42° -2  und  q(z) :=42° -2

jeweils die Anzahl der Nullstellen (unter Beriicksichtigung von Vielfachheiten), die
in der Einheitskreisscheibe D(0,1) liegen.



(b) Gibt es eine ganze Funktion f mit der Eigenschaft

1
f(-) 5 firalleneN?

n

Begriinden Sie Thre Antwort!



Aufgabe 6 (5+5=10 Punkte). Begriinden Sie im Folgenden jeden Threr Rechenschritte!

(a) Gegeben seien a,b > 0 mit a # b. Zeigen Sie, dass

/Oo 1 Qo — T
. @+ a2 T 2ablatb)



(b) Seir > 1. Zeigen Sie: Ist f: D,(0) — C holomorph, dann gilt

/02Tf f(e™) sin? (%) dt = 7r(f(()) — %f’(O))



Aufgabe 7 (54+5=10 Punkte). Begriinden Sie im Folgenden jeden Ihrer Beweisschritte!

(a) Sei () # G C C ein Gebiet und sei f : G — C eine holomorphe Funktion, fiir die

f:G—=C, zw f(2)

ebenfalls holomorph ist. Zeigen Sie, dass f auf GG konstant ist.



(b) Sei 2 C C offen, A C Q diskret in Q und f € O(Q\ A). Zeigen Sie, dass

Res(f;a) =0  fiir alle a € A.



Aufgabe 8 (5+5=10 Punkte). Begriinden Sie im Folgenden jeden Threr Beweisschritte!

(a) Sei f eine ganze Funktion, fiir die es Konstanten C' > 0 und 0 < o < 1 gibt, sodass
f(z)| <C(1+]z))* firallezeC
gilt. Zeigen Sie, dass f auf C konstant ist.

Welche aus der Vorlesung bekannte Aussage liefert dies im Fall a =0 ?



(b) Sei (a,)2, eine Folge in D\ {0}, die die Bedingung

[e.e]

3 (1~ Jan]) < o0

n=1
erfiillt. Wir betrachten die Funktionenfolge (g,)22 ,, die gegeben ist durch

gn: D—C ZHM- I — 2
n - )

a, 1—a,z

fiir alle n € N. Beweisen Sie, dass das unendliche Produkt [[ ~, g, kompakt auf
D gegen eine holomorphe Funktion g : D — C konvergiert, und bestimmen Sie die
Nullstellen von g sowie deren Vielfachheiten.



Zusatzaufgabe® (10 Punkte). Begriinden Sie im Folgenden jeden Threr Beweisschritte!

Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung der lokalen Form des Maximumprinzips:

Satz. Sei ) # G C C ein Gebiet und seien f1,..., f, € O(G) fir ein n € N.
Besitzt die Funktion

u: G—[0,00), 2z z": £5(2)]”
j=1

in einem Punkt zy € G eine lokale Maximumstelle, dann sind bereits alle
Funktionen f1,..., fn auf G konstant.



