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Aufgabe 1 (20 Punkte). Auf M2(C) betrachten wir folgende 2× 2-Matrizen:

σx :=

(
0 1
1 0

)
, σy :=

(
0 −i
i 0

)
, σz :=

(
1 0
0 −1

)
, 1 :=

(
1 0
0 1

)
(a) Zeigen Sie, dass man jede Matrix h ∈M2(C) eindeutig als Linearkombination obiger

vier Matrizen schreiben kann (dh. σx, σy, σz, 1 ist eine Basis für M2(C)).

(b) Zeigen Sie σxσy = −σyσx = iσz und σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1.

(c) Sei h = α1 + βσx + γσy + δσz. Was bedeutet es für die Koeffizienten, wenn
(i) tr(h) = 1

2
gilt, (ii) wenn zusätzlich h = h∗, (iii) zusätzlich h2 = h gilt?

(d) Auf Blatt 6 (und Blatt 4) haben wir gesehen, dass τ :M2(C)→ C ein reiner Zustand
ist genau dann, wenn τ = τ2h gilt, für eine Rang-1-Projektion h. Zeigen Sie, dass
jeder reine Zustand auf M2(C) genau einem Punkt auf der Oberfläche S2 ⊂ R3 der
Kugel mit Radius 1 (ggf. nach Reskalierung) entspricht.

(e) Zeigen Sie, dass die Zustände aufM2(C) den Punkten innerhalb der abgeschlossenen
Kugel mit Radius 1 entsprechen, während die reinen Zustände die Extremalpunkte
der Kugel sind, also der Oberfläche entsprechen.

(f) Seien τ2h und τ2g reine Zustände, so dass hg = 0 ist (die Räume, auf die h bzw. g
projezieren, sind also orthogonal zueinander). Was bedeutet das für τ2h und τ2g als
Punkte auf der Kugeloberfläche?

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei H ein separabler Hilbertraum und sei ξ ∈ H mit ‖ξ‖ = 1.
Zeigen Sie, dass τξ : B(H) → C, gegeben durch τξ(x) := 〈xξ, ξ〉, ein reiner Zustand auf
B(H) ist. Zeigen Sie dafür zunächst, dass B(H)′ = C1 ist (betrachten Sie Operatoren
ωξ,η ∈ B(H), ωξ,η(ζ) := 〈ζ, ξ〉η für ξ, η ∈ H – wie wirkt ωen,en , wobei (en) eine ONB ist?).
Man kann sich fragen, ob alle reinen Zustände von dieser Form sind...

Aufgabe 3 (10 Punkte). Sei A eine kommutative C∗-Algebra und τ ein Zustand auf
A. Zeigen Sie, dass τ rein ist genau dann, wenn τ ein komplexer Homomorphismus ist.
(Benutzen Sie u.a. B(H)′ = C1.)


