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Aufgabe 1 (10 Punkte). Sei A eine C*-Algebra und sei 7 : A — B(H) eine irreduzible
Darstellung. Zeigen Sie: Gilt w(A) N K(H) # {0}, so ist L(H) C 7w(A). Gehen Sie dabei
wie folgt vor:

(i) Zeigen Sie: Ist 0 # ¢ € w(A) eine Rang-1-Projektion (dh. ¢H = Cn fiir einen Vektor

n), so enthélt 7m(A) alle Rang-1-Projektionen, denn m(x,)w, 7 (z}) konvergiert in
Norm gegen we ¢, wenn 7(x,,)n gegen & kovergiert. Also IC(H) C m(A).

(ii) Zeigen Sie: Enthélt 7(A) eine minimale Projektion ¢ endlichen Rangs, so ist gm(A)q =
qC. Auferdem ist ¢H = Cn.

(ili) Zeigen Sie: Gilt w(A) N IC(H) # {0}, so enthélt 7(A) eine Projektion endlichen
Rangs. Erinnern Sie sich dafiir an die Spektraltheorie kompakter Operatoren.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Sei A eine C*-Algebra und sei 0 # = € A. Zeigen Sie, dass dann
eine irreduzible Darstellung 7 : A — B(H) existiert mit ||7(x)|| = |||

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Menge aller Zustéinde f auf A mit f(z*z) = ||x||* eine
nichtleere, extremale Teilmenge aller positiven linearen Funktionale g auf A mit ||g|| <1
1st.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Zeigen Sie: Fiir n > 2 sind isomorph:
(i) M,(C)
(ii) die universelle C*-Algebra C* (eij, i,j=1,...,n|e}; = ejeijen = e Vi, j, k, l)
(ili) die universelle C*-Algebra C* (x1, ..., 2, | xfz; = 6;jx1)

Da M,,(C) einfach ist, gilt also: Wann immer eine C*-Algebra B Elemente f;; mit obigen
Relationen enthélt, so ist die davon erzeugte C*-Unteralgebra isomorph zu M, (C).

Hinweis fiir (i1)=(ii1): Zeigen Sie zunéchst, dass x; eine Projektion ist und dass die z;
also partielle Isometrien sind. Betrachten Sie dann z;z75.
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Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei G eine endliche Gruppe. Die Menge

CG = {>_ 0y, | oy € C}

geG

der formalen Summen iiber G' wird per

(Z ag(sg> (Z 5h5h> = ayBudgn, <Z ag5g> =) A0,
g h g:h g g

eine x-Algebra mit Eins ., wobei e das neutrale Element von G ist.

(a)

(c)

Wir kénnen CG treu auf B(¢*(G)) darstellen. Hierzu versehen wir den Hilbertraum
(*(G) mit der ONB (0,)gec — dh. &,(h) := &, sind charakteristische Funktionen
auf G — und betrachten die linksrequlire Darstellung X : CG — B((*(QG)), gegeben
durch A(D° aydg)(0n) := > agdgn. Zeigen Sie, dass A ein treuer *-Homomorphismus
ist und dass CG durch Zuriickziehen der Norm von B((?*(G)) eine C*-Algebra wird.

Sei m : G — B(H) eine unitdre Darstellung der Gruppe G, dh. 7 ist ein Grup-
penhomomorphismus in die Gruppe der unitéren Operatoren U(H) C B(H) auf
H. Zeigen Sie, dass es zu jeder unitdren Darstellung © von G eine Darstellung
7 : CG — B(H) der C*-Algebra CG gibt mit 7(d,;) = 7(g). Umgekehrt induziert
jede (C*-)Darstellung von CG eine (Gruppen-)Darstellung von G.

Sei 7 : CG — C gegeben durch 7(> o,0,) = .. Zeigen Sie, dass 7 ein treuer
Zustand ist.

Bemerkung: Die Gruppenalgebra CG kann mit den Funktionen C(G) tiber G identifiziert
werden per ) a0, <> (g > ag). Allerdings ist die Multiplikation auf C(G) dann durch
die Faltung gegeben:

frglh):=>Y_ f(t)g(t"h)

teG

(Beachte: 0, * 0, = dp.)



