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Aufgabe 1 (10 Punkte). (a) Zeigen Sie, dass die C*-Algebra M,,(C) der komplexwer-
tigen n x n-Matrizen einfach ist: Ist I ein abgeschlossenes Ideal in M, (C), so ist
I ={0} oder I = M,(C).

(b) Zeigen Sie, dass ker ¢ ein Ideal in einer C*-Algebra A ist, wenn B eine weitere
C*-Algebra und ¢ : A — B ein *-Homomorphismus ist.

(c) Zeigen Sie, dass es keine *-Homomorphismen von M, (C) nach C gibt, wenn n > 2.

Aufgabe 2 (10 Punkte). Ist h € M,(C), so definieren wir 7, : M,(C) — C durch
() = tr(hx), wobei tr : M, (C) — C die normalisierte Spur ist, also tr(z) = £ 3. x;
fir = (x;;). Zeigen Sie, dass 7, ein positives lineares Funktional ist mit ||7,] = tr(h),
wenn h positiv ist. Zeigen Sie auch, dass jedes positive lineare Funktional auf M,,(C) von

dieser Form ist.

Aufgabe 3 (10 Punkte). Vervollstdndigen Sie den Beweis von Satz 4.7 der Vorlesung:
Sei 7 ein beschréanktes Funktional auf einer C*-Algebra A. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

(i) 7 ist positiv.
(ii) Fiir jede approximierende Eins (uy)xep von A gilt [|7|| = limy 7(u,).

(iii) Es gibt eine approximierende Eins (uy)xea von A, so dass gilt ||7|| = limy 7(u,).

Aufgabe 4 (10 Punkte). Sei H ein separabler Hilbertraum und I # 0 ein abgeschlosse-
nes Ideal in B(H). Zeigen Sie, dass IC(H) C I gilt. (Betrachten Sie zunéchst Operatoren
¢ — (& ()n fir feste Vektoren ¢,n € H). Man kann sogar zeigen, dass IC(H) das ein-
zige eigentliche abgeschlossene Ideal von B(H) ist. Folgern Sie, dass die Calkin-Algebra
C(K)= B(H)/K(H) einfach ist. Hat B(H) noch weitere nicht abgeschlossene Ideale?



