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Aufgabe 1. Seien H1 und H2 Hilberträume und sei T : H1 → H2 eine lineare Abbildung.
Wir definieren durch d(x, y) := ‖x− y‖ eine von der Norm ‖x‖ :=

√
〈x, x〉 induzierte

Metrik. Zeige, dass folgende Charakterisierungen von “T ist isometrisch” äquivalent sind:

(i) d(Tx, Ty) = d(x, y) ∀x, y ∈ H

(ii) ‖Tx‖ = ‖x‖ ∀x ∈ H

(iii) 〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉 ∀x, y ∈ H

Aufgabe 2. Sei H ein Hilbertraum. Für zwei abgeschlossene Teilräume K1, K2 ⊂ H
schreiben wir H = K1 ⊕K2 falls K1 ⊥ K2, K1 ∩K2 = {0} und jedes Element z ∈ H eine
eindeutige Darstellung z = x1 + x2 mit xi ∈ Ki hat. Zeige:

(a) Die Abbildung P : H → H, P (x1+x2) := x1 ist eine Projektion (dh. P = P ∗ = P 2)
mit PH := BildP = K1 und KernP = K2. Außerdem ist auch 1−P eine Projektion
und zwar auf den Raum K2 (dh. (1− P )H = K2).

(b) Ist umgekehrt P : H → H eine Projektion, so ist PH abgeschlossen und mit
K1 := PH und K2 := (PH)⊥ ist eine Zerlegung H = K1 ⊕K2 gegeben.

Aufgabe 3. Ähnlich wie in Aufgabe 2 lassen sich auch andere Eigenschaften von Opera-
toren rein algebraisch fassen. Zeige:

(a) V ∈ L(H) ist eine Isometrie (dh. V ∗V = 1) genau dann, wenn V isometrisch ist.

(b) U ∈ L(H) ist unitär (dh. U∗U = UU∗ = 1) genau dann, wenn U ein Isomorphismus
von H ist, dh. U ist isometrisch und surjektiv.

(c) Der einseitige Shift S ∈ L(H) ist gegeben durch Sen = en+1, wobei (en)n∈N eine
ONB von H ist. Zeige, dass S eine Isometrie, aber kein Unitäres ist.

(d) Gibt es auch einen endlich-dimensionalen Hilbertraum H mit einer Isometrie
V ∈ L(H), die kein Unitäres ist? Haha, natürlich nicht. Warum nicht?


