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Aufgabe 1. Sei tr die normalisierte Spur auf M, (C), gegeben durch tr((a;;)) = = 37" | az.
Es ist bekannt, dass tr(zy) = tr(yz) gilt. Sei h € M, (C) ein positives Element und
frn: M,(C) — C durch fi(z) := tr(hx) definiert. Zeige, dass die Abbildung h +— f}, eine
ordnungserhaltende Bijektion zwischen der Menge der positiven Elemente von M,,(C) und

der Menge der positiven Funktionale von M, (C) definiert, mit || || = tr(h).

Aufgabe 2. Sei f ein Zustand auf einer C*-Algebra A und (7, Hy) die zugehorige GNS-
Darstellung.

(a) Sei I < A ein Ideal in A. Zeige: I C kern(my) = I C kern(f)

(b) f heift treu, falls f(a) = 0 = a = 0 fiir jedes positive a € A.
Zeige, dass kern(my) = 0, falls f treu ist.

(c) Sei (ux)xea eine approximierende Eins in A. Zeige, dass (m¢(uy))ren in L(Hy) in der
starken Operatortopologie gegen 1 konvergiert (dass also m¢(uy)§ — £ gilt, fiir alle
£ € Hy).

Aufgabe 3. Beweise Lemma 6.13: Seien (7;, H;,&;), ¢ = 1,2 zwei zyklische Darstellungen
einer C*-Algebra A, seien f; : A — C, ¢ = 1,2 zwei positive Funktionale mit f;(x) =
(mi(2)&;, &) . Gilt nun f; = fo, so gibt es ein Unitéres U : H; — Hy mit mo(x) = Umy(2)U*
und U&; = &. (Tipp: Zeige zunéchst, dass m (7)€ — mo(2)&s isometrisch ist.)

Zusatzaufgabe®. Ein Zustand f auf einer C*-Algebra heifst rein, falls es fiir jedes positive
lineare Funktional g mit 0 < g < f eine Zahl A € [0, 1] gibt, so dass g = \f ist.

Zeige, dass die reinen Zustdnde auf M, (C) genau die fj sind, bei denen h ein Vielfaches
einer Rang-1-Projektion (dh. das Bild der Projektion h ist eindimensional) ist.

Wie sieht eigentlich die zu tr assoziierte GNS-Darstellung von M, (C) aus? Und wie jene
zu einem reinen Zustand assoziierte?

[In einem Krein-Milman-Sinne sind die reinen Zusténde die Extremalpunkte aller Zustén-
de. Man kann daher zeigen, dass im Allgemeinen die GNS-Darstellung zu einem reinen
Zustand f : A — C irreduzibel ist, dh. die einzigen abgeschlossenen Unterrdume von
Hy, die unter m7(A) invariant sind, sind 0 und H;. Insofern ergeben reine Zustinde also
besonders “platzsparende” Darstellungen.|



