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Aufgabe 1. Führe Bemerkung 7.4 aus, zeige also:

(a) Die Multiplikation ist getrennt stetig in der schwachen [sowie in der starken] Opera-
tortopologie. Sei also (xλ)λ∈Λ ein Netz in L(H), das schwach [stark] gegen x ∈ L(H)
konvergiert. Dann konvergiert (xλy)λ∈Λ schwach [stark] gegen xy.

(b) Die Involution ist stetig in der schwachen Operatortopologie.

(c) Weder Involution noch Norm sind stetig in der starken Operatortopologie (benutze
xnξ := e1〈ξ, en〉 für eine ONB (en)n∈N).

Aufgabe 2. Beweise Lemma 7.7: Seien S, T ⊂ L(H) zwei Teilmengen. Zeige:

(a) Die Kommutante S ′ ⊂ L(H) ist eine schwach abgeschlossene, unitale Algebra.

(b) Ist x∗ ∈ S für alle x ∈ S, so ist S ′ sogar ∗-abgeschlossen und also eine Von-Neumann-
Algebra.

(c) Es gilt S ⊂ S ′′, S ′′′ = S ′ und T ′ ⊂ S ′ falls S ⊂ T .

Aufgabe 3. Seien e, f ∈ L(H) zwei Projektionen (also e = e∗ = e2 und ebenso für f).
Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind (wir schreiben dann e ≤ f):

(i) ef = e (ii) fe = e (iii) eH ⊆ fH

(iv) f − e ist eine Projektion (v) f − e ist positiv


