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Aufgabe 1. Wir betrachten die Von-Neumann-Algebra A = L(H) für einen separablen
Hilbertraum H und Projektionen e, f ∈ L(H). Zeige:

(a) e ∼ f genau dann, wenn dim eH = dim fH.

(b) e ≺ f genau dann, wenn dim eH ≤ dim fH.

(c) e ist minimal genau dann, wenn e eine Rang-1-Projektion ist.

(d) e ist endlich genau dann, wenn eH endlich-dimensional ist.

(e) Finde eine Von-Neumann-Algebra A ⊂M3(C) und Projektionen e, f, g ∈ A, so dass
e ∼ f ≺ g mit f 6∼ g in M3(C) gilt, aber e 6∼ f und f 6≺ g in A.

Aufgabe 2. Sei A ⊂ L(H) ein Faktor und seien e, f ∈ A Projektionen. Zeige:

(a) Sind e und f minimal, so gilt e ∼ f .

(b) Ist f endlich und ist e ≺ f , so ist auch e endlich.

(c) ef = 0 genau dann, wenn eH ⊥ fH. In diesem Fall ist e+ f eine Projektion.

(d∗) Ist e unendlich, so gibt es unendliche Projektionen e1, e2 ∈ A mit e1e2 = 0 und
e1 + e2 ≤ e.

(Hinweis: Es gibt ein v ∈ A mit v∗v = e und vv∗ ≤ e 6= vv∗. Betrachte
vn(e− vv∗)(v∗)n für alle n ∈ N0.)


