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1 Langste Aufsteigende Teilfolge

1.1 Einfiihrung

In der Informatik versucht man Verfahren zu entwickeln, um eine
grofftmogliche Teilfolge zu finden, deren Elemente der Grofle nach geordnet
sind (vom kleinsten zum grofiten Wert). Diese Teilfolge ist nicht
notwendigerweise zusammenhéngend, oder eindeutig. Die Theorie der
lingsten aufsteigenden Teilfolge steht im Zusammenhang mit vielen
mathematischen Disziplinen wie z.B. der Darstellungstheorie, der Physik
und der Theorie der Zufallsmatrizen.

1.2 Definition: Lingste aufsteigende Teilfolge

Es sei S, die Permutationsgruppe der Menge {1, 2, ...,n}. Fiir eine beliebige
Permutation o € S,, bezeichnen wir eine Folge o(x1),...,0(xy) als
aufsteigende Teilfolge der Lénge k, wenn gilt:

1<y <9< ... <z, <nund
1<o(zy) <o(xe) <..<o(zg) <n

Wir bezeichnen eine aufsteigende Teilfolge o (1), ..., 0(xy) als eine ldngste
aufsteigende Teilfolge (engl. Longest increasing subsequence, LIS) von o,
wenn keine aufsteigende Teilfolge o(yy), ..., o(y;) existiert mit [ > k. Die
Lénge k einer langsten aufsteigenden Teilfolge der Permutation o
bezeichnen wir mit L, (o).

1.3 Beispiel:

Sei n =7 und o gegeben durch:

1234567

T 3152746

Dann ist eine aufsteigende Teilfolge von o gegeben durch
{0(2),0(4),0(6),0(7)} = {1,2,4,6} und hat die Lénge L;(c) = 4. In

diesem Fall ist sie eindeutig.

Folgendes Beispiel zeigt, dass die langste aufsteigende Teilfolge nicht immer
eindeutig sein muss:
Sei n = 4 und o gegeben durch



1 2 3 4

21 3 4
Dann finden wir als aufsteigende Teilfoglen {2,3,4} und {1, 3,4} welche
beide die Lange 3 haben. Da wir keine aufsteigende Teilfolge finden, welche
grofer ist als 3 sind beide Sequenzen von oben eine LIS von o.

1.4 Geometrisches Modell

-----

anschaulicherer Weg L,, darzustellen ist N Punkte

U, = (zn;0(x,)) € N> n € {1,..., N} in ein Koordinatensystem einzutragen,
wobei ¢ ein beliebige Permutation von x,, ist. Nun zeichnet man einen
Graphen G, der die Punkte (0;0) und (z,, + 1, mgx(a(xn) + 1)) so verbindet,
dass G stiickweise linear und streng monoton steigend ist und die Menge
{n € {i,..., N}|U, € G} maximiert.

Die y-Koordinaten, der auf diese Weise verbundenen Punkte, entspricht
einer langsten aufsteigenden Teilfolge der Permutation o.

1.5 Beispiel

1234567
T 31592746

somit ist die LIS={1,2,4,6}




1.6 Asymptotisches Verhalten

Die Frage die sich nun tiber die LIS stellt, ist wie verhélt sich ihre Lénge,
also L,, asymptotisch? Zu diesem Thema haben viele Mathematiker
Ergebnisse beigetragen. In den frithen 70-er Jahren konnte von Hammersley
gezeigt werden, dass

P(In"2L, —¢| > €) — 0 fiir n — oo
mit 1
P(o) = — Vo € S, und somit
n!

_ #{Permutationen o € S,|L,(0) = x}
B n!

P(L, =)

fir n, x € N und fiir eine Konstante ¢ € R mit 5<c<e

In den spéten 70-er Jahren wurde dann durch Logan und Shepp gezeigt,
dass ¢ > 2 ist. Unabhéngig von diesen Ergebnissen zeigten Vershik und
Kerov, durch gruppentheoretische und kombinatorische Argumente, dass
c<2.

Durch Kombination dieser Ergebnisse, gilt fiir das asymptotische Verhalten
von L,:

P(ln~2L, —2| > €) = 0 fiir n — oo

Welches als Gesetz der groflen Zahlen fiir L,, angesehen werden kann.

1.7 Schwankungen

In diesem Abschnitt wollen wir iiber Schwankungen von L,, um den
Erwartungswert reden. Typischerweise wiirde man nach dem zentralen
Grenzwertsatz davon ausgehen, das diese Schwankungen fiir n — oo gegen
eine Normalverteilung konvergieren. Doch Anfang der 90-er Jahre wurde
sowohl von Odlyzko und Rains, sowie von Kim vermutet, dass die
Standartabweichung von L, gegen c - ns fiir eine Konstante ¢ € R
konvergiert, und dass Ln=2V1 gine besondere Verteilung besitzt.

ne6
Im Jahr 1999 konnte diese Vermutung von Baik, Deift und Johansson
gezeigt werden( 30 Jahre nach den ersten Erfolgen zu diesem Thema).
Sie zeigten, dass fiir jedes £ € R gilt:
PRt <€) = F(€)

noé

wobei F'(-) die Verteilungsfunktion einer Tracy-Widom verteilten
Zufallsvariable ist.



1.8 Einblick in den Beweis von Baik, Deift und
Johannson

Wir werden in dieser Ausarbeitung versuchen einen kleinen Einblick in den
Beweis von Baik, Deift und Johannson zu geben. Dabei werden wir unser
Hauptaugenmerk auf eine wichtige Komponente des Beweises werfen, den
RSK-Algorithmus. Zuerst wollen wir aber die wichtigen Argumente des
Beweises der Reihe nach vorstellen:

1. Der RSK Algorithmus verbindet Permutationen mit Young-Diagrammen,
wodurch gezeigt werden kann, dass die Lénge der langsten aufsteigende
Teilfolge gleich der Lénge der ersten Zeile des Young-Diagramms ist.

2. Man definiert das Plancherel-Maf}, welches die Wahrscheinlichkeit dafiir
angibt, dass eine zufallige Permutation aus S,, durch den RSK-Algorithmus
auf ein Paar von Young-Tableaus der Struktur A abbildet (A Partition von

3. Das Plancherel-Mafl kann mit einem System von nicht-kreuzenden
Pfaden auf einen gerichteten Graphen in Verbindung gebracht werden. Die
Lange der 1. Reihe des Young-Diagramms ist gleich dem Wert des hochsten
Punktes im obersten Pfad.

4. Durch Anwendung des LGV-Theorems (eine Verallgemeinerung des
Satzes von Karlin-McGregor (Vorlesung))erhélt man eine
Determinantenform fiir das Gewicht von nicht-kreuzenden Pfaden. Dadurch
ergibt sich eine einfache Beziehung zwischen dem Plancherel-Mafl und dem
Schur-Ma#f.

5. Durch einige numerische Verfahren zeigt man, dass das Schur-Maf} auch
eine Determinantenform hat. Das impliziert ein dhnliches Ergebnis fiir die
Hohe von nicht-kreuzenden Pfaden, auf einer fixierten vertikalen Linie. Der
Wert des hochsten Punktes auf dieser Linie ist gleich der Lange der 1.
Reihe des Young-Diagramms.

6. Der Kern dieser Determinantenform konvergiert nach Skalierung gegen
den Airy-Kern. Daraus folgt, dass der Determinantenprozess gegen den
Airy-Prozess konvergiert. D.h. der groite Punkt des Schur-Mafles
konvergiert gegen die Tracy-Widom Verteilung.

(Quellen Kapitel 1: [1], [3])



2 RSK-Algorithmus

2.1 Definition: Young-Diagramme und
Young-Tableaus

Ein Young Diagramm ist eine Anordnung von Késtchen in Zeilen, welche
linksbiindig untereinandergeschrieben werden, so dass die Lange der Zeilen
von oben nach unten monoton fallend ist.

Bezeichnet man mit \; die Lange der i-ten Zeile, so erhalt man eine
Partition A = (A1, ..., A\x) von n, wobei n die Anzahl der Késtchen in dem
Diagramm ist, und wir sagen das Diagramm hat die Struktur .

Ein Young-Tableau ist ein Young Diagramm welches in den Késtchen die
Eintrage 1 bis n hat, so dass die Eintrége in jeder Zeile von links nach rechts
und in jeder Spalte von oben nach unten streng monoton wachsend sind.

2.2 Der RSK-Algorithmus

Der RSK(Robinson-Schensted-Knuth)-Algorithmus ist eine bijektive
Abbildung zwischen Paaren von Young-Tableaus welche die selbe Struktur
haben und Permutationen. Er wurde zuerst 1938 von Robinson und in einer
anderen Form 1961 von Schensted fiir gewohnliche Permutationen und
Young-Tableaus entdeckt und 1970 von Knuth fiir Permutationen mit
wiederholenden Elementen und einer allgemeineren Variante von
Young-Tableaus.

Um zu zeigen, dass eine Bijektion zwischen der Permutationsgruppe S,, und
Paaren von Young-Tableaus der selben Struktur und der Grée n besteht,
fithren wir zunéchst den RSK-Algorithmus ein:

Sei P ein Young-Tableau und x eine Zahl, welche noch nicht in P enthalten
ist. Dann kann x folgendermaflen in P eingefiigt werden:

Schritt 1: Sei R die erste Zeile von P
Schritt 2: Ist = kleiner als ein beliebiger Eintrag in R mache folgendes:

Schritt 2a: Suche den kleinsten Eintrag v in R der grofer als z ist und
ersetze y durch x

Schritt 2b: R sei die néchste Zeile von P, dann wiederhole Schritt 2 fur
ri=y



Schritt 3: Da x nun grofler ist als alle Eintrage in R, fiige x am Ende der Zeile R
ein.

Dieser Algorithmus ermoglicht es uns, eine beliebige Permutation o € .S,
eindeutig auf ein Paar von Young-Tableaus (P, Q) der selben Struktur
abzubilden. Dazu konstruieren wir rekursiv eine Folge von Paaren von
Young-Tableaus (P, Q1),...,(Pn, Q) wie folgt:

P = ) le

I

Gegeben P;, Q; erhalten wir P,y indem wir o(i + 1) geméfl dem
RSK-Algorithmus in P; einfligen, und @);,1, indem wir ); an der Stelle an
der P erweitert wurde um den Eintrag ¢ erweitern.

2.3 Beispiel

Es sei n=6, und o € Sg gegeben durch

1234567
T 4621735

Es ist P1:7 le

P, — P,: x =6, da 6 > 4 flige x am Ende der 1. Zeile ein.

Mool o, 2]

Py, — P3: x =2, da 2 < 4 ersetze 4 durch 2, setze x := 4 und versuche 4 in
der 2. Zeile von P einzufiigen. Da diese leer ist, schreibe 4 an die 2. Reihe
von P.

216 1

[ )

4 3

Py = ) Q3 ==
P;— Py:x=1,1<2, also ersteze 2 durch 1 und versuche 2 in der 2. Zeile
von P einzufiigen. Da 2 < 4 ersetze 4 durch 2 und schreibe 4 in die 3. Zeile

von P.

-
-1

8] =
o

|-I-'~|l.u =

P4:i ) Q4:

Py— Ps:x=77>6>1, also fiige 7 am Ende der 1. Zeile ein.



1 E|F|
=
<

1
3

4 3

Ps=L"1 ; Qs=-

Ps — FPs: x =3, 3 <6 also ersetze 6 durch 3, dann versuche 6 in der 2.
Zeile von P einzufiigen. da 6 > 2 schreibe 6 ans Ende der 2. Zeile von P.

13| 7 1|2 5|

26 EN -

4 4
PGZ_ ) Qﬁz_

Ps— P;:x=5,dab < 7ersetze 7 durch 5. Da 7 > 6 > 2 wird 7 am Ende
der 2. Zeile von P eingefiigt.
ER -

|-P~h.'-|—'-

1

6|7 e |7
4

P7: ) Q?Z—

Also: N
o ESN (P Q)

Hierbei wird P, von ¢ durch den RSK-Algorithmus erzeugt, wiahrend @),
die Information enthélt, in welcher Reihenfolge P, aufgebaut wird. Durch
die Informationen in @),, kann man ¢ bereits wieder eindeutig durch

(P, @) bestimmen, ohne die komplette Folge (Fy), k = 1,...,n zu kennen.
Wie dies Funktioniert zeigt der Inverse RSK-Algorithmus.

2.4 Inverse RSK-Algrorithmus:

Im folgenden zeigen wir, wie man ausgehend von einem beliebigen Paar
Young-Tableaus (P,, @,,) der selben Struktur die Permutation o € S,,
erhélt, welche durch den RSK-Algorithmus auf (P,, @,) abgebildet wird.
Dazu konstruieren wir rekursiv eine Folge von Paaren von Young-Tableaus
(P, Qn), ..., (P1,@Q1), und die Permutation o(n),...,o(1):

Ausgehend von einem Paar von Young-Tableaus (P;, Q);) wobei Q; die
Eintrége 1, ..., hat, erhalten wir (P;_1,(Q;_1) durch folgenden Algorithmus:

Schritt 1: Suche den Eintrag ¢ in Q und den Eintrag x welcher in P an der
selben Stelle steht und entferne die beiden Eintrége.

Schritt 2a: Falls x in der ersten Zeile von P stand, definiere o(i) = .

Schritt 2b: Falls x nicht in der ersten Zeile stand, suche den kleinsten Eintrag y
in der Zeile dartiiber, welcher kleiner als = ist und ersetze ihn durch x.

9



Dann wiederhole Schritt 2 mit y statt x bis y aus der ersten Zeile von
P ist.

Beachte: Da man in @) jeweils den grofiten Eintrag weglasst, sind in jedem
Q; die Eintrédge 1, ...,7 sodass wir im 1.Schritt des Algorithmus immer den
grofiten Eintrag von Q suchen. Erhalt man Schliellich (P, Q1), definieren
wir o(1) = x, wobei x der verbleibende Eintrag in P ist.

Man sieht leicht, dass die so gefundene Permutation ¢ durch den
RSK-Algorithmus wieder auf das Paar (P, @,) abgebildet wird.
Erstaunlich ist, dass insbesondere die Rekursionsfolge (P, (),) mit der aus
der Abbildung ¢ — (P,, @,) iibereinstimmt.

2.5 Beispiel

Es sei folgendes Paar von Standard-Young-Tableaus gegeben:
3ils 1|25
6|7 3

Pr= ; Q=21

(Pr,Q7) = (FPs,Qg) : i =7, x="7,da x in der 2. Zeile steht, suchen wir
zunachst die groBite Zahl aus der ersten Zeile von P welche kleiner als x ist
und ersetzen diese durch 7. In diesem Fall ist es die 5. Da die 5 in der
ersten Zeile von P stand wird sie weggelassen.— o(7) =5

13.7"| 125|

6|7

|-l-w-h.'-.—=

2|6 3
4 4
Pe=L— ) Qe=1—

(Ps,Qs) — (Ps5,Qs5): i = 6, z = 6, Da x wieder in der 2. Zeile steht, ersetzen
wir wieder die groite Zahl aus der ersten Zeile von P welche kleiner als x ist
und ersetzen sie. Hier féllt also die 3 weg und 6 kommt an ihre Stelle.

6

— 0(6) =3
1 El 7 | 1] 2 5|
2 B
PE):i ) Q5:i

(Py,Q4) — (P3,Q3) : i =5, x =7 Da 7 schon in der ersten Zeile von P
steht, definiere o(5) = 7 und streiche 7 aus P.



(2%

B -
=
<

1
3

4 3

Py=L"] ; Qq==

(Py,Q4) — (P3,Q3) : 1 =4, x =4, da x in der 3. Zeile von P steht, ersetze
die grofite Zahl aus der 2. Zeile von P welche kleiner als x ist. Hier wird also
die 2 durch 7 ersetzt, dann suchen wir die grofite Zahl aus der 1. Zeile von
P welche kleiner als 2 ist und finden nur die 1. Die 1 wird also durch 2
ersetzt und wir definieren o(4) = 1
2|6 | 1
py=L2] , 05=L2
(P3,Q3) = (P2, Q2): i = 3, x =4, wir finden als groite Zahl aus der ersten
Zeile von P welche kleiner als x ist die 2. Wir ersetzen also die 2 durch 4
und halten fest: o(3) = 2

(P2,Q2) — (P1,Q1) : i =2, x =6 da x in der ersten Zeile von P steht,
streiche 6 in P und definiere ¢(2) = 6

P1=, le

Schliefllich definieren wir o(1) = 4. Somit liefert der Algorithmus die
Permutation

(%]

1234567
4 6 21735

g =

2.6 Folgerung

Wir haben gesehen, dass jede Permutation eindeutig auf ein Paar von
Young-Tableaus abgebildet wird, und die Umkehrabbildung existiert. Dies
zeigt, dass die Abbildung bijektiv ist. Da eine Bijektion zwischen S,, und
allen Paaren von Young-Tableaus der selben Struktur und der Grofle n
besteht, gilt:

#5S,, = #{ Paare von Young-Tableaus der selben Struktur und Grofe n}

2.7 Plancherel-Maf3

Es sei A = (A1, Ao, ..., A) eine Partition von n € N. Mit d, bezeichnen wir
die Anzahl Young-Tableaus mit Struktur A. Dann gilt:

11



#5S, = n! = #{ Paare von Young-Tableaus der selben Struktur und Grofie n}
= > d3
A Partition von n

Dadurch lasst sich ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf Young-Diagrammen
definieren, welches uns die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dass eine
zufillige Permutation aus S,, durch den RSK-Algorithmus auf ein Paar von
Young-Tableaus der Struktur A\ abgebildet wird (A Partition von n):

_ 4

~onl

PN

Dieses Wahrscheinlichkeitsmafl wird Plancharel-Maf§ genannt.
(Quellen Kapitel 2: [1], [2])
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3 Zusammenhang mit der lingsten
aufsteigenden Teilfolge

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen dem
Plancherel-Mafl und der ldngsten aufsteigenden Teilfolge einer zufélligen
Permutation.

3.1 Lemma

Wendet man den RSK-Algorithmus auf eine beliebige Permutation o € S,
an, so ist L, (o) = A; (Also der Lénge der 1. Zeile der Tableaus auf die o
abgebildet wird). Fiir den Beweis ist folgende Definition hilfreich:

3.2 Definition: Kanonische Sequenzen

Sei o0 € S, eine beliebige Permutation, welche durch den RSK-Algorithmus
auf das Paar von Young-Tableaus (P,, Q),,) abgebildet wird.

Die i-te kanonische Sequenz K; von o sei die Folge o(i1), 0 (i3), ..., o (ix),
wobei o(i;) der j-te Eintrag ist, welcher bei der rekursiven Konstruktion
von P, an der i-ten Stelle der 1. Zeile von P gestanden hat.

3.3 Beispiel

In dem Beispiel 2.3 waren die Kanonischen Sequenzen:
Ky = {0(1)7 0(3>7 0<4)} = {47 2, 1}

Ky = {0(2)7 0(6)} = {6’ 3}

K3 ={0(5),0(7)} = {7,5}

3.4 Beweis von Lemma 3.1

Behauptung 1: Jede kanonische Sequenz ist eine absteigende Teilfolge.

Beweis: Wenn P in der 1. Zeile an der Stelle i einen Eintrag o(i;) hat, kann
dieser gemafl dem Algorithmus nur ersetzt werden, durch einen Eintrag

o (iz) welcher kleiner ist als o(i1). Wenn also ein Eintrag o(iy) existiert der
nach o(iy) an der i-ten Stelle der 1. Zeile von P steht, muss also gelten

O'(’h) > O'(iz)

Da wir der Zeile nach die Eintrage o(1),0(2),...,0(n) einfiigen, ist ebenfalls
klar, dass i1 < 9. Damit ist die Folge o (1), ...,0(i)) eine absteigende
Teilfolge.

13



Behauptung 2: Zu jedem Element o(i;) der i-ten kanonischen Sequenz
existiert mindestens ein Eintrag o((i — 1);) der (i-1)-ten kanonischen
Sequenz, fiir den gilt:

o((i —1);) < o(i) und
(1—1); <19
Beweis:

Immer wenn ein Eintrag o(i;) an der i-ten Stelle der 1. Zeile von P
eingefiigt wird steht bereits ein Eintrag o((¢ — 1);) an der i-1-ten Stelle. Es
ist klar, da dieser bereits die Bedingung erfiillt, da er vor o(i;) eingefiigt
wurde, also muss (i — 1); < 4; sein. Ebenso muss o(i;) > o((i — 1),) sein,
damit o(4;) durch den Algorithmus hinter o((i — 1);) geschrieben wird.

Behauptung 3: L, (o) entspricht der Lénge der 1. Zeile von P.

Beweis:

(1) A; sei die Lange der 1. Zeile von P. Es existieren also j kanonische
Sequenzen. Da jede kanonische Sequenz eine absteigende Teilfolge ist,
kann also eine aufsteigende Teilfolge nur maximal 1 Element jeder
kanonischen Sequenz enthalten — L,(0) < A;.

(2) Nach der Behauptung 2 finden wir aber fiir jedes Element der i-ten
kanonischen Sequenz ein Element der i-1-ten kanonischen Sequenz fiir
das gilt:

o((t—1);) < o(4) und
(i—1); <7
Dies sind genau die Bedingungen fiir eine aufsteigende Teilfolge. Also

kénnen wir von jedem Element der A;-ten kanonischen Sequenz eine
aufsteigende Teilfolge der Linge A; finde — L, (o) > A

Aus (1) und (2) folgt dann die Behauptung.

3.5 Folgerung

Wir haben gesehen, dass fiir jedes Paar von Young-Tableaus mit Struktur A
(A :={A1, ..., A} eine Partition von n) eine Permutation o € S,, existiert,
welche auf das Paar von Young-Tableaus abgebildet wird. Zudem ist nach
3.1 Ly(0) = A

14



Also lasst sich auch die Wahrscheinlichkeit dasfiir, dass eine zuféallige
Permutation o € S, eine lingste aufsteigende Teilfolge einer bestimmten
Lange besitzt unter dem Plancherel-Mafl berechnen:

d;

A Partition von n " 7°
1:51)
Folgendes Beispiel zeigt, dass dies genau die Wahrscheinlichkeiten liefert an
denen wir interessiert sind:

3.6 Beispiel

Es sei n = 3. Die einzige Permutation in S mit L, (o) = 3 ist o = id.
Ebenso findet man nur eine Permutation o € S3 mit L, (o) = 1, namlich
1 2 3
3 21
Da es 3! = 6 Permutationen in S3 gibt, haben die restlichen 4
Permutationen eine LIS der Lange 2. Mit

1 P ; | L =
P(0) = g firalle o € S, P(Ly =) = H ermummnen; € Ssllslo) = o)

erhalten wir also:

P(Ly=3)=4 P(Ly=2)=3%, P(Ly=1)=¢

Betrachten wir uns nun Young-Tableaus der Grofie 3. Hierfiir gibt es 3
Strukturen, ndmlich A = (3) := Ay, A = (2,1) := Ag) und

A= (1,1,1) := A). Da die Eintrége in jeder Reihe und in jeder Spalte
monoton wachsend sein miissen, finden wir fiir A\(;) und A3y jeweils nur ein
Young-Tableau, namlich

fur )\(1) und

Fiir A2y finden wir 2 Young-Tableaus, ndmlich

flr )\(3).

12| 13|

3 2
|~ | und —

Damit erhalten wir unter dem Plancherelmaf:
P(Ly=3) = P()\(l)) = %

15



P(Ly=1)=P(\@) =

Das Plancherelmaf liefert also die gewiinschten Wahrscheinlichkeiten ohne
dass jede Permutation aus .S, auf aufsteigende Teilfolgen untersucht werden
muss. Dies ermoglicht fiir gegebenes n die Wahrscheinlichkeiten fir L,
effektiver zu berechnen.

Dieses Ergebnis liefert auch den ersten Schritt dafiir, den Zusammenhang
zur Tracy-Widom-Verteilung herzustellen, da weitere Uberlegungen auf
dem Plancherel-Mafl aufbauen (vgl 1.8).

(Quellen Kapitel 3: [1])
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