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Vorwort

Réaume holomorpher Funktionen (wie etwa Réume vom Bergmantyp
und Hardyrdume) und die auf diesen definierten Operatoren (wie etwa
Toeplitz-, Hankel- und Kompositionsoperatoren) sind seit vielen Jahren
Ausgangspunkt mathematischer Forschungsarbeit an der Schnittstelle
zwischen Funktionalanalysis und Funktionentheorie. Ziel ist es dabei,
die funktionalanalytischen Eigenschaften der Operatoren, wie beispiels-
weise Beschranktheit, Kompaktheit und Zugehorigkeit zu den Schatten
p-Klassen auf funktionentheoretische Eigenschaften der die Operatoren
induzierenden Funktionen zuriickzufiihren.

Die vorliegende Arbeit behandelt speziell Kompositionsoperatoren auf
Bergmanraumen iiber der Einheitskreisscheibe D mit Standardgewich-
ten. Diese werden im Folgenden mit A? (D) (oder kurz: A?) bezeichnet.
Bekannt ist, dass jede holomorphe Selbstabbildung der Einheitskreis-
scheibe einen kompakten Kompositionsoperator erzeugt. Dies stellt ei-
ne unmittelbare Folgerung aus dem Subordinationssatz von Littlewood
dar (vgl. Theorem 11.1 und Theorem 11.6 in [17]).

Bereits 1986 charakterisierten MacCluer und Shapiro in [10] die kom-
pakten Kompositionsoperatoren C, auf dem Bergmanraum A? (D) iiber
die Bedingung

N el i

o) A TGP
an die den Kompositionsoperator induzierende holomorphe Funktion
¢ : D — D. Dieses Kriterium wurde in der 2007 veroffentlichten Arbeit
[16] von Zhu auf die Bergmanrdume A? (B,,) tiber der Einheitskugel B,
im C" mit p > 0 und o > —1 verallgemeinert und liefert damit insbe-
sondere die Kompaktheitsbedingung auf den Bergmanrdumen A? (D).
Im Gegensatz dazu gibt es auf die Frage nach der Zugehorigkeit zu den
Schatten p-Klassen S,(A2) bisher keine allgemeine und zufriedenstel-
lende Antwort. Lange wurde vermutet, dass C, genau dann in S,(A2)
fiir p > 2 und o > —1 liegt, wenn

=0

p(2+a)

0.2) /D(11—_\—¢‘(Zz|§|2) T dA(z) < o0

erfiillt ist, denn die Giltigkeit dieser Vermutung war im Fall p = 2
bereits bekannt und die Bedingung (0.2)) stellte sich im Fall p > 2
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als notwendig heraus. Dariiber hinaus gelang Zhu in seiner 2001 er-
schienenen Arbeit [19] ein Beweis dieser Vermutung durch zusétzliche
Forderungen an die Funktion ¢. Zudem stiinde diese Charakterisie-
rung in volliger Analogie zur Theorie der Kompositionsoperatoren auf
Hardyridumen. Dennoch gelang es Xia, hierzu das 2002 in [15] verof-
fentlichte Gegenbeispiel zu finden. Eine vollstdndige Charakterisierung
steht aber weiterhin aus.

Im Folgenden mochte ich nach einer in KAPITEL 1 zusammengestell-
ten Einfilhrung der notwendigen Begriffe und der damit verbundenen
Theorie, in den ersten beiden Abschnitten von KAPITEL 2 zunéchst die
oben erwiéhnten Ergebnisse detaillierter vorstellen. Die Beweisfiihrung
zu Satz .10l mit Hilfe des Schur-Tests hat mich im Hinblick auf die
Arbeiten [4] und [11] veranlasst, zwei Alternativen zu der Integralbe-
dingung anzugeben. Auf diese mochte ich in den letzten beiden
Abschnitten von KAPITEL 2 eingehen (vgl. Satz und Satz [2.13)).
Da die Integralkriterien fiir die Zugehorigkeit von Kompositionsopera-
toren zu den Schattenklassen im Wesentlichen das Konvergenzverhalten
der Grenzwertbedingungen fiir die Kompaktheit der Kompositionsope-
ratoren betreffen, sollen in KAPITEL 3 Kriterien auf Grundlage der
Konvergenzgeschwindigkeit besprochen werden. Dabei mochte ich die
Fille betrachten, in denen Konvergenz von der Ordnung O((1— |2[*))
fiir |z — 17 mit w > 0 vorliegt. Hierbei wird unter anderem der Frage
nachgegangen, ob sich in diesen Féllen genauere Aussagen machen las-
sen, wenn nicht der Zugang iiber die Integralbedingungen gewahlt wird
(vgl. Satz [3.3] Satz und Satz [3.5]). Ferner werde ich in Abschnitt
3.3 eine Moglichkeit angeben, mit der sich feststellen lésst, zu welchen
Schattenklassen ein Kompositionsoperator nicht gehort.

In KAPITEL 4 sollen anschliefsend Zusammenhénge zwischen der Zu-
gehorigkeit von Kompositionsoperatoren zu den Schattenklassen und
der Geometrie des Bildes der den Kompositionsoperator induzierenden
Funktion gefunden werden. Hierfiir erweisen sich die Kriterien aus KA-
PITEL 3 als niitzlich. In Satz werde ich zeigen, dass Eigenschaften
des Bildes unmittelbar das in KAPITEL 3 behandelte Konvergenzver-
halten bedingen.

Anhand von Beispielen soll in KAPITEL 5 die Reichweite der gefunde-
nen Kriterien erprobt werden. Dabei werde ich sowohl ein Beispiel fiir
den geometrischen, als auch ein Beispiel fiir den direkten analytischen
Zugang geben. Das zweite Beispiel wird dariiber hinaus auch aufzei-
gen, dass das in KAPITEL 3 untersuchte Konvergenzverhalten nicht
ausreicht, um die Frage nach der Zugehorigkeit von Kompositionsope-
ratoren zu den Schattenklassen vollstdndig zu beantworten.

Giidesweiler, im Oktober 2008 Tobias Mai
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KAPITEL 1

Einfiihrung

1. Schattenklassen

Es sei T ein kompakter Operator auf einem separablen Hilbertraum
(H, (-,-)). Bekanntlich existieren dann Orthonormalsysteme (u,,) und
(vn) in H, sodass

VeeH: Tx= Z)\n(a:,un>vn,
wobei A, der n-te Singularwert von 7" ist.

Fiir 0 < p < oo bezeichnet S,(H) die Schatten p-Klasse von H, d.h. die
Menge aller kompakten Operatoren auf H, deren Singulartwertfolge zu
(P gehort.

SATZ 1.1 (Theorem 1.34, [17]). Sei T' ein kompakter Operator auf H
und (An)n die Singuldrwertfolge von T.
(a) Fir alle n € Ny gilt
Anpr = f{[|T = Fll; F e Fu},
wober
Fn ={F € L(H); dimran(F) < n}

die Menge aller stetigen linearen Operatoren auf H mit Rang
< n bezeichnet.
(b) Fiir alle n € Ny gilt

A= min_ max{|Tal; [lo] =1, (#,2;) =0, 1<j <n}.
x1 x

Dies ermoglicht den Beweis des folgenden Satzes:

SATZ 1.2 (Theorem 1.35, [17]). Es seien Ty und Ty kompakte Operato-
ren auf H und es bezeichne (A, (T')), die Singuldrwertfolge zu T'. Dann
gilt fiir alle m,n € Ny:
Agma1 (T +T2) < Mgt (Th) + A1 (T2)
und
Atmt1(T1T2) < X1 (T1) A1 (13).

Insbesondere stellen die Schatten p-Klassen Vektorraume dar. Ebenso
ergibt sich, dass alle S,(H) zweiseitige Ideale in £(H) bilden. Dariiber
hinaus gehort ein kompakter Operator T € £(H) genau dann zu S,(H),
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4 1. EINFUHRUNG

wenn T zu S,(H) gehort.

Besondere Bedeutung erhilt die sogenannte Spurklasse S1(H). Ist (e,)n
ein beliebiges Orthonormalsystem in H, so definiert man fiir 7' € S;(H)
durch

o0

tr(7T) == Z(Ten, €n)

n=1

die Spur von T'. Der Wert tr(7T') ist dabei unabhéngig von der speziellen
Wahl des Orthonormalystems (vgl. Theorem 1.24, [17]).

Fiir die Zugehorigkeit zu den Schatten p-Klassen gelten die folgenden
Vererbungseigenschaften:

SATZ 1.3 (Theorem 1.26, [17]). Sei T € L(H) ein kompakter Operator
auf H und sei p > 0. Dann sind dquivalent:
(i) T e 5,(H)
(ii) |T|P = (T*T)> € Si(H)
(i) T*T € Se (H)

Dariiber hinaus stellt fiir p > 1 die Schatten p-Klasse S,(H) einen
Banachraum beziiglich der Norm || - ||, dar. Diese ist definiert durch

(5x)

fir alle T € S,(H) mit Singuldrwerten (\,),. Ferner ist S,(H) abge-
schlossen in L(H).

hSA

1Tl := (tr (7°T)%))

2. Bergmanraume

Es bezeichne D die offene Einheitskreisscheibe in der komplexen Ebene
C und A das normalisierte Lebesguemafs auf D, d.h. A(D) = 1.

LEMMA 1.4 (Lemma 3.9, [17]). Sei o € R beliebig. Dann gilt:

/D(l — |2[*)*dA(w) = {007 a< -1

(a+1)7H a>-1
Beweis. Fiir z = re ist

dA(z) = _ dr db.
T



2. BERGMANRAUME 5

Damit rechnet man nach:

/D(l — [2]*)dA(z) = %/0% /01(1 — )% dr df
= /01(1 —r?)*2r dr
= /01(1 —r)%dr

B 00, a< —1
)+, a> -1

Fir o > —1 lassen sich durch
VeeD: dA.(2) = (14 a)(1—|z]*)*dA(2)

Mafke A, auf D definieren, die nach Lemma [I.4] ebenfalls normalisiert
sind.
Dartiber hinaus definiert man ein Mafs A auf ID durch

VzeD: d\z)=(1—|z]*)"%dA().

Man rechnet unter Verwendung des Transformationssatzes unmittelbar
nach, dass fiir alle f € L'(D,d\) und alle p € Aut(D) gilt:

/D F(p(2))dA(z) = / f(2)aA(2)

d.h. das Mak X ist mdbiusinvariant. Hierbei bezeichnet Aut(D) die
Automorphismengruppe von D.

DEFINITION 1.5 (Réume vom Bergmantyp). Sei « > —1 und p > 0
beliebig. Dann werden die Vektorrdume

A’;:{fe@( o= ([ 11PaA: )<oo}

als Ridume vom Bergmantyp (mit Standardgewichten) bezeichnet. Hier-
bei sei O(D) die Menge aller auf D holomorphen Funktionen.

Der Fall p = 2 liefert den Hilbertraum (A2, (-,-),) mit dem Skalarpro-
dukt (-,-)o : A% x A2 — C definiert durch

Vg A (= [ EIEAC)
Der Hilbertraum A? besitzt die Orthonormalbasis (e,,)3, wobei

F(n+a+2)

o Do Gl =\ Sy



6 1. EINFUHRUNG

fiir alle n € N. Insbesondere stellt A% einen separablen Hilbertraum
dar.

SATZ 1.6 (Reproduzierende Kerne). Sei o > —1. Durch

1
(1 _ Zm)oﬁr?

sind die reproduzierenden Kerne K, : 1D x D — C gegeben, d.h. es gilt:

Ve e f() = [ Kulzw)f(w)da,
D

VzoweD: Ky(z,w):=

Definiert man fiir » € D die Funktion K\ € A% durch
K (w) :== Ku(z, w)

z

fiir alle w € D, so gilt:
vie AL f(z)=(f K

Beweis. Die im Satz zusammengestellten Eigenschaften der repro-
duzierenden Kerne lassen sich etwa im Abschnitt 4.4 von [17] nachlesen.
Man beachte dabei speziell Korollar 4.20. Il

Aus der reproduzierenden Eigenschaft der Funktionen K () erhilt man
ferner:

1

()2 _ (o) (@) _ pola) — - -
HKZ H2,a - <Kz 7Kz >0¢ - K (Z) - KQ(Z,Z) - (1 _ ‘Z|2)a+2
bzw.

1Kl = ————.
ST e

)

Die normierten Reproduktionskerne kY e A% sind daher gegeben

durch
E9w)  (1-]zP)

a+2
1) () = _ -
2 (w) |‘K§a) H2 . (1 _ zw)a+2

fir alle w € D.

Fiir p > 0 und o > —1 stellt der Bergmanraum AP einen abgeschlosse-
nen Unterraum von LP(D, dA,) dar. Im Hilbertraumfall p = 2 existiert
daher eine orthogonale Projektion P, : L?*(D,dA,) — A2. Unter Ver-
wendung der reproduzierenden Kerne erhélt man dariiber hinaus eine
Darstellung der Bergmanprojektionen P, als Integraloperatoren:

Vfe L*(D,dA,), z€D: P,f(z) = /DKa(z,w)f(w)dAa(w)

Die reproduzierenden Kerne werden ferner zur Definition der Berenzin-
transformation verwendet.
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3. Berenzintransformation

Es sei T € L(A?2) beliebig. Man definiert nun die Berenzintransfor-
mierte T': D — C von T" durch

T(2) == (Tk k),

z )z

fir alle z € D.

Die folgenden Séatze zeigen, dass sich die Zugehérigkeit von Operatoren
zu den Schatten p-Klassen S,(A2) iiber die Integrierbarkeit der Beren-
zintransformierten beziiglich des mdbiusinvarianten Mafses A charakte-
risieren lasst.

SATZ 1.7 (Theorem 6.4, [17]). Sei T € L(A2%) ein positiver Opera-

tor. Dann gehort T genau dann zur Spurklasse, wenn T € LY(D,dN).
Genauer gilt die folgende Spurformel:

tr(T) = (a + 1) / T(2)dA(2)

D
KOROLLAR 1.8 (Corollary 6.5, [17]). Ist T € L(A2) ein beliebiger Ope-

rator in der Spurklasse, dann gilt T € L*(D,d)\) und die Spurformel
ist erfillt.

SATZ 1.9 (Theorem 6.6, [17]). Sei T € L(A2%) ein positiver Operator.
(a) Ist 1 < p < oo und T € S,(A2), dann gilt T € LP(D,d\).
(b) Ist 0 <p <1 undT € LP(D,dN), dann gilt T € S,(A2).
KOROLLAR 1.10 (Theorem 6.7, [I7]). Ist 1 < p < oo und T € S,(A2),
dann gilt T € LP(D, d)).

Diese Aussagen sind speziell fiir Toeplitzoperatoren von Bedeutung.

4. Toeplitzoperatoren

Zu einer beliebigen Funktion ¢ € L*°(ID) lasst sich der zugehorige To-
eplitzoperator

T,: A, — A [ Palof)
definieren. Fiir ein f € A2 und z € D gilt also:

T,f(z) = / Ko (2, w) f () p(w)d Ao ()

Allgemeiner lésst sich zu einem endlichen komplexen Borelmaf ;o auf
D der Operator
T,: H* — O(D)

definieren durch

Vie H®, zeD: Tuf(z):/H)Ka(z,w)f(w)du(w),
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wobei H* die Menge aller auf D beschrankten holomorphen Funktio-
nen bezeichnet. Der Operator T}, zu einem endlichen komplexen Borel-
maf heift beschrinkt auf A2, falls ein C' > ( existiert mit

Vie H* : |Tufllza < Cllf]l2a
Der folgende Satz liefert hierzu ein Kriterium.

SATZ 1.11 (Theorem 7.5, [I7]). Sei p ein endliches positives Borelmaf
auf D. Dann sind dquivalent:

(a) T), ist beschrinkt auf A% .
(b) w ist ein Carleson-Map fiir A%, d.h. es existiert eine Konstante
C > 0, sodass

/D F)Pdu(z) < © / F(2)PdAa(2)

fiir alle f € A2.

Ist nun 7), auf A2 beschrinkt, dann ist die Berenzintransformierte (wel-
che dann auch kurz mit z bezelchnet wird) gegeben durch

T(2) = DAk = [ 1K) ) (o)
fiir alle z € D. Speziell fiir das Borelmafs p definiert durch

dp(z) = p(2)dAa(2)
mit ¢ € LY(D, dA,) schreibt man auch T}, = T,. Ist ¢ auf D beschrénkt,

so stimmt dies mit der einfachen Definition des Toeplitzoperators iiber-
ein.

Die folgenden Sétze liefern nun die gewiinschten Bedingungen fiir die
Zugehorigkeit zu S,(A2).

SATZ 1.12 (Lemma 7.10, [17]). Sei v ein positives Borelmafl auf D,
sodass T), auf A% beschrinkt ist. Dann gilt

0= [ Kale2)dute)

mit der Vereinbarung, dass beide Seiten unendlich sein kénnen. Speziell
gilt fiir jede nichtnegative Funktion ¢ auf D, fir die T, beschrinkt ist:

t(T) = (1) [ p(2)ire)

SaTz 1.13 (Theorem 7.18, [I7]). Seien a > —1 und 5= < p < o©
beliebig. Ferner sei pu ein positives Borelmaf auf D. Dann sind dquiva-

lent:

(a) Der Operator T,, gehirt zu Sp(A2).
(b) Die Funktion p ist in LP(D, d)\)
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5. Kompositionsoperatoren auf Bergmanraumen

Fiir eine beliebige holomorphe Funktion ¢ : ) — D ist durch

Cp: OD) — OD), fr=fop
eine wohldefinierte lineare Abbildung gegeben.

SATZ 1.14 (Theorem 11.6, [17]). Seienp >0, a > —1 und ¢ : D — D
holomorph. Dann gilt fiir alle f € AP:

[tnran < (O [pas

Insbesondere gehort zu einer holomorphen Funktion ¢ : D — DD eine
lineare Abbildung

Cp: AL — AV f— foyp,

die aufgrund des vorangegangenen Satzes [[.14] einen wohldefinierten,
stetigen und linearen Operator darstellt, den sogenannten Kompositi-
onsoperator auf dem Bergmanraum (A2, || - ||,.o). Genauer gilt:

1+ [p(O))\ 7
ICelha < (120)

Bemerkenswert ist, dass im eindimensionalen Fall Kompositionsopera-
toren automatisch stetig sind. Behandelt man hingegen Bergmanraume
iiber Einheitskugeln B,, im C", so ist dies im Allgemeinen nicht mehr
richtig. Man vergleiche hierzu etwa [16].

Es stellt sich nun die Frage nach der Kompaktheit der Kompositions-
operatoren. Der nachfolgende Satz gibt hierzu eine Charakterisierung
an.

SATZ 1.15 (Theorem 11.8, [17]). Seip > 0, « > —1 und ¢ : D — D
beliebig. Dann ist der Kompositionsoperator C, : A — AP genau dann
kompakt, wenn
N E
im ——
=1 1 — (=)
Diese Aussage lidsst sich ebenfalls auf Bergmanridume iiber der Ein-

heitskugel B,, im C™ verallgemeinern. Hierbei muss die Beschranktheit
der Kompositionsoperatoren vorausgesetzt werden:

SATZ 1.16 (Theorem 4.1, [16]). Sei p > 0 und o > —1. Ist C, auf
A%(Bn) beschrinkt fir e g > 0 und ein —1 < 8 < «, dann ist C,
genau dann kompakt auf AP(B,), wenn

I el <1
m —F07=
2=1- 1 — op(2) 2

=0.

=0.



10 1. EINFUHRUNG

Dieses Ergebnis wurde fiir den eindimensionalen Fall bereits 1986 von
MacCluer und Shapiro in [10] vorgestellt. Es ergab sich damit die Frage,
ob und wie dieses Kriterium auf hohere Dimensionen verallgemeinert
werden kann. Der obige Satz wurde 2007 von Kehe Zhu in [16]
verdffentlicht und 16st dieses Problem auf eine erfreuliche Weise. Der
dortige Beweis findet sich im eindimensionalen Spezialfall auch in [17].
Auf dem Weg zu dieser vollstandigen Losung wurde 2001 von Dana D.
Clahane in [4] das folgende Kriterium bewiesen:

SATZ 1.17 (Theorem 1.1, [4]). Seienp > 0 und o > 0. Sei ¢ : B, — B,
eine holomorphe Funktion, sodass Cy, auf AP(B,,) beschrinkt ist und

i (1 ) eI =0
e=1- \ 1 — [o(2)[? 7 '
Dann ist C,, kompakt auf AL(B,) fir alle 3 > a.

Hierbei bezeichnet ¢’ die Fréchet-Ableitung von ¢ und || - || die Opera-
tornorm auf £(C").

DEFINITION 1.18 (Fréchet-Ableitung). Seien (E, | - ||g) und (F, |- || r)
zwei Banachrdume und T : Q — F ein (nicht notwendig linearer) Ope-
rator auf einer offenen Menge Q0 C E. T heifit Fréchet-differenzierbar
in einem Punkt x € ), wenn ein Operator L € L(E, F) existiert, sodass

|T'(x + h) = T(x) — Lh||r

=0.
Il 5 —0 AP

Man nennt dann L die Fréchet-Ableitung von T im Punkt x und schreibt
hierfir T'(z).

In dieser Arbeit werden dariiber hinaus folgende Hilfssétze benotigt:

LEMMA 1.19 (Forelli-Rudin-Lemma). Seien o > —1 und t > 0 beliebig.
Dann existiert eine Konstante C' > 0, sodass

(1 [w]2)e c

VzeD: ——— dA(w) < —————
o b |1 — zw[2rett (w) < (1—[z]2)
Beweis. Den Beweis einer allgemeineren Aussage findet man etwa
in [I7] unter Lemma 3.10. O

Als Anwendung ergibt sich der folgende Satz, der in einer Verallgemei-
nerung auf den mehrdimensionalen Fall eine Charakterisierung der Be-
schrianktheit von Kompositionsoperatoren liefert. Man vergleiche hierzu
Satz 3.1 in [16].

SATZ 1.20. Seien p > 0, a > —1 und t > 0. Fir jede holomorphe
Funktion ¢ : D — D existiert eine Konstante C' > 0 mit

1
VzeD: / L aem< S
o [1 = zp(w)[rett (1= =%)
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Beweis. Fiir festes z € D sei die Funktion

1
W
definiert. Diese ist offensichtlich holomorph und wegen

1 1
|1 — zw[>tott = (1 — |z])2+a+t

f:: D=C, wr f.(w):=

VweD: |f.(w)|=

in Al enthalten. Ist nun ¢ : D — D eine beliebige holomorphe Funk-
tion, dann ist der zugehérige Kompositionsoperator C, auf Al be-
schrankt. Es gilt also

1Cofellra < 1Col1allf2ll1a-
Nach Satz existiert daher ein Cy > 0, sodass

1
— dA.(z) < ||C a/ dA,(w
Lt < Wl | daa(o

w
— (+a)c, ||1a/ %M(w)
o
EED

mit einer Konstanten
C = (1 + a)chul,aCO > 0.
O

LEMMA 1.21 (Proposition 11.7, [17]). Sei o > —1 beliebig. Fiir den zu
Cyp : A% — A2 adjungierten Operator C7, gilt:

-z \ %
C kD, = [ —Z
162K = (=757 )

Beweis. Sei also o > —1 beliebig. Fiir alle z,w € D rechnet man
zunéchst nach:

C;K§a>(w) - <C*K(Q,Ka)a (K ) C,K!™),
>

d.h. es gilt fiir alle z € D

* (o) (o)
CrE® = K.

Nach den Eigenschaften der reproduzierenden Kerne ergibt sich weiter
1

(1= lp(2)2) 5"

ICEE 20 = | KS) 2.0 =
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und damit wie gewiinscht:

* fe 24a
Ted _W%Kﬁm@_( rde)z
A N S T S T Y YE
7 [P 1—p(2)

t

KOROLLAR 1.22. Sei ¢ : D — D eine holomorphe Funktion. Dann gilt
fiir alle z € D:

1= 2P _ 1+[p(0)
= ()F = T=[0(0)

Beweis. Sei also ¢ € O(D, D) gegeben. Nach Satz stellt C,, :
A% — A? einen stetigen Operator dar, mit der Norm

1+ [#(0)]
1Cell20 < =531
’ 1= (0)]
Nach Lemma erhdlt man wegen \|/<:§°)\|2,0 = 1 die Behauptung:
L— |2 1+ |p(0)]

T N9 C*k£0)20§ C* 2,0 — C 20§—
1_|¢(Z)|2 H © ”7 H <pH, ” ‘PH, 1_|§0(0)|

6. Kompositionsoperatoren auf Blochraumen

Man definiert den Blochraum B durch
5o {1 € O Il s= sup(1 — P11 2} < oo}
und den kleinen Blochraum By C B durch
Bi={ £ €0@) i (1= BPIFE)] =0}

Wird der Blochraum B mit der Norm || - || versehen, welche durch

vieB: |fll:=1rOf+I/fls

gegeben ist, so erhédlt man den Banachraum (B, || - ||). Dann stellt By
einen abgeschlossenen Untervektorraum von (B, || - ||) dar.

Im vorangegangenen Abschnitt wurde der allgemeine Kompositions-
operator

Cp: OD) - OD), fr foyp

zu einer Funktion ¢ € O(D, D) auf die Bergmanrdume AP mit p > 0
und o > —1 eingeschrankt, wodurch ein stetiger linearer Operator
C, : AP — AP entstanden ist. Eine Anwendung des Schwarz-Pick-
Lemmas zeigt, dass dies auch fiir die Blochrdume méglich ist (vgl. [11]).
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ABBILDUNG 1. Stolz-Winkelbereich I'y; fir M = 1.

SATZ 1.23. Fir alle holomorphen Funktionen ¢ : D — D und alle
f e B gilt:
1f o ells < [Iflls

Insbesondere sind C, : B — B und C, : By — By wohldefinierte und
stetige Operatoren.

Es stellt sich nun die Frage, wie die Kompaktheit dieser Kompositions-
operatoren charakterisiert werden kann. Fir C, : By — By gibt der
folgende Satz eine Antwort.

SATZ 1.24 (Theorem 1, [11]). Sei ¢ : D — D holomorph. Dann ist der
Kompositionsoperator Cy, : By — By genau dann kompakt, wenn
. 1— |z

lim ————|Y'(2)] = 0.

EESEN S Iso(Z)I?'sO( )
Theorem 2 des gleichen Artikels liefert eine dhnliche Aussage fiir die
Kompaktheit von C, : B — B.
Bemerkenswert ist, dass die Kompaktheit von C, : By — By iiber
geometrische Eigenschaften von ¢(ID) beschrieben werden kann:
DEFINITION 1.25. Fir M > 0 nennt man

Dy = {w € D; [1—w| < M(1— |u]?)}

einen Stolz- Winkelbereich bei 1.

Im Folgenden bezeichne D, (z) fir z € C und r > 0 die offene Kreis-
scheibe in der komplexen Ebene mit Mittelpunkt z und Radius r, d.h.

D, (z) ={weC; |w—z <r}.
DEFINITION 1.26. Sei G C D offen, sodass G N OD = {1} erfiillt ist.



14 1. EINFUHRUNG

(a) Gilt
dist(w, 0G) = o(|1 —wl|) fir w— 1,

so sagt man ,,G hat eine Spitze bei 1
(b) Die Spitze bei 1 heifit ,nichttangential®, falls Zahlen M,r > 0
existieren, sodass

GN D, (1) CTy.
Es gilt nun der angekiindigte Satz:

SATZ 1.27 (Theorem 5, [11]). Sei ¢ : D — D eine holomorphe und
injektive Funktion, fir die G := ©(D) bei 1 eine nichttangentiale Spitze
besitzt und G N OD = {1} erfillt, dann ist C, : By — By kompakt.



KAPITEL 2

Integralkriterien fiir die Zugehorigkeit zu S,(A?)

1. Allgemeines Kriterium

Ist eine holomorphe Funktion ¢ : D — DD gegeben, dann stellt sich
die Frage, ob und wie die funktionentheoretischen Eigenschaften von ¢
die funktionalanalytischen Eigenschaften von C, bestimmen. Nachdem
dies im Fall der Beschrénktheit (vgl. Satz und Kompaktheit (vgl.
Satz geschehen ist, sucht man nun nach Eigenschaften von ¢, die
die Zugehorigkeit von C, zu den Schatten p-Klassen S,(A2) bedingen.
Ein erstes Kriterium liefert das folgende Lemma:

LEMMA 2.1 (Theorem 11.9, [I7]). Seip > 32-. Dann gehért der Kom-
positionsoperator

C,: A2 — A2
genau dann zu Sy(A2), wenn die Funktion
1
®: D>R, 2 (1-— \z|2)2+a/ — dAs(w)
o [ = Zp(@) e

in LP/2(D, d)) liegt.
Beweis. Zunichst stellt man fest, dass fiir alle f € A2 und alle
z € D gilt
Cof(2) = (Cof, K) = (f, Co K1)
bzw. in Integralform
Cif(z) = / CORyn
D (1= zp(w))**e

Insbesondere erhilt man fiir alle f € A% und alle z € D:

CrCf(2) = / JEW) 4w
D (1= zp(w))**
Man definiert nun das Pullback-Maf (i, o zu A, unter der Abbildung
o, d.h. fiir fiir jede Borelmenge E in D ist

fpalE) = Aa(p™ (E)).
Damit ergibt sich fiir alle f € A% und 2 € D weiter

C0u () = [ b titpa(u) = T, ).

15
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d.h. C3C, = T,,, ist der Toeplitzoperator zum Mak p, . Dessen

Berenzintransformierte ist gegeben durch

firale) = /|/<: 0)Pdjtga(w)

= [ I plw) P (w)

2+a 1
= O A
- )

fiir alle z € D. Nach Satz ist die Bedingung ® € LP/2(D,d\)
dquivalent zu C;C, = 1T}, , € Sp/z(A ). Dies ist nach Satz aber

Hep, o

genau dann der Fall, wenn C, € S,(A2) erfiillt ist. Damit folgt die
Behauptung. U

Je nach Situation erweist sich auch die folgende Charakterisierung als
niitzlich, die etwa im Beweis zu Lemma 11.11 in [I7] und im Beweis zu
Lemma 3.3 in [19] verwendet wird:

LEMMA 2.2. Seip > L. Liegt die Funktion

(1 — wp)*
11— Zp(w)[2G3+e)

in LP2(D,d)), dann gehort auch die Funktion

®: D-R, 2 (1-— \2]2)2+a/ L dA,(w)
D [1 = zip(w) [P+

F:D—-R, z2—(1- 2*“/“0 dA(w)

zu LP2(D, d)\) und der Kompositionsoperator
Cy, - A% — A2
ist in S,(A2) enthalten.

Beweis. Seien also p > 2%1 und ¢ € O(D, D) gegeben, sodass die
Funktion

|w| )2+O¢
|2(3+a

F:D—-R, z—(1- 2+°‘/ |90|1 dA(w)

in LP/?(D,d)) liegt. Nach Lemma [2.1] geniigt es fur C, € 5,(A2) zu
zeigen, dass die Funktion

®: D—-R, z+— (1— |z]2)2+°‘/ L dA,(w)
o 1= p(w) e

zu LP/2(D, d\) gehort. GemiR Satz 4.28 in [17] existiert nun eine Kon-
stante C' > 0, sodass fiir alle f € O(D) gilt:

[1rPa-topraaw < (170 + [ 17k - i)
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Wendet man diese Abschétzung bei festem z € D auf die Funktion
1. € O(D) an, welche durch

24«

(1—[2*)7=
—_ 24«
(1 - Zp(w))
fiir alle w € D definiert ist, so ergibt sich

d(2) < Cla+1) (I 1(i ;J(Z(L),)Q;i@ + F(z>>

fa(w) ==

fiir alle z € D. Aufgrund der Voraussetzung p > 24%01 ist die Funktion

(1 o |Z|2)2+o¢
|1 — Zp(0) 2@+

wegen
(1 o |z|2)2+a < (1 _ |Z|2)2+oz
|1 —Zp(0) 2T = (1 — [p(0)])2F)

nach Lemma in LP/2(D, d)\) enthalten. Wegen F' € LP/2(D, d)) folgt
wie gewiinscht ® € LP/2(D, d)\). O

VzeD:

Da man die Zugehorigkeit des Kompositionsoperators C, zu den Schat-
ten p-Klassen S,(A2) iiber die Eigenschaften von ¢ charakterisieren
mochte, sind diese Aussagen alleine nicht zufriedenstellend, denn ¢ ist
an den Integralbedingungen nur indirekt (d.h. nach einigen Transfor-
mationen) beteiligt. Daher interessiert man sich fiir Kriterien, die die
Eigenschaften von ¢ direkt betreffen.

2. Funktionen mit beschrankter Valenz

Orientiert man sich an der entsprechenden Theorie im Fall der Hardy-
rdume (vgl. Theorem 11.17 in [17]), so lésst sich im Hinblick auf die
Kompaktheitsbedingung

1— 2
lim 12

= " _p
lzl-1- 1 — |(2)]?

ein Zusammenhang zwischen der Integrierbarkeit der Funktion
1—|z?
= 2
1 —p(2)]

iiber D beziiglich des mobiusinvarianten Mafes A und der Zugehorigkeit
von C, zu den Schatten p-Klassen vermuten. Diese Vermutung wird
durch das folgende Lemma unterstiitzt, dessen Beweis etwa in [19]
(unmittelbar nach Lemma 3.2) und in [I7] (im Beweis zu Theorem
11.10) zu finden ist.
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LEMMA 2.3. Seien p > 2, a > —1. Ist ¢ : D — D eine holomorphe
Funktion, fir die der zugehirige Kompositionsoperator Cy, in S,(A2)
liegt, dann ist

p(2+a)

/]D) <11—_\—90‘(Zz|§|2)2 dA(z) < oo.

Beweis. Sei also ¢ : D — D holomorph mit C, € S,(A2%). Man
definiert nun den Operator T":= C,C7; und bestimmt dessen Berenzin-
transformierte:

VzeD: T(z) = (TE k™), = (C,Cok, k),

z V2 pVz
* * *7.(a) |12
= <Ccpkz ’C k > = ||O<pkfgr )||2,a
Ferner gilt nach Lemma [1.21}
24«
1—|2z]2 \ 2
eps 1o - (1)
1O e =T

Da mit C, auch C} in S,(A7) enthalten ist, gilt T € S,/5(A2), so-

dass man nach Satz bereits T € LP/2(D,d\) erhilt. Es folgt wie
behauptet

p(2+a)

[(r) @0 = [lerkoe
- A}nawwww<m

Man konnte nun erwarten, dass auch die Umkehrung dieser Aussage
gilt, d.h. dass die Bedingung

i

, | e
/D<11__|—¢‘(ZZ’)|2) >dA(Z)<oo

bereits C, € S,(A2) impliziert. In der 2002 verdffentlichten Arbeit [15]
wird aber anhand eines Gegenbeispiels gezeigt, dass dies im Allgemei-
nen nicht richtig ist.

In [1I7] und [19] wird allerdings durch eine zusétzliche Forderung an
die den Kompositionsoperator induzierende Funktion ¢ € O(D, D) die
Giiltigkeit dieser Behauptung bewiesen:

SATZ 2.4. Seienp > 2, a > —1 und sei ¢ : D — D eine holomorphe
Funktion, fir die die Funktion

/ 2
U: D—R, ey [ @y
BRI ST Tt
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auf D beschrinkt ist. Dann liegt der zugehirige Kompositionsoperator
C, genau dann in Sy(AZ%), wenn

p(2+a)

/]D) <1l—_|—go|(zz|z;|2> ) <

Wihrend der in [19] dargestellte Beweis im Wesentlichen auf der kom-
plexen Interpolationsmethode beruht, wird in [17] ein Zugang tiber den
Schur-Test gewahlt:

SATZ 2.5 (Theorem 3.6, [17]). Sei (X, u) ein Mafsraum, K eine nicht-
negative messbare Funktion auf X x X und 1 < p < oo. Euzistieren
C1,Cy > 0 und eine positive messbare Funktion h auf X, sodass

/ K(x,y)h(y)ldu(y) < Cih(z)?

fiir p-fast alle v € X und

/ K (2, y)h(z)Pdp(z) < Coh(y)?

fiir p-fast alle y € X, wobei 1 < q¢ < oo durch * >t l = 1 bestimmdt ist,
dann stellt T : LP(X,dp) — LP(X, du) deﬁmert durch

/Kas DFW)duly) (f € L(X, du),x € X)
einen wohldefinierten, stetigen, linearen Operator mit Norm ||T|| <
C’ll/qC';/p dar.

Damit lasst sich Satz[2.4] beweisen. Die Hinrichtung ist mit Lemma
bereits gezeigt, die Riickrichtung ergibt sich aus folgendem Lemma:

LEMMA 2.6 (Lemma 11.11, [I7]). Ist 1 <p < o0 und ¢ : D — D eine
holomorphe Funktion mait

(i) Es gilt:

/]D) (11—_|—90|(|§|2) o dA(z) < o0

(ii) Die Funktion

UV: D-R, z— (1-— 2+a/|1 dA(w)

|4+oz

st auf D beschrinkt.
dann gehort die Funktion

1
b: DR, 2 (1 |z|2)2+a/ L gaw)
o T spm) P

zu LP(D, dXN).
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Beweis. Man behandelt zunédchst den Fall p = 1. Unter Verwen-
dung des Satzes von Fubini und dem Forelli-Rudin-Lemma [T.19] erhélt
man

P(2)dA\(z) = (1—]z?)** ———— o Aa(w) | dA(2)
[ = f (e f i)
L1 |1—1_ 'Z'W 4 0) 44
// \1— z|2(2+a dA(z) dAq(w)
B /]D) </]D) = &w_)z||z2|+)a+<2+a) dA(Z)) dAa(w)
< <[ \so<1w>\2>2+ad"‘a<f>
= 0(a+1)[@ (%) - A\ (w)

< o0

mit einer Konstanten C' > 0. Man bemerkt insbesondere, dass dieser
Spezialfall ohne die Voraussetzung der beschrénkten Valenz auskommt.
Sei nun 1 < p < oo beliebig vorgegeben. Um & € LP(D, d\) zu zeigen,
geniigt nach Lemma [2.2| der Nachweis von F' € LP(D, d\). Hierfiir be-
trachtet man den Integraloperator T', welcher definiert wird durch

/sz w)dA(w),

wobei H den durch
PP €l i e L Sl ) i A CO)
|1 — zip(w)[2@+)

fiir alle z,w € D gegebenen Integralkern bezeichnet. Nach Vorausset-
zung (i) ist die Funktion

1— 22 \**°
f:D—->R, z2+— (—)
1—p(2)]?

in LP(DD, d\) enthalten und offensichtlich gilt F' = T f. Zu zeigen bleibt
also, dass T auf LP(D, d\) beschrankt ist.

Verwendet man hierzu den Schur-Test 2.5 mit der einfachen Testfunk-
tion h =1, so geniigt es zu zeigen, dass die beiden Funktionen

_ /D H(z,w)d\(w) (= € D)

und
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beschrankt sind. Zunéachst rechnet man fiir alle z € D nach
L(z) = / H(z,w)d\(w)
D

_ sava [ (1= lp@) PPl ()]
= (e [ B )

S 22-{—0((1 o |Z|2)2+Oé |90 ( )

dA(w
D |1 — zp(w)|*+e )

_ 22+Q\I/(Z)
und erhélt die Beschranktheit (durch eine Konstante C; > 0) von [
nach (ii).
Nach Satz [I.20] existiert eine weitere Konstante Cy > 0, sodass
(12" / 1—VU
— dA = dA
b |1 — 2(w) [23+a) () y1— w)z[2re+ra) (2)

<
‘_(1—W(N)““
und damit

L(w) = /H)H(z,w)d)\(z)

(L — ="
D 1 — zip(w) 23+

= (1= [wl)*(1 = o))" ¢ (w)|*

1 — w22l 2
o 0 PPl w)
(1 = [p(w)[?)

fiir alle w € D. Nach dem Lemma von Schwarz-Pick gilt nun

1 — w22l 2

(L Pl

(1 = [p(w)[?)

fiir alle w € D, sodass I, durch C5 beschriankt ist. Zusammenfassend
folgt die Behauptung. U

dA(z)

Die zusatzliche Forderung der Beschranktheit von W sichert damit zwar
die Giiltigkeit der Vermutung, man wiirde sich aber eine mehr anschau-
liche Bedingung fiir die Funktion ¢ wiinschen. Sowohl in [17] als auch
in [19] wird dies mit Hilfe der ,bounded valence“-Bedingung erreicht:

DEFINITION 2.7. Eine holomorphe Funktion ¢ : D — C heifst von
beschrinkter Valenz, falls eine natirliche Zahl N € N existiert, sodass

VeeD: ny(2):=lp ({z})] <N,

Es zeigt sich nun, dass Funktionen von beschréankter Valenz bereits
die Voraussetzung (ii) zu Satz erfilllen. Hierzu bendtigt man den
folgenden Transformationssatz, der in einer allgemeineren Form etwa
in [6] zu finden ist.
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SATZ 2.8 (Transformationssatz). Sei ¢ : D — D holomorph und be-
zeichne

C:={zeD; ¢(z) =0}
die Menge der kritischen Punkte von . Dann ist

ny: D —[0,00], 2+ n,(2) := | ' ({z})\C|

eine Borel-messbare Funktion. Ist f : D — [0,00) eine weitere Borel-
messbare Funktion, dann ist die Funktion z — ng(2)f(2) genau dann
in LY(D,dA) enthalten, wenn die Funktion z — f(p(2))|¢'(2)]* in
LY (D, dA) liegt. In diesem Fall gilt

| feenigeraae = [ mE A,
D
Damit erhélt man wie angekiindigt:

LEMMA 29. Set a > —1 und ¢ : D — D eine holomorphe Funktion
von beschrankter Valenz. Dann ist die Funktion

U: D—R, 20 (1|2 2+a/ = dA(w)

|4+a
auf D beschrankt.

Beweis. Da ¢ von beschriankter Valenz ist, existiert ein N € N,
sodass:

VweD: ny(w) <N

Beachtet man, dass ng,(w) < n,(w) < N fiir alle w € D gilt, so folgt
damit fiir alle z € D unter Verwendung des Forelli-Rudin-Lemmas
und des Transformationssatzes 2.8

v = - [ i)

— 2+a
- /|1—zw|4+a Alw)

2+a
< N(A-[z[) / - Zw|2+0+(2+a) dA(w)

<C

< NC

mit einer von z unabhangigen Konstanten C' > 0, d.h. ¥ ist auf D
beschrankt. O

Nach Satz [2.4] ergibt sich also:

KOROLLAR 2.10 (Theorem 11.10, [17]). Seien p > 2, o > —1 und sei
@ : D — D eine holomorphe Funktion von beschrinkter Valenz. Dann



3. STRENGE KOMPAKTHEIT 23

liegt der zugehérige Kompositionsoperator C, genau dann in S,(A2),
wenn

(2.1) AX%;%%»%WM@<W.

3. Strenge Kompaktheit

Im vorangegangenen Abschnitt bildete die Grenzwertbedingung

1— 2
lim 2|

S Sl I
j2l=1- 1= Jop(2)[?

fiir die Kompaktheit des Kompositionsoperators C,, auf A2 den Aus-
gangspunkt fiir die Suche nach einem geeigneten Kriterium fiir die Zu-
gehorigkeit zu S,(A?%). Hierbei wurde die Integrierbarkeit der Funktion

1— |z
1— p(2)[?
iiber D beziiglich des mébiusinvarianten Mafes A als Bedingung heran-
gezogen. Obwohl die entsprechende Vermutung durch Satz [2.3] gestiitzt
wird, lasst sich ein Beweis nur mit der zusétzlichen Forderung aus De-

finition [2.7) erbringen. Es bietet sich daher an, nach Alternativen zu
suchen.

Z =

Nach Satz ist C, auf A2 fiir o > 0 kompakt, wenn
‘ 1— |Z’2 )2+a
lm (—m— "2 =0
zwr(l—www -

erfiillt ist. Im Folgenden wird ein solcher Kompositionsoperator C, als
streng kompakt bezeichnet. Es drangt sich daher die Frage auf, ob die
Integrierbarkeit der Funktion

- (%) (=)

in Zusammenhang mit der Zugehorigkeit von C, zu S,(A2) steht. Ei-
ne Antwort méchte ich mit dem folgenden Satz geben, dessen Beweis
analog zu dem von Satz [2.6] erbracht werden kann:

SATZ 2.11. Sei ¢ : D — D eine holomorphe Funktion, fir die

ey ((f—gpfz;)mwz)?)gdxz) < o0

mit o« > 0 und p > 2 erfillt ist. Dann gehért der Kompositionsoperator
C, zu S,(A2).
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Beweis. Nach Lemma geniigt es zu zeigen dass die Funktion

, 2y2+a | (w) (L — |w]*)**
F:D—->R, z— (1- / 1—290 ) dA(w)

in LP/2(D,d)\) liegt. Definiert man ferner die Funktionen f : D — R

durch
(el N e

fir allew eDund H : D x D — R durch

P P e s Rl 1 U
o 1= zp(w)2e+e

fiir alle z,w € D, so ist offensichtlich

VzeD: /sz w)dA(w).

Da nach Voraussetzung f € LP/?(D,d)) gilt, geniigt es also zu zei-
gen, dass der Integraloperator mit Integralkern H auf L?/?(ID, d\) be-
schriankt ist. Nach dem Schur-Test 2.5 mit der konstanten Funktion
h =1 ist dies erfiillt, falls die durch

:AH@MMW)@EM

und

:AHQWMM@ (w € D)

definierten Funktionen I;,I, : D — R auf D beschrankt sind. Man
rechnet fiir alle z € D unter Verwendung von [1.20| nach

Li(z) = /H(z,w)d)\(w)
= |2|?)te w) i z
= (e [ P aAC)

w 2(3+a)
< (1 2ta dA(z
< a-p) !1—z<p(w)|4+a (=)

1
R e e 4A(:)
b |1 — zp(w)|2+0+2+e)

<cy

< 0= 0

Beachtet man, dass nach Korollar eine Konstante C > 0 existiert,

sodass )
1—|z]? )

VzeD: <— <y

1 —[p(2)? ?
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erfiillt ist, dann erhélt man fiir alle w € D weiter

L(w) — /D H(zw)d\(2)

= (1- ’w’ ) (1= [ep(w 2+a/ 1 —ZQO ‘Z;i 3+a) dA(z)

o — 121"
= (1= JoPPa - fetw)Ppe [ |1_ e AC)
< (1= JwP)?( = fe(w)?)*
(1- |90( )I )it
1—[w]> \?
- (—|w| 2)
A1 = lp(w)|
<cy
< Y =: Cy
Zusammenfassend folgt also die Behauptung. O

Erfreulich ist, dass man in dieser Situation ohne weitere Einschrén-
kungen fiir ¢ auskommt. Dariiber hinaus lasst sich die Bedingung
auf die Bedingung zuriickfiihren, d.h. man erhélt eine Variante von
Satz [2.10] die zwar ohne die ,bounded valence-Bedingung auskommt,
dafiir aber eine stiarkere Integralbedingung fordert.

SATZ 2.12. Sei ¢ : D — I holomorph, sodass

/]D) <1l—_|—go|(zz|2;|2) ’ d\(z) < o0

fir o > 0 und p > 2 erfillt ist. Dann gilt auch

/D ((%)2% |90’(z)l2) g d\(z) < 00

Insbesondere gehirt Cy, zu Sp(A2).
Beweis. Sei also ¢ € O(D, D) beliebig vorgegeben mit

/]D) (11—_|—30‘(Zz|;\2> : d\(z) < o0

flir « > 0 und p > 2. Dann rechnet man fiir alle z € D unter Verwen-
dung des Lemmas von Schwarz-Pick nach:

((%) W(z)r?) %
- () ()

-~

<1

b
2
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Also gilt wie behauptet

A;<(Tlifgﬁ)zﬂxw“ﬁz>gdxu>

1— |2? )
< — | dA(z) <oo.
[ (i) 2
Nach Satz folgt dann C,, € S,(A2). O

4. Kompaktheit auf dem kleinen Blochraum

Ist ¢ € O(D,D) gegeben, sodass C,, einen auf By kompakten Kompo-
sitionsoperator darstellt, dann ist nach Satz die Grenzwertbedin-
gung
: 1 - |Z|2 /
A TRl =0

und damit die Voraussetzung zu Satz[I.17)im Fall a = 0 erfiillt, d.h. C,
ist auf A2 und daher nach Satz bereits auf allen Bergmanrdaumen
A% mit @ > —1 kompakt. Es ldsst sich also ein Zusammenhang zwischen
der Integrierbarkeit der Funktion

1 - |Z|2 /
2= —— 5 l¢'(2)]
1—|o(2)?
iiber D beziiglich des mobiusinvarianten Mafies A und der Zugehorigkeit
von Cy, zu S,(A2) vermuten.

SATZ 2.13. Sei ¢ : D — D holomorph, sodass fir ein p > 2 die Bedin-
gung
23) [ (o) e <

p \1 = le(2)]?
erfillt ist. Dann liegt der Kompositionsoperator C, in S,(A2) fir alle
a>—1.

Beweis. Nach Lemma [2.2] geniigt es zu zeigen, dass die Funktion
(1= [wp)?+e
o(w)[26+a)

in LP/2(D, d)\) liegt. Definiert man ferner die Funktionen f : D — R

durch
L - ”LU’Z / W ?

fuir alle w €D und H : D x D — R durch
Ho) e (L7 PP = w2221 — o))
7 11— zp(w)[2B+e)

/ 2
F: DR, 20 (1- |z|2)2+0‘/ " Cw)l” dA(w)
p |1—%Z
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fiir alle z,w € D, so gilt offensichtlich

VzeD: /sz w)dA(w).

Aufgrund der Voraussetzung f2 € LP(D,d)\) bzw. f € LP/2(D,d))
geniigt es also zu zeigen, dass der Integraloperator zum Integralkern
H auf LP/2(D,d)\) beschriinkt ist. Nach dem Schur-Test mit der
konstanten Funktion A = 1 ist dies erfiillt, falls die durch

_ 4) H(z,w)d\w) (> € D)

und
:/H)H(z,w)d)\(z) (w € D)

definierten Funktionen I1,I; : D — R auf D beschrankt sind. Man
rechnet fiir alle z € D unter Verwendung von [1.20| nach

Li(z) = /H)H(z,w)d/\(w)
_ (1 o ‘Z|2)2+Q/D (1 - |w| )a(l - |90(w)| ) dA(w)

1 —w( )IQ(?’*C“)
S |Z| 2+a/ ) dA(w)
<cy
< Il = O

Ebenso rechnet man fiir w € D unter Verwendung des Forelli-Rudin-

Lemmas [I.19 nach:
L(w) = /H(z,w)d)\(z)
D

= (-l ey [ =)
= (1—[w)*(1~ /|1_ 2‘/72’+)0¢+(4+a)d14(2)
< (- uP (- o)y

. 2 24«
< - fuf
= 2\ ewP)

<cy
< CLCY =1 C,

wobei sich die Existenz der Konstanten C§ > 0 aus Korollar ergibt.
Zusammenfassend folgt damit die Behauptung. O

(1- Iw( )! JHre
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Man stellt fest, dass die Integralbedingungen aus den Sétzen (im
Fall « = 0) und ibereinstimmen. Wéhrend aber Satz in die-

sem Fall nur die Zugehérigkeit des Kompositionsoperators zu S,(AZ)
liefert, garantiert Satz bereits die Zugehorigkeit zu S,(A2) fiir alle
o> —1.

Bemerkenswert ist dariiber hinaus die Mobiusinvarianz der Forderung

(2.3), d.h. ist (2.3) fiir eine Funktion ¢ € O(D,D) erfiillt, so ist (2.3)
auch fiir ¢ o o und o o ¢ mit o € Aut(D) erfiillt:

DEFINITION 2.14. Fiir eine holomorphe Funktion ¢ : D — D se:

LEMMA 2.15. Sei p € O(D, D) gegeben, sodass p € LP(D, d\) fiirp > 0.
Dann gehdren fiir alle o € Aut(D) auch die Funktionen @ o 6 und & o
zu LP(D, dN).

Beweis. Sei also ¢ € O(D, D) gegeben, sodass ¢ € LP(D,d\) er-
fiillt ist. Ist 0 € Aut(D), so rechnet man fiir alle z € D nach:

oo = — Lol 0 0Y(
7o) = T oo
(le@P e N (=P
- (T pedr ) (Fpep ”'),
—3(0(2) pe)
= Plo(2))
Ebenso ergibt sich:
7o () — 1_|Z|2 ooo)(s
o) = L e w e
LWOJ P 1_—|Z|2 /(5
\(1_ G ! >>|)A(1_ ! >|)/
=1 _3)
= P(2)

Nach Voraussetzung ist @ € LP(D,d\) erfiillt. Die Eigenschaften des
Mafkes A liefern damit

/D (755(2)) dA(z) = / (Po(2)))PdN(z) = / (3())"dA(2).

D
Ferner gilt

/D (70 P(2))"d\(2) = /D (3(2))PdA(2).

Es folgt daher wie gewiinscht o c,5 0 ¢ € LP(D, d)). O
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Fiir die induzierten Operatoren bedeutet dies: Ist C, ein Kompositions-
operator fiir den ¢ € LP(D, d\) mit p > 2 erfiillt ist, der also nach Satz
zu Sy(A2%) fiir alle @ > —1 gehort, dann liegen fiir alle o € Aut(D)
auch die Operatoren Cyop und Chop, in Sp(A2) fiir a > —1.

Beachtet man, dass S,(A2) ein zweiseitiges Ideal in £(A2) darstellt, so
ist diese Eigenschaft wegen

Cooo = C, C und Coop =C, C,
¢ oo, L ¢ NG
€L(A2) €L(AZ)
wenig verwunderlich. Da jede holomorphe Abbildung einen stetigen
Kompositionsoperator auf A2 induziert, wiirde man sogar erwarten,
dass dies fiir alle 0 € O(D, D) gilt, d.h. man wiirde die Einschrankung

o € Aut(D) in obigem Lemma gerne fallen lassen. Dem Beweis lésst
sich unter Verwendung des Lemmas von Schwarz-Pick

VeeD: poo(z) <P(o(z))
und
VzeD: gop(z) <p(2)
entnehmen. Man erhélt damit zumindest das folgende Lemma:

LEMMA 2.16. Sei p € O(D, D) gegeben, sodass p € LP(D, dN\) fiirp > 0.
Ist 0 € O(D, D), dann gilt auch 5o @ € LP(D,d)).

Beweis. Seialso p € O(D, D) mit @ € Lp(]D d\) fiir p > 0 gegeben.
Ist 0 € O(D,D) beliebig, so folgt wegen o p < @

[ EeR@yne < [ @eyne

und damit die Behauptung. U

Ein weiterer Vorteil dieses Kriteriums ist, dass sich die Funktionen
¢, die auf By kompakte Kompositionsoperatoren C, induzieren, auch
durch geometrische Bedingungen an ¢(ID) beschreiben lassen (vgl. Theo-
rem 5 in [11]). Dies ldsst hoffen, dass dhnliche Charakterisierungen
auch fiir die Integrierbarkeit der Funktionen @ moglich sind. Ein erster
Ansatz wird in Kapitel 4 erarbeitet.






KAPITEL 3

Kriterien fiir die Konvergenzgeschwindigkeit

Im vorangegangenen Kapitel wurde versucht, die Zugehorigkeit von
Kompositionsoperatoren zu den Schatten p-Klassen durch die Integrier-
barkeit gewisser Funktionen beziiglich des mobiusinvarianten Mafes zu
charakterisieren. Die Anwendbarkeit dieser Kriterien hangt also davon
ab, wie sich die Integrandenfunktionen ,am Rand“ des Einheitskreises
verhalten.

Dementsprechend soll es in diesem Kapitel darum gehen, wie die Kon-
vergenzgeschwindigkeit in den Kompaktheitskriterien fiir Kompositi-
onsoperatoren auf Bergmanrdumen

1|z

3.1 lim ———— =0
(3.1) e T (=)
bzw.

. 1_|Z|2 )2+a / 2
3.2 lim _ z =0
82 b (Fim) o

die Zugehorigkeit zu S,(A2) bedingt. Ist der entsprechende Kompo-
sitionsoperator nicht nur auf einem Bergmanraum, sondern auch auf
dem kleinen Blochraum kompakt, so lasst sich analog der Einfluss der
Konvergenzgeschwindigkeit in

1|z
3.3 lim ———
(3:3) 2=1- 1= J(2)?
auf die Zugehorigkeit zu S, (A? ) studieren. Genauer sollen die von Funk-
tionen ¢ € O(D, D) induzierten Kompositionsoperatoren auf Zugeho-
rigkeit zu S,(A2) untersucht werden, fiir die eine Konstante C' > 0
existiert, sodass eine der Abschéatzungen

©'(2)] =0

(3.4) VzeD: 1_—|Z|2 < O(1— |z~
' = p(2)* T
oder
1— ’Z‘Q e 10N |2 2
(3.5) VzeD: (W) ' ()" < C(1 = [2[)*
oder
I—|z 2 / w

31
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mit einem w > 0 erfullt ist. Man definiert:

DEFINITION 3.1. Sei ¢ : D — D eine beliebige holomorphe Funktion.
(a) Ist mit einem w > 0 und einem C > 0 erfillt, so nennt
man Cy, w-kompakt auf AZ.
(b) Ist mit einem w > 0 und einem C > 0 erfillt, so nennt
man C,, streng w-kompakt auf A2 .
(c) Ist mit einem w > 0 und einem C' > 0 erfillt, so nennt
man C, w-kompakt auf By.

1. Anwendung der Integralkriterien

Zunichst stellt man fest, dass sich die in den S#tzen und
2.13] angegebenen Integralbedingungen unter Ausnutzung von Lemma
E auf Funktionen anwenden lassen, die die Bedingungen ,
bzw. erfiillen. Genauer ergibt sich der folgende Satz:

SATZ 3.2. Sei p > 2 gegeben und ¢ : D — D holomorph. Dann gilt:

(a) Sei a > —1 und ¢ zusdtzlich von beschrinkter Valenz. Indu-
ziert ¢ einen w-kompakten Kompositionsoperator auf A%, dann
liegt dieser in S,(A2), falls

2
p(2+a)

(b) Sei a > 0. Induziert ¢ einen streng w-kompakten Kompositi-
onsoperator auf A2, dann liegt dieser in S,(A2), falls

2
w > —.
p
(¢) Induziert ¢ einen w-kompakten Kompositionsoperator auf By,
dann gehért dieser fiir alle o > —1 zu S,(A2), falls
1
w > —.
p

Beweis. Sei p > 2 gegeben und ¢ : D — D holomorph.

w >

(a) Ist ¢ zusétzlich von beschrankter Valenz, dann liegt fir a > —1
der Kompositionsoperator C,, genau dann in S,(A2), wenn

p(2+a)

[(5) T o <

Sei nun w > zﬁ beliebig vorgegeben. Ist C, w-kompakt auf A2, so

existiert definitionsgeméf eine Konstante C' > 0 mit

1_|Z|2 w
z < C(1—[2*)*.

VeeD: —
1 —e(2)
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Man rechnet nun unter Verwendung von Lemma [1.4] nach:

p(2+a)

]_— |Z|2 ) 2 p(2+a)/ 2 p(2+a)72
—_— d\(z) < C 1—|z[)~ = dA(z) < oo,
[ (515 (2 [(a-p2p) )
da nach Voraussetzung
2
ww 2> -1

erfiillt ist.

(b) Ist a > 0 gegeben und induziert ¢ einen streng w-kompakten Kom-
positionsoperator C,, auf A? fiir w > %, dann erhélt man nach Defini-
tion eine Konstante C' > 0 mit

1— [z e 10 N2 2\w

Es ergibt sich also

/D ((11%@’(25‘2)2% |<P'(Z)|2) g dA\(z) < C% /D(l — 22524 A(2).

Da nach Voraussetzung

P
- —2> -1
Y

erfillt ist, gilt nach Lemma [1.4}

LG wor) ae <
s \\I= TP/ 7 oo
Gemaf Satz folgt nun wie gewlinscht C, € S,(A2).

(c) Induziert ¢ einen w-kompakten Kompositionsoperator auf By mit
w > Il), dann existiert definitionsgeméf eine Konstante C' > 0, sodass

1— |2

VeeD: —
1—fe(2)]?

' (2)] < C(1— [2)~.

Es ergibt sich also

/D (%W(z)l)pdk(@ < Op/D(l C2P)2dA(2)

Wegen w > Ilj gilt
wp—2>—1
und somit nach Lemma [1.4}

[ (e e <
— (2 z) < o0
p \1—le()]?
Nach Satz erhdlt man nun C, € S,(A2) fiir alle @ > —1. O
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Es stellt sich nun die Frage, ob diese Aussagen noch weiter verschérft
werden konnen, wenn nicht der Umweg iiber die Integralkriterien gegan-
gen wird, sondern wenn direkt (d.h. in und die zur Verfiigung
stehenden Abschétzungen genutzt werden.

2. Hinreichende Kriterien

Zunachst untersucht man den Fall, dass die den Kompositionsopera-
tor induzierende Funktion ¢ einer Abschitzung (3.4 geniigt. Hierzu
verwendet man Lemma 2.71

SATZ 3.3. Seten av > —1 und p > %La gegeben und sei ¢ : D — D eine
holomorphe Funktion, die der Abschétzung (3.4) mit einer Konstanten
C >0 und

1
(3.7) ——<w<1
(1+a)

gentigt, dann gehirt Cy, zu S,(A2).

Beweis. Da nach Voraussetzung p > %La erfiillt ist, gilt C, €
S,(A%) nach Satz genau dann, wenn ® € LP/2(D,d)\), wobei die
Funktion ® definiert ist durch

1
VzeD: &(z):=(1- \z|2)2+a/ — dAy(w).
D [1 = zp(w) P2+

Wegen (3.7) und p > %La gilt insbesondere

,§<2+a>},

1 1
- ind=(1
<m1n{2( +a)1—w

p
sodass ferner ein € > 0 mit
1 1 1 1
p <gew < min{§(1 —|—a)1 L_dw, 5(2—}—0[)}

existiert. Unter Verwendung der Voraussetzung (3.4]) erhélt man fiir
alle z,w € D:

o S W ¢ 1 0
L—zp@PE L= zp@)F |1 zp(w)2e+e)
23 (1~ w2

S T 1e@PF 1= sp(u)aera—

9 . ( - Jwf? >€ (- |w|?)*—e
1—- |Q0(’LU)|2 |1 — ng(w)|2(2+o<)—e
1 — 2\a—¢
(20 - (1 — w2y - — LD
11— zp(w)|2(Z+e)—<
_ oy U= jw[?)e—=0-«)
11 — zp(w)[22+a)—e

IN
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Es folgt also fiir alle z € D:

P(z) = (1- |Z|2)2+a/D I _ZWL)P(HQ)dAa(w)

2\ 24+« (1 B ’w’2)o¢
= (a+1)(1—- |z — dA(w
(@ DA = [ o A

_ 2\a—e(l1-w)
< (a+1)20)(1— |z|2>2+a/ (1= Jul’)
D [1 = zp(w)|2@+e)=

- dA(w)

Man definiert nun o/ € R durch
o =a—¢e(l—-w)
und ¢ € R durch
2+ad +t:=22+a)—c¢,

d.h. es gilt

t=22+a)—ec—2—-d =2+a—-cw.
Nach Wahl von ¢ gilt dann

d=a—-¢e¢l-w)>a—(1+a)=-1
und

t=24+a—ew>2+a—(2+a)=0.
Damit ergibt sich aus Lemma die Existenz einer Konstanten C’ > 0
(welche von o/ und ¢ also von € abhéngt) mit

1 — 2\ao/ l
D |1 — zp(w) |+ (1—1z?)
Zusammenfassend folgt:
pppea [ wf2) e
O(z) < (a+1)(20)( dA(w)
|1 _ ZQO |2 24a)—e

(1~ |w[*)”
D |1 = zep(w) e+
< (a4 1)EOFC(1 - |2

S C”(l o |Z|2)aw

Da nach Wahl von ¢ insbesondere

(o + 1)(20)°(1 = |2[*)*

dA(w)

p
—ew—2> -1
25w

erfiillt ist, ist die Funktion z — C”(1 — |z|*)* und damit auch ® in
LP/2(D, d)\) enthalten. Wie zu Beginn festgestellt, folgt hiermit C, €
5,(A2). 0

Ebenso lésst sich durch Anwendung von Lemma ein direktes Kri-
terium fiir Funktionen ¢ finden, die einer Abschitzung (3.5) geniigen.
Dadurch ergibt sich allerdings nur eine geringe Verbesserung gegentiber

Satz (b).
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SATZ 3.4. Seien o > —1 und p > 24%04 gegeben und sei p : D — D eine

holomorphe Funktion, die der Abschdtzung (3.5) mit einer Konstanten
C >0 und

2
(3.8) 1—9<w<2+a

geniigt, dann gehort C, zu S,(A2).
Beweis. Seien also a > —1 und p > = +a gegeben und sei ¢ :

D — D eine holomorphe Funktion, die der Abschéatzung (3.5 mit einer
Konstanten C' > 0 und einem % < w < 2+ « geniigt, d.h. es gilt:

1_—|Z|2 e ()2 _ 5[
L) e < cu- e

Fiir den Nachweis der Behauptung, dass C,, in S,(A2) liegt, geniigt es
nach Lemma zu zeigen, dass die Funktion

VzeD: (

2+«
F:D—>R,Z'—> _ 2+O¢/’90 ‘w‘> dA(w)
1—290

‘2(3+a)

in LP/2(D,d\) enthalten ist. Man rechnet zuniichst fiir alle z,w € D
nach

[ (w)P(1 — fw]*)**
1 = Zip(w) P+

2+a 1 —|w]? e ()2 1
=7 ((1—|¢<w>\2) . >|>!1—3@(w)!4+“

1 —Jw[?)“
B 11— Zp(w)[*+e
und erhalt damit fiir alle z € D:
o [l (w)P(1 —Jw|?)***
F(Z) = 2+ / 1 _ ZQO |2 (3+a) dA(w)
« « 1 - |U)| )
< 2o [ LR aw)

= 2e0(1 - |z|2)2+°‘/ S s )
Arrres
Cl

< 22+a0(1 _ ’2‘2)2+a .

(1 _ ’Z|2)2+a7w
— 22+aCC/(1 o ’2‘2)&},
_.C//

wobei sich die Existenz der Konstanten ¢’ > 0 aus Lemma, ergibt.
(Hierzu beachtet man, dass nach Voraussetzung 2 + o —w > 0 bzw.
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w > —1 erfiillt ist.) Es folgt also

/D (F(2))dA(z) < (C")P2 / (1— [2[2)“5-2dA(2).

D
Nach Voraussetzung gilt nun w® —2 > —1, sodass nach Lemma [I.4] wie
gewiinscht F € LP/2(D, d\) folgt O

Mit einem dazu analogen Beweis zeigt weiter:

SATZ 3.5. Seien o > —1 und p > 24%04 gegeben und sei p : D — D eine

holomorphe Funktion, die der Abschdtzung (3.6) mit einer Konstanten
C >0 und
1

(3.9) 5 <w< %(2 + )

geniigt, dann gehort C, zu S,(A2).

Beweis. Seien also a > —1 und p > 5 + gegeben und sei ¢ :
D — D eine holomorphe Funktion die der Abschitzung (3.6 mit einer
Konstanten C' > 0 und einem 3 L cw< (2 + «a) geniigt, d. h es gilt:

1—|Z|2 (5 —|z]2Ww
el P e < O =)

Um die Behauptung, dass C, in S,(A2) liegt, zu beweisen, geniigt es
nach Lemma zu zeigen, dass die Funktion

VzeD:

|w| >2+a

‘2(3—1—&)

F:DoR, 205 (1— 2+a/ '90'1 dA(w)

in LP/2(D,d\) enthalten ist. Man rechnet zunachst fir alle z,w € D
nach

[ (w)P(L = Jw)*™ 4( 1= w| |2\s0’(w)|> |1_(1§;<\U)\ )

[1=Zp(w)PEre = N1 = [e(w) w) 2 )

1 — |w|
< 4C? (
- 11— Zop(w) [23+e)

und erhalt damit fiir alle z € D:

2)a+2w

_ ey — [w]?)*+e
F(z) = +/ ‘1_%0 e dAw)

o [ (= [w)>=
< 4ACP(1 - |2 /|1_280( )’2(2+a)dA(w)

|w|2)a+2w

40%(1 — |2)?)* dA(w)
|]_ _ ZCP( )| (a+2w)+(24+a—2w)
C’

< 402 1_ 2\2+a |
= ( ‘Z’ ) (1 _ ‘Z|2)2+a—2w
S 4020/(1 - |Z|2>2w

="
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wobei sich die Existenz der Konstanten C” > 0 aus Lemma ergibt.
(Hierzu beachtet man, dass 2+ a — 2w > 0 und o + 2w > —1 erfiillt
ist.) Es folgt also

[ Eeyae <@y [a- k-t

Nach Voraussetzung gilt nun wp —2 > —1, sodass nach Lemma [I.4] wie
gewiinscht F' € LP/2(D, d)) folgt. O

Funktionen, die (3.5) geniigen, besitzen eine weitere, bemerkenswerte
Eigenschatft:

SATZ 3.6. Sei « > —1 gegeben und sei weiter ¢ : D — D eine holo-
morphe Funktion, die der Bedingung (3.5)) mit Konstanten C' > 0 und
w > 0 gendigt, wober

(3.10) l+ta<w<2+a.

Dann ist die Funktion

/ 2
U: D—oR 1— 2\ 24« ‘gp(w)’ dA
cem (=l [ i)

auf D beschrinkt.

Beweis. Sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, so gilt insbe-
sondere

w—24+a)>-1 und (2+a)—w>0.
Daher existiert nach Lemma ein ¢’ > 0 mit

U(z) = (1- |z|2)2+0‘/D 1 _‘g&))’)ﬁmdfl(w)

24« w (2+a)
S C(l— |Z|2)2+a/ﬂ)( ’90( |)1’_):¢((1U)|4‘+a‘ ) @+ dA(w)
)~

S 22+a0(1_|z|2)2+a/ﬂm(1| (w)|2

— 22+a0(1 . |z|2)2+a/ ( ‘w‘ )

D |1 _ zgp( )|2+ w—(24a))+((2+a)—w)
C’
(1— |p)ro—

dA(w)

(2+a)

S 22+a0<1 - ‘Z|2)2+a .

= 270CC (1 - |2%)¢
<2

< o0

fiir alle z € D. Damit folgt die Behauptung. U
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3. Notwendige Kriterien

Nach Lemma erfilllt jede Funktion ¢ € O(D,D), fiir die der zu-
gehorige Kompositionsoperator Cy, in S,(A2) fir p > 2 und o > —1
enthalten ist, die Bedingung

p(2+a)

/]D) <11—_\—g0‘(zz|§|2) M) <o

Dies bietet die Moglichkeit, notwendige Kriterien fiir die Zugehorigkeit
von Kompositionsoperatoren zu Schatten p-Klassen auf Grundlage der
Konvergenzgeschwindigkeit in zu finden. Dafiir wiirde man Ab-
schatzungen der Form

1_|Z|2 2
— > (1 - |2]*)¥
T lpe)p = Y1 1ED

mit w € (0,1) und C' > 0 ansetzen. Erfiillt aber eine Funktion ¢ eine
solche Abschétzung, dann gilt insbesondere

VzeD:

1
VeeD: 1-lp(a) < 51— [P,
sodass |p(z)] — 1 fiir |z2| — 1 gelten muss. Da dies offensichtlich eine
(zu) starke Forderung darstellt, bietet sich folgende Vereinfachung an:
Man betrachtet holomorphe Funktionen ¢ : D — D fiir die ein w €
(0,1), ein C' > 0 und eine offene Menge I' C D existieren, sodass

1—|2)?
— s 2 L= [2)”.
1—p(2)[?
Dabei héangt fiir eine gegebene Funktion ¢ die Existenz einer solchen
Abschétzung natiirlich von der geometrischen Gestalt der Menge I' ab.
In dieser Situation erhélt man fiir das zu untersuchende Integral den
folgenden Zusammenhang:

Vzel:

p(2+a)

[t) o
()
CHE [P )

Dies fiihrt unmittelbar zu der Frage, fiir welche Werte von v € R bei
vorgegebener Menge I' die Integrale

/F (1 |22ydA(z)

einen endlichen Wert besitzen.
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DEFINITION 3.7. Sei k € R beliebig. Fine offene Menge I' heifft k-
Menge, wenn gilt:

/F(1 CEPYdAG) < 0 = v >k

Man erhéalt damit das folgende Kriterium:

SATZ 3.8. Sei p : D — D eine beliebige holomorphe Funktion, die einer
Abschdtzung

1— ’z‘Q w
(3.11) Vzel: B > C(1— |2

1—o(2)
fir C > 0, w € (0,1) und eine k-Menge I' C D geniigt. Gilt C, €
S,(A2) firp>2 und a > —1, dann ist

22+ k)

p2+a)

Beweis. Sei also ¢ € O(D,D) gegeben, sodass die Abschitzung

(3.11) mit C' > 0, w € (0,1) und einer k-Menge I' C D erfiillt ist. Es
gelte nun C,, € S,(A2) fiir p > 2 und a > —1. Man definiert

p(2+ )

V=T

_27

sodass nach obiger Rechnung

/F<1 C2PYdA(2) < oo

und damit nach Definition einer k-Menge v > k gelten muss. Es folgt
die Behauptung. O

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich:

KOROLLAR 3.9. Set ¢ : D — D eine beliebige holomorphe Funktion,

die der Abschdtzung (3.11) fir C > 0, w € (0,1) und eine k-Menge
' C D gendigt. Gilt

< 2(2+ k)

“p(2+4 )

firp>2 und a > —1, so ist C, & S,(A2).

Nach Lemma ist die Menge D eine (—1)-Menge. Im Hinblick auf
die eingangs beschriebene Problemstellung ist man natiirlich beson-
ders an k-Mengen interessiert, die die Einheitskreislinie nur an einem
Punkt (etwa bei 1) bertihren. Als erste Moglichkeit bietet sich daher
ein Winkelbereich an.

LEMMA 3.10. Seien 0 € (0,7/2) und p € (0,2cos(0)) gegeben. Dann
st durch

)

Tooi={1—re"; 0<r<p —0<t<6}
eine (—2)-Menge in D definiert, die die Einheitskreislinie nur bei 1
beriihrt.
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ABBILDUNG 1. Winkelbereich ', ¢ fiir = Z und p = 2 cos(6).

Beweis. Seien also 6 € (0,7/2) und p € (0,2 cos(6)) beliebig vor-
gegeben. Fiir alle z =1 — re' € T, 4 iiberpriift man zunéchst
1 — |2 = r(2cos(t) —r) > r(2cos(d) — p) > 0,

sodass I'pp C D erfiillt ist. Fiir v € R und z = 1 — re* € ',y rechnet
man ferner nach:

27 >
(2cos(t) —r)" < ’ 720
(2cos(6) — p)7, 4 <0
und
(2cos(8) = p)7, 7 >0
27, v <0

(2cos(t) —r)" > {

Daher existiert das Integral

/(1—|| YAz // (2cos(t) — r)r dt dr
r

p,0

genau dann, wenn

29p2+7 -
L[ e (12
) 7>

endlich ist. Also gilt

/ (1= |22VdAG) < 00 = 4> -2,
Fp’g

sodass I',p wie behauptet eine (—2)-Menge darstellt. Nach Konstruk-

tion gilt offensichtlich T,y N OD = {1}. O
Da also in diesem Fall x = —2 gilt, ermoglicht Satz [3.9) keine negative
Aussage. Das folgende Lemma zeigt nun aber, wie kK = —1 erreicht

werden kann.
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ABBILDUNG 2. Winkelbereich I, fiir p = %.

LEMMA 3.11. Sei p € (0, 1) beliebig vorgegeben. Dann ist die Menge
Lp:=Dy(1—p)
eine (—1)-Menge und beriihrt die Einheitskreislinie nur bei 1.

Beweis. Sei also p € (0,1) beliebig aber fest vorgegeben. Fiir v >
—1 rechnet man unter Verwendung von Lemma [I.4] nach:

/F (1 |22ydA(z) < / (1 - |2[2)dA(z) < oo

Man betrachtet nun die holomorphe und offensichtlich bijektive Abbil-
dung
— (1=
: T, =D, z— M
p
Diese erfiillt

- [e()ff = 1- gw ~2(1— p)Rez+ (1 p)?)

= %(2(1—p)Rez—|z|2—1+2p)
< %(2(1—p)—|2|2—1+2p)
= -l
und
P(z) = =
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fiir alle z € D. Es folgt also unter Verwendung des Transformationssat-
zes fir v < —1

iR / (1 |22ydA(z) > pi / (1 - [(=) 2y dA(2)

P

- / (1~ [(=) 2 (=) PAA(z)
= [ a-ppraae)

P(Tp)
- / (1 |22ydA(2)

sodass nach Lemma [[4]
| a-ppraae
Tp
keinen endlichen Wert annehmen kann. Zusammenfassend folgt
/ (1= |2PVdAG) < 00 = 7> -1,
Ly

sodass I', wie behauptet eine (—1)-Menge darstellt. Der Zusatz ist nach
Definition von I', offensichtlich. g

Die so gefundenen Mengen I', bilden daher einen optimalen Ausgangs-
punkt fir das Auffinden negativer Kriterien mit Satz [3.9
Geometrisch lésst sich dies damit erkldren, dass I', im Gegensatz zu
I', ¢ die Einheitskreislinie 0> tangential bertihrt.






KAPITEL 4

Geometrische Eigenschaften des Bildes

Auf der Suche nach einer vollstdndigen Charakterisierung der Zugeho-
rigkeit von Kompositionsoperatoren zu Schatten p-Klassen sind wohl
die Integralbedingungen die hoffnungsvollsten Kandidaten. Dennoch
ermoglichen auch speziellere Kriterien (wie etwa die Bedingungen fiir
die Konvergenzgeschwindigkeit in Kapitel 3) weitreichende Aussagen.
Eine weitere Moglichkeit ist es nun, einen Zusammenhang mit der Geo-
metrie des Bildes ¢(D) herzustellen. Im Fall der Hardy-Rdume wurde
diese Idee beispielsweise in [20] verfolgt.

In der vorliegenden Situation von Kompositionsoperatoren auf Bergm-
anrdumen wird ein solcher Zugang durch die Arbeit [11] motiviert, in
der fiir die Kompaktheit der Kompositionsoperatoren auf dem kleinen
Blochraum eine geometrische Bedingung gegeben wird. Durch eine ge-
ringfligige Abénderung der dort verwendeten Begriffe lédsst sich zeigen,
dass die geometrische Gestalt des Bildes der Einheitskreisscheibe un-
ter einer holomorphen Abbildung die Existenz einer Abschatzung
(und nicht , wie man eigentlich erwarten wiirde!) bedingt. Unter
Beachtung der entsprechenden Sétze erhélt man die gewiinschten Aus-
sagen iiber die Zugehorigkeit zu S,(A2).

DEFINITION 4.1. Es sei G C D eine offene Menge mit G N oD = {1}.
(a) Ist e >0, so besitzt die Menge G eine ,e-Spitze bei 1% wenn
dist(w, 0G) = O(|1 — w|**)

firw—11in G.

(b) Die e-Spitze heifit ,nichttangential®, falls G in einer Umgebung
von 1 in einem Stolz- Winkelbereich liegt, d.h. falls Zahlen r >
0 und M > 0 existieren mait

G N D,(1) C Ty

Vergleicht man diese Definition mit [1.26] so stellt man fest, dass jede
e-Spitze insbesondere eine Spitze ist.

Um einen Zusammenhang zwischen den analytischen Eigenschaften ei-
ner Abbildung ¢ € O(D, D) und der Geometrie des Bildes ¢(D) herzu-
stellen, dient der folgende Satz, den man unter anderem als Corollary
1.4 in [12] finden kann:

SATZ 4.2 (Verzerrungssatz von Koebe). Sei ¢ : D — D eine holo-
morphe und injektive Funktion. Es bezeichne G := ¢(ID) das Bild der

45
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Einheitskreisscheibe unter der Abbildung ¢. Dann gilt fir alle z € D:
1 .

(L= 209 (2)] < dist(p(2),0G) < (1= [2[)]¢ (2)]

Damit lasst sich nun der angekiindigte Satz formulieren:

SATZ 4.3. Sei a > 0 beliebig vorgegeben und sei ¢ : D — D eine

holomorphe und injektive Abbildung. Erfillt die Menge G := p(D) die
Eigenschaften

(i) Es gilt GNOD = {1}.

(ii) G besitzt eine nichttangentiale §-Spitze bei 1.

so gentigt ¢ der Abschitzung (3.5) mit einer Konstanten C' > 0 und
w=q, d.h. es gilt:

1— ‘Z|2 2+a‘ /( )|2 < C(l | |2)a
—_ z — |z
I=leR) =

Beweis. Sei also a > 0 vorgegeben und sei ¢ : D — D eine holo-
morphe und injektive Abbildung, sodass die (nach dem Satz von der
offenen Abbildung) offene Menge G := ¢(D) die Bedingungen (i) und
(i) erfiillt. Da bei 1 eine §-Spitze vorliegt, gilt

dist(w, 0G) = O(|1 —w|'*2) fir w — 1,
d.h. man findet ein r; > 0 und C4 > 0, sodass
Yw e GN D, (1): dist(w,dG) < Cy|1 —w|'*2.

Da diese Spitze nichttangential ist, findet man ferner ein ro > 0 und
Cy > 0, sodass

Vw e GND,,(1): [1—wl <Cy(1—|w?).

VzeD: (

Setzt man 7 := min{ry,r2} > 0, so rechnet man zunéchst fiir alle
z € ¢ 1 (GND,(1)) unter Verwendung des Verzerrungssatzes von Koebe
nach:
1—|2]? ) 4 dist(p(2), 0G)
o |P 2 = a
(1= lp(2)P) 2 (1= le(2)[)
1—o(z)|"2
= 1 o
(1= le(2)])'*>
< 40,0,
Ferner gilt [1—¢(2)] > r > 0 fiir alle z ¢ = (GN D, (1)), sodass wegen
GNID = {1} ein p € (0,1) existieren muss mit
D\¢™ (G N D,(1)) C ¢~ (D,(0)).
Als holomorphe und bijektive Funktion besitzt ¢ : D — G eine ho-

lomorphe Umkehrfunktion ¢ : G — D, weshalb K := ¢(D,(0)) eine
kompakte Teilmenge von D darstellt. Es folgt weiter

o~ (D,(0) € ¢ (D,(0)) = ¥(D,(0)) = K.
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Definiert man
R /
Cs = rznez}gdgo (2)| < oo,

so ergibt sich fiir alle z ¢ o~ '(G N D,(1)):

1_|Z|2 / < 1 >l+g
=l (2) < Cs3 | ——
1 leopys ¥ 1= AT

Zusammenfassend folgt wie behauptet die Existenz einer Konstanten
C > 0, sodass fiir alle z € D gilt

1 —|z|? , .
(1= [p(2)]2) 75 ()| < C2

bzw.

1_—|Z|2 e ()2 _2[2)e
(1—|90(z)|2> ' (2)]" < O —[2[F)™ )

KOROLLAR 4.4. Sei o > 0 beliebig vorgegeben und sei ¢ : D — D eine
holomorphe und injektive Abbildung. Erfillt die Menge G := p(D) die
Eigenschaften

(i) Es gilt GNOD = {1}.

(ii) G besitzt eine nichttangentiale §-Spitze bei 1.
so liegt der zu @ gehirende Kompositionsoperator Cy, in S,(A2) fiir alle
p> 2.

Beweis. Sind die Voraussetzungen erfiillt, so geniigt nach dem obi-
gen Satz die Funktion ¢ der Abschétzung

1 — 2] e 102 2\a

T o) ' (2)]" < O(1 — |2]7)

mit einer Konstanten C' > 0. Nach Satz liegt C, daher in S,(A2)
fiir alle p > QJ%& mit Il) < %, also fiir alle

- 2 2 2
max < — ==,
p a’ 24« a

VzeD: (







KAPITEL 5

Beispiele fiir die Anwendbarkeit der Kriterien

1. Geometrische Charakterisierung

Sei a > 0 gegeben. Man betrachtet die Funktion
fo o [FL1] =R,
welche fiir alle € [—1, 1] definiert ist durch
0, fir z € [—1, 0]
falz) = ¢ &, fiir z € (0, 3)
(1 —2)*, firz e 1 1]
Diese bestimmt nun eine Menge GG, durch
Go:={2€D; |[Imz| < fu(Rez)}.
Das foldende Lemma stellt einige Eigenschaften von G, zusammen.

LEMMA 5.1. Sei also a > 0 und G, definiert wie oben. Dann gilt:

(a) Gy ist ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und erfiillt GoN
oD = {1}.
(b) G, hat eine nichttangentiale a-Spitze bei 1.

Beweis. Sei also a > 0 beliebig vorgegeben. Da die Funktion f,
stetig ist, stellt G, eine offene Menge dar. Nach Konstruktion ist GG, ein
einfach zusammenhéngedes Gebiet und erfiillt ferner G, N 0D = {1},
womit (a) gezeigt ist.

Ferner ergibt sich fiir alle w € G N Dy/2(1) wegen Rew > %:

dist(w, 0G4) < fo(Rew) — | Imw| < fy(Rew) = (1 — Rew)' ™™

und
1+a

1 —w|"™™ = ((1 -Rew)’+ (Imw)®) > > (1— Rew)" ™

Es folgt also
dist(w, 0Gy)

|1 _wll—i-a S 1

und damit
dist(w, 0Gq) = O(|]1 — w|**) fiir w — 1in Gy,
d.h. GG, hat bei 1 eine a-Spitze. Beachtet man, dass fiir w € G, mit
Rew > % gilt
(Imw)? = [Imw|? < (fo(Rew))? = (1 — Rew)?1+),
49
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08 06 04 -02 02 04 06 08

ABBILDUNG 1. G, im Fall o = 1.

so ergibt sich:

1—wl _ (1 = Rew)? + (Imw)Q)%
1 — |w|? 1 — (Rew)? — (Imw)?

(1 —Rew)?+ (1 —Re w)2(1+°‘))%
1 — (Rew)? — (1 — Rew)?(1+e)

(1 —Rew)*+ (1 —Re w)2(1+a))%
(1 —Rew)(1+ Rew) — (1 — Rew)2(1+a)
<1

—_—
(1+ (1 —Rew)*)?
1+ Rew— (1 — Rew)HQCi

1 ~~

>1 <1

< 2V2,

d.h. GoNDy5(1) liegt in dem Stolz-Winkelbereich Iy 5 und die Spitze
bei 1 ist nichttangential. Damit ist auch (b) gezeigt. U

Nach dem Riemannschen Abbildungssatz existiert nun fiir a > 0 eine
biholomorphe Abbildung

Vo1 D — G,
die nach Satz einen Kompositionsoperator C,  induziert, welcher
fiir alle p > £ zu S,(A3,) gehort.
2. Konvergenzgeschwindigkeit
DEFINITION 5.2. Fir [ € (0,1) bezeichne pg die Funktion
wg: D—=C, z+—1—(1—2)"



2. KONVERGENZGESCHWINDIGKEIT 51

ABBILDUNG 2. Analytische Landschaft der Funktion ¢ 5.

Fiir die Behandlung dieser Funktionen benoétigt man einige elementare
Hilfsaussagen:

LEMMA 5.3. Sei 5 € (0,1) beliebig. Dann gilt fir alle t € [0,7/2]:
cos(Bt) — cos’(t) >0

Beweis. Zunéichst stellt man fest, dass fiir alle 0 < x < 7/2 gilt

— log(cos(z)) :/ tan(§)d¢ < xtan(x)
0
und somit
log(cos(x)) + x tan(z) > 0.
Sei nun ¢ € [0, 7/2] beliebig. Dann betrachtet man die Funktion

f:(0,1] =R, g+ (cos(ﬂt))é = exp (% log (cos(ﬂt))) .

Diese ist differenzierbar mit
1

£(8) = = ((cos(3)) " (1og(cos(3t) + Bt tan(3t)) <0
) >0, da Bte[0,7/2) ’

fur alle 8 € (0,1), d.h. f ist auf (0,1} monoton fallend und es gilt fiir
alle 5 € (0,1):

@l

(cos(5))" = £(3) > £(1) = cos(t)
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ABBILDUNG 3. Bildmenge ¢1,2(DD).

Die Monotonie der Funktion z +— z auf [0, c0) liefert
cos(Bt) > cos’ (1),
womit die Behauptung bewiesen ist. O

LEMMA 5.4. Fir vy > —2 gilt
/ |1 — 2|"dA(z) < 0.
D

Beweis. Fiir z € D liegt der Punkt w := 1 — z in der rechten
Halbebene {¢ € C; Re( > 0} und besitzt daher eine Polardarstellung
w=re’ mit r >0 und t € (—7/2,7/2). Es folgt

12> =1 —w|* = |1 —re™|? = 1 — 2rcos(t) + 7
und damit wegen |z| < 1:
0 <r <2cos(t)

Sei nun v > —2 gegeben. Unter Verwendung ebener Polarkoordinaten
um den Punkt 1 lisst sich D nach obiger Bemerkung durch z = 1 —re®
mit ¢t € (—m/2,7/2) und r € (0,2 cos(t)) parametrisieren. Man rechnet
damit die Behauptung nach:

1 w/2 2 cos(t)
/ 11— z]"dA(z) = —/ / r 7t dr dt
D T™J_ms2Jo

92+ w/2
= — / cos®™(t) dt

(2 + 7)71— —7/2 |
<
22+’y
< < o0
2+7y
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Man erhilt damit:

KOROLLAR 5.5. Fiir alle 5 € (0,1) ist die Funktion pg auf D holo-
morph und nimmt thre Werte in D an.

Beweis. Sei also 5 € (0,1) beliebig vorgegeben. Fiir alle z € D ist
Re(1 — z) > 0, d.h. 1 — z liegt im Definitionsbereich des Hauptzweigs
des komplexen Logarithmus Log. Die Funktion ¢g besitzt daher die
Darstellung

VeeD: pp(2)=1—(1-2)=1—exp <6Log(1—z)>

und ist als Komposition holomorpher Funktionen holomorph auf .
Sei nun z € D beliebig. Man rechnet nach:

1—lps(2)) =1—[1—(1—2)°)* =2Re(1 — 2)® — |1 — 2|*

Setzt man w := 1 — z und betrachtet die Polardarstellung w = re’ von
w mit t € (—7/2,7/2) und 0 < r < 2cos(t) (vgl. Beweis zu Lemma

, so ergibt sich nach Lemma
2cos(Bt) —r’ = (2—27)cos(Bt) + (27 cos(Bt) — r”)
> (2 —2%) cos(Bt) + 27 (cos(Bt) — cos’(t))

J/

-~

>0

v

(2 — 27) cos(f3t)
(2 —2%) cos (ﬁg) > 0.

V

Es folgt schlieflich
1= pa()F = 2Re(l—2)7 — |1 - 22
= 2Rew” — |w|*’
= 2P cos(ft) — 1r?°
= 7 <2 cos(ft) — r6> > 0

>0
und daher |pg(z)| < 1. Da z € D beliebig war, erhélt man pg(D) C D,
womit die Behauptung bewiesen ist. U

Das folgende Korollar beschreibt nun die Wachstumseigenschaften der
Funktionen ¢g.

SATZ 5.6. Sei 5 € (0,1) beliebig. Fiir alle 6, € [0,1] und 63 € R mit

th+0=1-p3
existiert eine Konstante C' > 0, sodass
1— 22

(5.1) VzeD: < C(1—12))%)1 — 2|%.

1—[es(2)? ~
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Beweis. Seialso 3 € (0, 1) beliebig vorgegeben. Zunéchst bestimmt
man fiir alle z = 1 — re® € D

1—|es(2)|? = rﬁ(Q cos(ft) — 7’5)
und
1—|z|* =r(2cos(t) —r).
Sind nun #; € [0,1] und f; € R mit 6; + 6, = 1 — 3 gegeben, so rechnet
man nach

1— 2|2 _ r(2cos(t) —r)
T Tps)E 7 (2eos(3) — r9)
15 2cos(t) —r
2 cos(fOt) — rP
(2cos(t) — r)l_el
2 cos(ft) — rf
(2cos(t) — r)lfal

B 2 cos(ft) — rf (1= )1 = 2"

- (r(2cos(t) — 7’))91 . 92

Beachtet man
2cos(Bt) — 17 > (2 — 2%) cos (ﬁg) >0
und ,
(2cos(t) — 1) <ol

so folgt die Existenz einer Konstanten C' > 0 (welche von 6, und

abhéngt) mit
1-6,

(2cos(t) — 1)
<C.
2cos(ft) —rP
Zusammenfassend erhalt man die Behauptung. U
Diese Eigenschaft lésst sich auch im Sinne von (3.4) und (3.5) inter-

pretieren:

KOROLLAR 5.7. Sei 3 € (0,1) beliebig. Es gilt:
(a) Es existiert ein C' > 0, sodass:

2
& < CO(1— |27
1—lpg(2)]?
Insbesondere stellt C,, fiir alle a > —1 einen auf A% kompak-
ten Operator dar.
(b) Ist a« > 0, dann ezistiert eine Konstante C' > 0, sodass:

1— [ e / 2 2\a(1-p)
= lps(2)]2 l5(2)]" < C(1 — |2]7)

Insbesondere stellt Cy, fir alle o > 0 einen auf A% streng
kompakten Kompositionsoperator dar.

VzeD:

VzeD: <
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Beweis. Sei also 3 € (0,1) beliebig.

(a) In Satz wihlt man speziell §; = 1 — § und 6y = 0 und erhélt
die Behauptung.

(b) Nach dem Lemma von Schwarz-Pick erhélt man unter Verwendung
von Teil (a) fiir « > 0 und alle z € D:

(;(w—z‘gp)mm’ﬁ(zw - () (%ww)i

N
-~

<1

< O%(1 = [z) Y,
d.h. es gilt die Behauptung (b). O

Damit lassen sich nun die Kriterien und [3.4] anwenden und man
erhélt die folgenden beiden Aussagen:

SATZ 5.8. Fiir die zu den Funktionen @z gehdrenden Kompositionsope-
ratoren C,, gelten die beiden folgenden Kriterien:
(a) Seien a > —1 und p > 2—}—% beliebig. Gilt

1
0<f8<——5—,

L+ p(1+a)
so ist C,, in Sy(AZ) enthalten.
(b) Seien o > 0 und p > 2%( beliebig. Gilt
2
0<pf<l——,
pa
so ist C,, in Sy(AZ) enthalten.

Um genauere Aussagen iiber die Zugehorigkeit der Kompositionsopera-
toren C,, zu den Schatten p-Klassen zu erhalten, stellt sich im Hinblick
auf Satz die Frage, welche der Funktionen ¢z von beschrankter

Valenz sind.
LEMMA 5.9. Fir € (0,1) sei die Funktion
0p: D—=D, 21— (1—-2)"

gegeben. Es bezeichne Gg = pg(D) C D das Bild der FEinheitskreis-
scheibe unter der Abbildung ¢g. Dann ist

0p: D—Gp, 21— (1—2)°
biholomorph mit Umkehrfunktion
Yg: Gg— D, w»—>1—(1—w)%.

Insbesondere ist pg : D — I von beschrinkter Valenz.
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Beweis. Sei also 5 € (0,1) beliebig vorgegeben. Man betrachtet
die beiden Abbildungen

wg: D—D, 21— (1-2)°
und )
vg: D—-C, w—1—(1—w)s.
Unter Verwendung des komplexen Logarithmus Log ergibt sich
ps(2)=1—(1—2)% =1 exp (5 Log(1 — z))
und

balw) =1 — (1 —w)b =1 —exp (% Log(1 —w)).

Insbesondere sind beide Funktionen auf D holomorph. Fiir alle z € D
rechnet man nach:

Ualea(2) = 1= exp (5 Log(1 = pa(w))

— l—exp <% Log (exp (ﬁLogu _ z)>)>

1 — exp (% (6L0g(1 _ z)))

—_= Z’

d.h. ¥3(Gs) € D und die Einschrénkung 13 auf G ist in der Form
Yg: Gp—D, we1—(1—w)?

wohldefiniert. Ferner gilt fiir alle w € Gpg:

ealva(w) = 1 exp (BLog(l - us(w)))
= 1—exp (ﬁ Log (exp (% Log(1 — w))))
Sl exp <6(% Log(1 — w)))

= w

—
*
~

Fiir die Gleichheit (%) bemerkt man: Wegen z € D, liegt 1 — z in
der rechten Halbebene {( € C; Re( > 0} und besitzt daher eine
Polardarstellung 1 — z = re mit r > 0 und ¢t € (—m/2,7/2). Fiir den
Hauptzweig Log des komplexen Logarithmus gilt daher

Log(1 — z) = log(r) + it,
sodass
BLog(1 — z) = Blog(r) + Bt = log(r’) +ift

und .
exp (BLog(1 — z)) = rPe'.
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Da € (0,1), ist 8t € (—7/2,7/2) und damit wie in (x) behauptet

Log <exp (8 Log(l—z))) = Log(r7e™") = log(r?)+ipt = B Log(1—z).

Analog beachtet man fiir (s«x): Wegen w € Gy existiert ein z € D und
eine Polardarstellung 1 — 2 = re mit » > 0 und t € (—7/2,7/2),
sodass mit obiger Rechnung folgt:

w=g(z) =1 —exp (BLog(l — z)) =1 — r’e”
Es ergibt sich weiter
Log(1 — w) = log(r?) 4 i8t = Blog(r) + it
und

% Log(1 — w) =log(r) + it,

sodass
it

exp (% Log(1 — w)) = re™.

Man erhélt wie gewlinscht (#x):

Log (exp (% Log(1 — w))) = log(r) +it = %Log(l —w)

Damit sind die Abbildungen
pg: D—Gg und Yg: Gg— D

wohldefiniert, holomorph und zueinander invers, womit die Behauptung
gezeigt ist. ]
KOROLLAR 5.10. Sind € (0,1), « > —1 und p > 2 gegeben, sodass
f<l- p(2 + «)
erfillt ist, dann liegt Cy, in Sp(AZ).

Beweis. Nach Korollar existiert zu jedem [ € (0,1) eine Kon-
stante C' > 0, sodass

1— 2
VzeD: % <C(1- |z|2)1_5.
L — [pp(2)]
Man rechnet damit nach:
p(2+a)
1— 2|2 ) 2 p(2+a) / o (1 g PC+e)
S K d\(z) < C" 2 1— 220952 24 A(2
[ (i F=e kD )
Wegen
2
<l— —
b p(2 + «)
gilt
2
(1- 5)M _9> 1

und somit nach Lemma [1.4] und Satz [2.4] die Behauptung. O
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Von Interesse sind dariiber hinaus negative Aussagen iiber die Zugeho-
rigkeit zu S,(A2). Dazu dient das folgende Lemma:

LEMMA 5.11. Fir p € (0,1) sei I', definiert wie in Lemma |3.11 Fiir
jedes 3 € (0,1) existiert dann ein C' > 0, sodass

1— 2|2 s
el I O TT RIS S
1—lps(2)[?

Beweis. Sind die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt, so ergibt
sich fiir z =1 —re” € T', wegen r < 2pcos(t):

2cos(t) — r > (% - 1) .

2cos(Bt) —r <2

Veel,:

Ferner gilt

Es folgt
8
B 2
(-2 _ (r@cost) =m)® | (*(-1)" 1 )
1—|ps(2)2 ~ rB(2cos(Bt) — rP) = o8 =315
=C
und damit wie gewiinscht
1 - |Z|2 B
o 2 O = 1A,
1 —pa(2)[?
O

Es folgt die angekiindigte Charakterisierung;:

KOROLLAR 5.12. Sind o > —1 und p > 2 gegeben, dann gilt C,, ¢
S,(A2%) fiir alle 8 € (0,1) mit

532 (1 2 )
- p(2+ «)
Beweis. Nach obigem Lemma gilt fir 5 € (0,1):
1— 2|2 s
VzeTl,: > C(1—|z*)t 2
7T 1= lps(2)]?
mit p € (0,1) und C' > 0. Sind & > —1 und p > 2 gegeben, so impliziert
o2
2 " p(2+a)

bzw.

2
>2|(1 - ————
P22(1- )
nach Korollar (mit £ = —1 nach Lemma 3.11)) wie behauptet C,,, ¢
U

Sp(AZ)-
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ABBILDUNG 4. Zugehorigkeit von C,, zu S,(A2) fiir p = 2.

ABBILDUNG 5. Zugehorigkeit von C,, zu S,(A2) fiir p = 3.

Um sich einen Uberblick iiber die Aussagen dieser Kriterien am Beispiel
der Funktionen ¢z zu verschaffen, bietet sich Folgendes an: Bei festem
Wert p > 2 werden in ein Koordinatensystem die Punkte («, ) €
(—1,0] x (0,1) eingetragen, fiir die Cy,, € S,(A2) baw. C,, & S,(AZ)
mit den bewiesenen Kriterien gilt.
(a) In Abbildung 4] ist dies fiir p = 2 dargestellt. Der Bereich I
enthélt dabei alle Punkte (o, (), fiir die C,, € S,(AZ) nach
Satz (a) folgt. Korollar liefert keine weiteren Aussa-
gen. Bereich IT markiert diejenigen Punkte (a, 3), fiir die nach
Korollar bereits C,, ¢ Sp(AZ) gelten muss.
(b) Abbildung [5| stellt die Situation im Fall p = 3 dar. Fiir T gilt
Cps €S (AZ) wieder nach [5.8 (a), fiir IT erhélt man die Zuge-
horigkeit nach[5.10] Der Berelch III markiert die Punkte (o, (3)
mit Cy, ¢ Sp(A2) nach p.12]
(c) In Abblldung |§| markieren die Bereiche I und II die Punkte

(o, B) mit C, € S,(A2) nach. ) bzw. [5.10, Korollar
liefert in dlesem Fall kein Beispiel fir C. §é S L(A2).
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ABBILDUNG 6. Zugehorigkeit von C,, zu S,(A2) fiir p = 4.

Man bemerkt nun aber, dass in jeder Graphik eine ,leere Fliche” auf-
tritt, d.h. eine Menge von Punkten (a, ) existiert, tiber die die bis-
herigen Kriterien keine Aussage machen. Erfreulicherweise lassen sich
unter direkter Ausnutzung der Eigenschaft in [5.6] diese leeren Fliachen
Hfillen*.

SATZ 5.13. Seien p > 2 und o« > —1 beliebig vorgegeben. Erfillt €

(0,1) die Bedingung
2
<2(1-—= ),
)

dann liegt C,, in S,(A2).

Beweis. Seien also p > 2, @ > —1 und § € (0,1) mit

1<)

gegeben. Man rechnet nach, dass dann insbesondere

(1—5)]@ > (1—2(1_1)(21&)))?(2;@)
_ (L_l)zw
p(2+a) 2

o_ p(2+ «)
2
erfiillt ist. Ferner gilt wegen p > 2
2
2—w§2—(2+a):—a<1,
sodass zusammenfassend
2 2
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gilt. Da die rechte Seite der Ungleichung immer positiv ist, existiert ein
q > 1 mit

p2+a) 1 p(2+a)
Pt o ca-pBi

Damit sind die beiden Bedingungen
2 1
_____(2__)<1
P2+ ) q

v (7 0) <00 e (52)
erfiillt, d.h.

o<ty () mnfa - (-9}

Man findet daher ein #; € (0, 1) mit

2 1 2 2
L W <9<1—ﬁ——<——2).
p(2+a)( Q> 1< {1=F) p(2+a) \q

Es seien nun 6 € R und ¢’ > 1 definiert durch

1 1
914—92:1—5 und —+—/:1,
q9 9

2 —

und

dann folgt unmittelbar
(QIIM — 2) q>—1
und
g, P2 1) ;L Vg = (1-p) - 91)p—(2 ;L Dy > (3 - 2) q = -2

Mit Lemma [I.4) und Lemma [5.4] ergibt sich nun, dass die beiden Inte-
grale

I = /(1 _ ‘212)( B2 2)qu( )
und

12—/H—4W“%ma>

einen endlichen Wert besitzen. Da die Funktion ¢g nach Satz [5.6] einer
Abschétzung der Form

1— 2|2

VeeD: ———<
1 —|pp(2)]?

C(L— |21 — 2|
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mit einer Konstanten C' > 0 geniigt, erhélt man unter Verwendung der
Holderungleichung

p(2+a)

[ () we

o /D(l Py p<22+a>_2|1 |92p< +a )dA( )

o U(l—\zl2)< )i A } {/!1 2= AA) |
D

= U0 < o
Da die Funktion 3 nach Lemmal5.9 von beschrénkter Valenz ist, ergibt
sich mit Satz wie behauptet C,,, € S,(A2). O

Damit ist die in [5.12] angegebene Schranke scharf, d.h. der Kompositi-
onsoperator C,, mit 3 € (0,1) gehort genau dann zu S,(A2) fiir p > 2

und a > —1, wenn
2
<2(1——).
’ ( p(2+a))

Insbesondere bemerkt man, dass das in Korollar (a) angegebene
Konvergenzverhalten der Form im Allgemeinen nicht ausreicht,
um die Zugehorigkeit von Kompositionsoperatoren zu Schattenklassen
vollstandig zu beschreiben, denn im Beweis von Satz wurde die
Allgemeinheit der Abschéatzung explizit ausgenutzt.

U=
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