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Vorwort

Die vorliegende Arbeit mit dem Titel ,Zur Theorie der Faberpolynome* ent-
stand an der Universitit des Saarlandes nach einem Thema und unter Betreu-
ung von Herrn Prof. Dr. E. Albrecht.

Der Ursprung der Faberpolynome liegt in der Funktionentheorie. Dort besagt
ein klassisches Resultat, dass sich jede auf einer Kreisscheibe D(zp, ) mit 2y €
C und r > 0 holomorphe Funktion f in eine auf D(zy, ) kompakt konvergente
Potenzreihe der Form

f2) = ealz—z0)"

mit komplexen Koeffizienten ¢, entwickeln lasst. Im Rahmen seiner im Jahr
1903 erschienenen Arbeit [Fab03] befasste sich Georg Faber mit der Frage, wie
ein analoges Resultat fiir auf einem beliebigen (einfach zusammenhéngenden)
Gebiet G C C holomorphe Funktionen aussehen konnte. Seine Idee, die er in
der 1907 veréffentlichten Arbeit [Fab07| weiterfiihrte, war es, im allgemeinen
Fall die Familie der Polynome z — (z — 2y)™ durch eine vom jeweiligen Gebiet
(G abhéngige Familie von Polynomen zu ersetzen. Dies war die Geburtsstunde
der spater nach ihm benannten Faberpolynome.

Bei der Konstruktion der Faberpolynome geht man (in Anlehnung an die Vor-
gehensweise von Georg Faber) von einem Kompaktum K C C aus, welches aus
mehr als einem Punkt besteht und dessen Komplement 2(K') in der Riemann-

schen Zahlkugel C einfach zusammenhéangend ist. Solche Kompakta werden
wir im Folgenden ,zuléssig” nennen (vgl. Definition . Unter Verwendung
des Riemannschen Abbildungssatzes findet man dann eine Zahl r(K) > 0,
den sogenannten ,transfiniten Durchmesser von K, und eine biholomorphe
Abbildung g : Ay k) — Q(K), die der Normierungsbedingung

lim Vre(2)

Z—00 z

=1

geniigt (vgl. Satz [2.5)). Hierbei bezeichnet A, fiir r > 0 das Komplement der

abgeschlossenen Kreisscheibe D(0,r) in C. Davon ausgehend zeigt man, dass
fiir w € K die Funktion

xk(w, ). Apgy — C, 2 S vxE-w?
17 Z =00
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wohldefiniert und holomorph ist. Als Laurentreihenentwicklung von xx(w,-)
um oo erhalten wir dann eine Reihe der Form

xx(w,2) =Y Ff(w)z,
n=0

mit der Koeffizientenfolge (FX(w))22, (vgl. Satz [2.11]). Mit der iiberraschen-
den Feststellung (vgl. Satz [2.13)), dass die hierdurch fiir n € Ny konstruierte
Funktion w +— FX(w) die Einschrinkung auf K eines holomorphen Polynoms
FX von Grad n ist, hat man dann die Familie (FX)%, der Faberpolynome zu
K bestimmt (vgl. Definition [2.14)).

Hierdurch war es aber nicht nur méglich, eine zum Fall der Kreisscheibe analo-
ge Theorie der Reihenentwicklung holomorpher Funktionen zu erarbeiten (vgl.
Satz [2.31)). Vielmehr zeigte sich (wie etwa in [AES99]), dass diese Ideen auch
in anderen Bereichen der Mathematik fruchtbar eingesetzt werden konnen.
Von besonderer Bedeutung ist die mit den Faberpolynomen verbundene Theo-
rie bei Fragen der polynomialen Approximation, wie sich etwa in den Arbeiten
[FM94| und [FMO3] zeigt. Aber schon Georg Faber selbst bemerkte, dass die
von ihm eingefithrten Polynome enge Beziehungen zur Approximationstheorie
aufweisen, was er 1920 in seiner Arbeit [Fab20| aufgriff.

Dort wurde eine erste Verbindung zu einer weiteren Klasse von Polynomen,
den sogenannten Tschebyscheffpolynomen, hergestellt.

Bezeichnet P!(K) fiir ein nichtleeres Kompaktum K C C und ein n € N
die Menge aller Einschrankungen von komplexen holomorphen Polynomen der
Gestalt

p(2) = 2"+ an_12" P ayz+ag

auf K, so fordert das auf Pafnuti Tschebyscheff zuriickgehende Problem die
Bestimmung eines Polynoms P € P!(K) mit der Eigenschaft

Pllg = inf ,
1Pl = _int [l
wobei mit || - | x die Maximumnorm auf K bezeichnet wird. Die entsprechende
Theorie liefert dann die Aussage (vgl. Satz , dass es unter der zusétzlichen
Voraussetzung #K > n+1 ein eindeutiges Polynom TX € PL(K) gibt, das die-
ser Bedingung geniigt. Hierbei heift T das n-te Tschebyscheffpolynom fiir K.

Vor diesem Hintergrund lisst die Tatsache, dass in den Fillen KX = D und
K = [-2 — 2] die Faber- mit den Tschebyscheffpolynomen iibereinstimmen,
vermuten, dass dies nicht nur Zufall, sondern einem grundlegenden Zusam-
menhang geschuldet ist. Unsere Zielsetzung soll es nun sein, dieses Phdnomen
genauer zu beleuchten. Dem Titel dieser Arbeit entsprechend, werden wir aus
diesem interessanten Wechselspiel ein (meiner Kenntnis nach neues) Resultat
zur Theorie der Faberpolynome beitragen kénnen.
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Bei der Beschéftigung mit Faberpolynomen kommt man nicht umhin, Funk-
tionentheorie auf der Riemannschen Zahlkugel C zu betreiben. Auch wenn C
das wohl einfachste nichttriviale Beispiel einer Riemannschen Fléche darstellt,
und man daher (wie in der géngigen Literatur iiblich, vgl. etwa [Mar67]) noch
einen mafsgeschneiderten Zugang zur Theorie der Faberpolynome wéhlen kann,
ist es meiner Einschétzung nach natiirlicher, das derartigen Problemen ange-
messene Konzept der Riemannschen Flachen zu bemiihen.

Zu Beginn dieser Arbeit stellen wir daher mit KAPITEL 1 die grundlegenden
und fiir uns spéter relevanten Begriffe und Resultate aus der Theorie Rie-
mannscher Flachen zusammen. Anschliefsend werden in KAPITEL 2 die Faber-
polynome in Anlehnung an die oben beschriebene Vorgehensweise von Georg
Faber konstruiert und anschlieffend ersten Untersuchungen zugefiihrt. Dabei
werden wir auch alternative Zugdnge zur Theorie der Faberpolynome disku-
tieren. Zum Abschluss des zweiten Kapitels tragen wir dann einige Beispiele
aus der Literatur zusammen. Insbesondere werden wir in Beispiel die in
[Fab03] angegebene Formel fiir die Faberpolynome zur klassischen Lemniska-
ten L :={z € C; |2* — 1| < 1} korrigieren konnen.

Auch wenn die in KAPITEL 2 aufgefithrten Resultate groftenteils bereits be-
kannt sind, rechtfertigt sich dieses recht umfangreiche Kapitel zum einen durch
die konsequente Anwendung der Methoden aus der Theorie Riemannscher Fl&-
chen und zum anderen durch die Tatsache, dass die betreffende Literatur (mit
Ausnahme des Standardwerks [Sue98|) weit gestreut ist.

Da im Gegensatz dazu die Tschebyscheffpolynome einer klassischen Fragestel-
lung aus der Approximationstheorie entspringen, stellen wir in KAPITEL 3 die
zu ihrem Verstédndnis notwendigen Begriffe und allgemeinen Aussagen zusam-
men. Dabei werden wir zugleich das Konzept der Faber-Sesquilinearformen
(vgl. Definition etablieren, welches nahe an dem von Theodore J. Riv-
lin geschaffenen Konzept der extremalen Signatur liegt (vgl. Definition [3.16)),
aber zumindest eine Verringerung des Schreibaufwands gestattet. Der Grund
fiir unsere ungewhnliche Namensgebung begriindet sich dadurch, dass Georg
Faber in seiner Arbeit [Fab20] zur Berechnung der Tschebyscheffpolynome fiir
[—2,2] im Wesentlichen dieses Prinzip anwendet, ohne es jedoch genauer her-
auszuarbeiten.

In KAPITEL 4 werden wir anschliefend diese Resultate auf Tschebyscheffpo-
lynome anwenden. Allgemeiner werden wir dann auch Minimalfunktionen und
Tschebyschefffunktionen (vgl. Definition und Definition untersuchen,
da sich gerade fiir Minimalpolynome interessante Anwendungsmoglichkeiten
(etwa auf Tschebyscheffpolynome fiir Elemente aus komplexen Banachalge-
bren mit Einselement in Beispiel bzw. Satz ergeben werden. Zum
Abschluss erproben wir dann unsere Ideen, etwa unter Beispiel im Fall
des von der Hypocycloiden mit n Spitzen berandeten Kompaktums H,,.

Die Schnittstelle zwischen beiden Themenbereichen wird in den darauf folgen-
den Kapiteln naher beleuchtet.
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In KAPITEL 5 werden wir sehen, dass durch die spéter in [Moh52] durch Ernst
Mohr vereinfachte Arbeit [Heu49| von Paul Heuser eine Briicke zwischen den
Faber- und Tschebyscheffpolynomen gebaut wird, wodurch sich viele der auf-
tretenden Phanomene erklaren lassen. Wir werden uns dabei zwar an der Vor-
gehensweise von Paul Heuser orientieren, konnen dessen Argumentation aber
erneut verkiirzen und etwas ausbauen.

Die wesentliche Idee dabei ist, das vorgegebene zuldssige Kompaktum K C C
um den Faktor r > r(K) zu einem zuléissigen Kompaktum K, ,konform aufzu-
blasen®, welches durch die Bedingung ¢k (A,) = Q(K,) (siche auch Definition
bestimmt ist. Die verbliiffende Aussage des zweiten Satzes von Heuser-
Mohr [5.8]ist dann, dass bei festem n € N die Familie der Tschebyscheffpolyno-
me (T.57),~r (k) fiir 7 — 0o kompakt gegen das Faberpolynom FX konvergiert.
Im Gegensatz dazu zeigt der erste Satz von Heuser-Mohr [5.5 dass bei der
Skalierung der Kompakta K, mit dem Faktor % die zugehorigen Tschebys-
cheffpolynome diese Information iiber die Faberpolynome verlieren.

Untersucht man Faber- und Tschebyscheffpolynome auf strukturelle Gemein-
samkeiten, so stellen sich diese unmittelbar bei affin linearen Transformationen
und Spiegelungen des zugrunde liegenden Kompaktums heraus (vgl. Lemma
und Lemma . Dass diese aber auch unter polynomialen Abbildun-
gen des Kompaktums ein dhnliches Transformationsverhalten zeigen, ist nicht
mehr unmittelbar klar, sondern beruht letztlich auf den beiden, in KAPITEL
5 vorgestellten Satzen von Heuser-Mohr.

Um dies untersuchen zu kénnen, beschéftigen wir uns KAPITEL 6 mit (verallge-
meinerten) Lemniskaten, d.h. mit Urbildern von kompakten Mengen unter po-
lynomialen Abbildungen (vgl. Deﬁnition. Nach dem einleitenden Abschnitt
1 setzen wir uns in Abschnitt 2 mit dem Verhalten der Tschebyscheffpolynome
zu (verallgemeinerten) Lemniskaten auseinander. Mit Hilfe des Konzepts der
Faber-Sesquilinearformen und des Argumentprinzips aus der Funktionentheo-
rie werden wir dort mit Korollar einige der bisher bekannten Aussagen
verallgemeinern kénnen.

SATZ (vgl. Korollar|6.11)). Sei K C C kompakt und sein € N mit #K > n+1
gegeben. Ist ein normiertes holomorphes Polynom () vom Grad m > 1 gegeben,
sodass #Q Y (K) > nm + 1 erfiillt ist, dann gilt

T, =T 0Q.

Der letzte Abschnitt in KAPITEL 6 wird schlieflich zeigen, wie sich diese Ergeb-
nisse durch den zweiten Satz von Heuser-Mohr auf Faberpolynome iibertragen
lassen, und miindet somit im Beweis des dortigen Hauptresultats [6.18]

SATZ (vgl. Satz [6.18). Sei K C C zuldssig. Ist ein normiertes holomorphes
Polynom Q vom Grad m > 1 gegeben, sodass auch Q~(K) zulissig ist, dann

qilt fir allen € N
Fe, M =FfoQ.
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Das in diesem Zusammenhang geschaffene Konzept ermdglicht zudem die voll-
stindige Charakterisierung der unter Definition eingefiihrten multiplika-
tiven Kompakta, womit wir uns in Abschnitt 4 beschéftigen wollen.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit, dem KAPITEL 7, wenden wir uns dann der
durch die Satze von Heuser-Mohr aufgeworfenen Frage zu, wann Tschebyscheff-
polynome unter , konformem Aufblasen“ des zugrunde liegenden Kompaktums
invariant sind. Hierdurch wollen wir zugleich auch versuchen, die Sonderstel-
lung, die den Kompakta K = D und K = [—2, 2] anscheinend zukommt, besser
zu verstehen. Die Idee, die wir dabei verfolgen wollen, beruht auf einer Erwei-
terung (vgl. Satz des in der Approximationstheorie klassischen Satzes von
Rivlin-Shapiro.

Am Ende dieser Einfithrung méchte ich die Gelegenheit fiir ein kurzes Dank-
wort nutzen. Zunédchst mochte ich Herrn Prof. Dr. E. Albrecht fiir dieses in-
teressante Thema und die wissenschaftliche Freiheit danken, die er mir bei
der Bearbeitung zugestanden hat. Herzlich danken mé&chte ich auch all jenen,
die dariiber hinaus, ob direkt oder indirekt, an der Entstehung dieser Arbeit
beteiligt waren. Dies gilt vor allem meinen langjahrigen Kommilitonen Heiko
Hoffmann und Philip Oberacker, fiir ihr Interesse und ihr stets offenes Ohr.

Giidesweiler, im Oktober 2010
Tobias Mai
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Notation

In diesem Abschnitt méchte ich die fiir die vorliegende Arbeit grundlegenden
Bezeichnungen einfiihren, da auf diese im Text nicht gesondert hingewiesen
wird. Die spezielle Notation dieser Arbeit, welche sich nach und nach erge-
ben wird, kann dann, sofern diese nicht nur lokal giiltig oder relevant ist, im
Symbolverzeichnis nachgeschlagen werden.

Zahlbereiche
N Menge der natiirlichen Zahlen (ohne 0)
Ny Menge der natiirlichen Zahlen mit 0
7  Menge der ganzen Zahlen
Q Menge der rationalen Zahlen
R Korper der reellen Zahlen
C Korper der komplexen Zahlen
K Korper der reellen oder komplexen Zahlen
spezielle Teilmengen von C
D(a,r) {z€C; |z—a|l <1} offene Kreisscheibe um den Punkt
a € C mit dem Radius r > 0
B(a,r) {z€C; |z—a| <71} abgeschlossene Kreisscheibe um
den Punkt a € C mit dem Radius
r >0
D {z€C; |z| <1} offene Einheitskreisscheibe
D* D\{0} punktierte Einheitskreisscheibe
T {z€C; |z| =1} Einheitskreislinie
i (C) {CeC; ¢F=1} Gruppe der k-ten Einheitswur-
zeln in C

topologische Bezeichnungen

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Fiir eine beliebige Teilmenge A C X sei

A die Menge aller Bertihrungspunkte von
A, also der Abschluss von A,

int(A) die Menge aller inneren Punkte von A,
also das Innere von A,

0A Menge aller Beriihrungspunkte von A

und X\ A, also der Rand von A.
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(2)

E/
dimV
codim V'

C[X]
deg(q)

funktionentheoretische Bezeichnungen

der Realteil von z € C

der Imaginérteil von z € C

das Argument von z € C

das Signum von 0 # z € C, d.h. sgn(z) := é
das komplex Konjugierte zu z € C

der positiv orientierten Rand eines Greenschen Be-
reichs £ C C

das Innere einer Jordankurve I'

das Residuum einer (auf einer Umgebung von z)
meromorphen Funktion f an der Stelle z

die Windungszahl der Kurve I' um 2y € C

die Spur der Kurve I'

Maximumnorm auf dem Kompaktum K C C (oder
auf dem kompakten topologischen Hausdorffraum
K)

funktionalanalytische Bezeichnungen

fir 1 < p < oo der Vektorraum der zur p-ten
Potenz (absolut) summierbaren komplexen Folgen
iiber der Indexmenge Z bzw. fiir p = oo der Vek-
torraum der beschrankten komplexen Folgen iiber
der Indexmenge Z

der K-Vektorraum der stetigen linearen Operato-
ren von F nach F fiir normierte K-Vektorraume £
und F

die K-Algebra der stetigen linearen Operatoren auf
einem normierten K-Vektorraum £, d.h. L(E) :=
L(E,E)

der topologische Dualraum zu einem normierten
K-Vektorraum E, d.h. E' := L(E,K)

die Dimension des Vektorraums V'

die Kodimension des Vektorraums V'

sonstige Bezeichnungen

Ring der Polynome in der Variablen X iiber C
Grad des komplexen holomorphen Polynoms ¢
Méchtigkeit der Menge X

Binomialkoeffizient zu ,,n iiber k&
Kronecker-Delta fir n,k € Z

grofste ganze Zahln € Z mit n < x firx € R
Maximumnorm auf K"

Landau-Symbole

disjunkte Vereinigung der Mengen A und B
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KAPITEL 1

Grundlagen aus der Theorie Riemannscher Flachen

In diesem Kapitel mochte ich die in dieser Arbeit benétigten Grundlagen aus
der Theorie Riemannscher Flachen zusammenstellen. Dabei werde ich mich im
Wesentlichen an dem Lehrbuch [For99]| orientieren.

1. Definition und erste Eigenschaften

DEFINITION 1.1. Eine n-dimensionale (reelle) topologische Mannigfal-
tigkeit X ist ein topologischer Hausdorffraum X, in dem jeder Punkt eine
offene Umgebung besitzt, welche zu einer offenen Menge im R™ hom&omorph
ist. Im Fall n = 2 nennen wir X auch eine (reelle) topologische Fliche.

DEFINITION 1.2. Sei X eine (reelle) topologische Fliche.

e Eine komplexe Karte auf X ist ein Paar (U, ¢) bestehend aus einer
offenen Menge U C X und einem Homéomorphismus ¢ : U — ¢(U)
auf eine offene Teilmenge ¢(U) von C.

e Zwei komplexe Karten (U, ¢1) und (Us, ¢2) heifen analytisch ver-
traglich, falls die Ubergangsabbildung

poodr': p1(Ur NUs) — ¢o(Ur NU)

als Abbildung zwischen offenen Teilmengen von C im gewthnlichen
Sinne biholomorph (also holomorph und bijektiv mit einer holomor-
phen Umkehrabbildung) ist.

e Ein analytischer Atlas auf X ist eine Familie {(U;, ¢;)};es von
paarweise analytisch vertraglichen komplexen Karten (Uj, ¢;) auf X
mit 5 € J, sodass X = Ujej U; erfiillt ist.

e Zwei analytische Atlanten A und A’ heifen holomorph adquivalent,
falls auch A U A’ ein analytischer Atlas ist.

BEMERKUNG 1.3. Ist X eine (reelle) topologische Flédche, so induziert die ho-
lomorphe Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf der Menge der komplexen
Atlanten auf X. Eine komplexe Struktur auf X ist die Aquivalenzklasse
[A] eines Atlanten A auf X.

Unter dem maximalen analytischen Atlas einer komplexen Struktur [A]
auf X wollen wir den Atlas A* aus [A] verstehen, der aus allen komplexen
Karten auf X besteht, die zu jeder komplexen Karte aus A analytisch vertrag-
lich sind. Im Folgenden meinen wir mit ,einer Karte auf X* immer eine Karte,
die zu diesem maximalen Atlas gehort.

Damit konnen wir nun definieren:



4 1. GRUNDLAGEN AUS DER THEORIE RIEMANNSCHER FLACHEN

DEFINITION 1.4. Eine Riemannsche Fliche ist ein Paar (X, [A]) bestehend
aus einer zusammenhéngenden topologischen Flache X und einer komplexen
Struktur [A] auf X. Ist die entsprechende komplexe Struktur aus dem Zusam-
menhang klar, so schreiben wir auch einfach X statt (X, [A]).

DEFINITION 1.5 (holomorphe Abbildungen). Ist (X, [A]) eine Riemannsche
Fldche, so nennen wir eine Funktion f : X — C holomorph (in einem Punkt
a € X), falls fir jede komplexe Karte (U, ¢) (mit a € U) die Abbildung
fo¢™:¢(U) — C im gewdhnlichen Sinne (im Punkt ¢(a)) holomorph ist.
Mit O(X) bezeichnen wir die Menge aller holomorphen Funktionen f : X — C.
Ist (Y, [B]) eine weitere Riemannsche Fléche, so nennen wir eine stetige Ab-
bildung f : X — Y holomorph (in einem Punkt a € X), falls fiir alle Karten
(U,¢) auf X (mit @ € U) und (V,4) auf Y mit f(U) C V die Funktion

bofod™: $(U) = (V)
im gewohnlichen Sinne (im Punkt ¢(a)) holomorph ist. Mit O(X,Y") bezeich-
nen wir die Menge aller holomorphen Funktionen f: X — Y.
Eine holomorphe Funktion f : X — Y ist biholomorph, falls f : X — Y
holomorph und bijektiv ist und die Umkehrabbildung f~! : Y — X ebenfalls
holomorph ist.

BEMERKUNG 1.6. Wir stellen fest:

e Da je zwei analytische Karten analytisch vertrédglich sind, muss fiir
den Nachweis der Holomorphie einer Funktion in einem Punkt nur
die Holomorphie in einer Kartenumgebung nachgerechnet werden.

e Ist f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei Riemannschen
Flachen X und Y, so ist diese genau dann holomorph, falls fiir jede
Karte (V,4) auf Y die zugehorige Abbildung v o f : f~1(V) — C
holomorph ist.

BEISPIEL 1.7. Wir halten nun drei Beispiele fiir Riemannsche Fléachen fest, die
wir im Folgenden benétigen werden.

(a) Versehen wir die topologische Flache C mit der durch den Atlas A :=
{(C,id¢)} definierten komplexen Struktur [A], so erhalten wir die Rie-
mannsche Fliche (C, [A]). Jede komplexe Karte auf C besitzt dann
die Form (U,idy) mit einer offenen Teilmenge U C C.

(b) Ist (X, [A]) eine Riemannsche Fliche, so ist jede offene und zusam-
menhéngende Teilmenge ¥ C X versehen mit der durch den auf YV
eingeschrinkten Atlas

Aly ={UNY, 9lvny); (U o) € A}

induzierten komplexen Struktur [A]y] eine Riemannsche Fléache.
(c) Bezeichnen wir mit C die Einpunkt-Kompaktifizierung der komple-

xen Ebene C, so wird C versehen mit der durch den Atlas A :=
{(Uo, ¢0), (U1, ¢1)} definierten komplexen Struktur zu einer (kompak-
ten) Riemannschen Fldche. Hierbei betrachten wir die durch

Uy :=C\{oo} und U :=C\{0}
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gegebene offene Uberdeckung von C mit den Kartenabbildungen
¢o: Uy—C, z— 2z

und
1
gbl: U1—>(C, Z’—>{Z7 Z%OO
0, z=00

Es stellt sich heraus, dass viele Resultate der klassischen Funktionentheorie
eine Verallgemeinerung im Kontext Riemannscher Flachen besitzen. Beispiels-
weise gilt:

SATZ 1.8 (Riemannscher Hebbarkeitssatz, Theorem 1.8 in [For99|). Sei U eine
zusammenhdangende offene Teilmenge einer Riemannschen Fliche X und sei
acU. Ist f € O(U\{a}) in einer Umgebung von a beschrinkt, so lisst sich f

holomorph auf U fortsetzen, d.h. es gibt ein f € o) mat ﬂU\{a} = f.

BEMERKUNG 1.9. In der Notation des vorangegangenen Satzes sei Y eine wei-
tere Riemannsche Flidche. Als unmittelbare Folgerung ergibt sich dann, dass
eine stetige Funktion f : U — Y, welche auf U\{a} holomorph ist, bereits auf
ganz U holomorph sein muss.

Hierzu wihle man eine Karte (V,4) in Y mit f(a) € Y und wende den Rie-
mannschen Hebbarkeitssatz auf die stetige (und damit in einer Umge-
bung von a beschriankte) Funktion ¢ o f|y« : U* — C an, wobei wir mit
U* CUN f~Y(V) eine zusammenhingende offene Umgebung von a bezeich-
nen. Die holomorphe Fortsetzung muss dann aufgrund ihrer Stetigkeit mit
Yo fly- Ubereinstimmen, d.h. f ist in @ und damit auf ganz U holomorph.

SATZ 1.10 (Identitdtssatz, Theorem 1.11 in [For99|). Seien X und Y Rie-
mannsche Flichen. Sind f1, fo : X — Y zwei holomorphe Abbildungen, welche
auf einer Teilmenge A C X, die einen Hdufungspunkt in X besitzt, tiberein-
stimmen, so gilt bereits f1 = fo.

SATZ 1.11 (Satz von der offenen Abbildung, Corollary 2.4 in [For99|). Seien
X und Y Riemannsche Flichen und sei f : X — Y eine nicht konstante
holomorphe Abbildung. Dann ist f eine offene Abbildung, d.h. f(Q) ist offen
in'Y fir alle offenen Mengen Q) C X.

SATZ 1.12 (Satz von der Holomorphie der Umkehrfunktion, Corollary 2.5 in
[For99]). Sind X und Y Riemannsche Flichen und ist f : X — Y eine
injektive holomorphe Abbildung, dann ist f : X — f(X) bereits biholomorph.

Die Machtigkeit des hierdurch geschaffenen Konzepts zeigt sich unter anderem
an dem folgenden Satz:

SATZ 1.13 (Theorem 2.7 in [For99|). Seien X und Y Riemannsche Flichen
und f : X — 'Y eine nicht konstante holomorphe Funktion. Ist X kompakt, so
st auch Y kompakt und f ist surjektiv.

Zum Beweis dieser Aussage muss man sich nur tiberlegen, dass f(X) sowohl
offen (nach dem Satz von der offenen Abbildung) als auch abgeschlossen ist (da
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abgeschlossene Mengen in der kompakten Menge X bereits kompakt sind und
daher unter der stetigen Abbildung f auf kompakte und somit abgeschlossene
Mengen in Y abgebildet werden). Somit muss némlich, da Y nach unserer
Definition Riemannscher Flachen insbesondere zusammenhédngend ist und X
bzw. f(X) als nicht leer vorausgesetzt werden kann, bereits f(X) =Y gelten,
womit auch die Kompaktheit von Y folgt.

Diese, wenn auch iiberraschende, aber dennoch harmlos aussehende Aussage
hat etwa die folgende Konsequenz:

KOROLLAR 1.14 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p ein beliebiges nicht
konstantes komplezes Polynom vom Grad n. Dann besitzt p (mit Vielfachhei-
ten) genau n Nullstellen.

Beweis. Wir betrachten die durch p induzierte Abbildung p : C — C mit
p(o0) = co. Auf C ist diese offensichtlich holomorph (nachgepriift in der Karte
(Uo, ¢o) aus Beispiel |1 . ) und dariiber hinaus auf C stetig, also nach dem
Riemannschen Hebbarkeltssatz auf ganz (C holomorph und offenbar nicht
konstant. Nach Satz |1.13| folgt also p((C) C, sodass insbesondere 0 € p(C)
gelten muss, d.h. p hat eine komplexe Nullstelle. Durch Polynomdivision ergibt
sich dann induktiv die Behauptung. O

In der klassischen Funktionentheorie charakterisiert der Riemannsche Abbil-
dungssatz die einfach zusammenhéngenden Gebiete in der komplexen Ebene C.
Im Kontext Riemannscher Flachen lasst sich diese Aussage zu einer Charakte-
risierung einfach zusammenhéngender Riemannscher Flédchen verallgemeinern.

SATZ 1.15 (Riemannscher Abbildungssatz, Theorem 27.9 in [For99|). Jede
einfach zusammenhdngende Riemannsche Flache ist biholomorph dquivalent

2U @, C oder D.

Hierbei nennen wir zwei Riemannsche Flachen biholomorph &Aquivalent,
falls es eine biholomorphe Abbildung ¢ : X — Y gibt.

2. Uberlagerungstheorie Riemannscher Flichen

Bei der Behandlung Riemannscher Flichen erweist sich die Uberlagerungstheo-
rie als dufserst niitzliches Werkzeug. Ich mochte daher zunéchst die bendtigten
Grundbegriffe aus der Uberlagerungstheorie bereitstellen.

DEFINITION 1.16. Seien X und Y topologische Hausdorffréume und sei p :
Y — X eine Abbildung.

e Die Abbildung p heift diskret, falls p~'({z}) fiir alle x € X diskret
in Y ist.

e Die Abbildung p heikt Uberlagerungsabbildung, falls p stetig, offen
und diskret ist.

e Eine Uberlagerungsabbildung p heift unverzweigt, falls jeder Punkt
y € Y eine Umgebung V besitzt, sodass p|y injektiv ist.
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e Die Abbildung p heifit lokal topologisch, falls jeder Punkt y € Y
eine Umgebung V' besitzt, sodass ply : V' — p(V) einen Homéomor-
phismus darstellt.

e Eine unverzweigte Uberlagerungsabbildung p heift unbegrenzt, falls
jeder Punkt x € X eine Umgebung U besitzt, sodass p~'(U) eine
Darstellung der Form

pH(U)=JV;
jet

besitzt, wobei (V;)je; mit J # () eine Familie paarweise disjunkter
offener Teilmengen von Y ist, fiir welche alle Abbildungen p|y, : V; —
U Homéomorphismen darstellen (vgl. Definition 4.11 in [For99]).

e Sind X und Y zusétzlich lokalkompakt, so heifst eine stetige Abbildung
p eigentlich, falls fiir jede in X kompakte Menge K auch p~!(K)
kompakt in Y ist.

Wir werden die folgenden Aussagen verwenden:

LEMMA 1.17. Sind X und Y topologische Hausdorffriume, so ist eine Abbil-
dung p : Y — X genau dann eine unverzweigte Uberlagerungsabbildung, falls
diese lokal topologisch ist.

SATZ 1.18 (Theorem 4.22 in [For99|). Sind X und Y lokalkompakte topo-
logische Hausdorffriume und ist p : Y — X eine eigentliche unverzweigte
Uberlagerungsabbildung, dann ist p auch unbegrenzt.

SATZ 1.19 (Theorem 4.16 und Lemma 4.21 in [For99|). Sind X undY topolo-
gische Hausdorffraiume, wobei X wegzusammenhdngend ist, und istp:Y — X
eine unbegrenzte unverzweigte Uberlagerungsabbildung, so besitzen p~*({x1})
und p~t({z2}) fir alle x1,zo € X die gleiche Mdchtigkeit n € N U {oo}. In
diesem Fuall heifst n die Blatterzahl von p.

Sind X undY zusdtzlich lokalkompakt und ist p eigentlich, so ist die Bldtterzahl
n endlich.

Sind X, Y und Z topologische Rdume und p : ¥ — X und f : Z — X
stetige Abbildungen, so verstehen wir unter einer Liftung von f eine stetige
Abbildung g : Z — Y mit f = po g, d.h. das Diagramm

Y

g 7 l
P
iy

Z X
kommutiert.

SATZ 1.20 (Eindeutigkeit der Liftung, Theorem 4.8 in [For99|). Seien X undY
topologische Hausdorffriume und p : Y — X eine unverzweigte Uberlagerungs-
abbildung. Sev ferner Z ein zusammenhdngender topologischer Hausdorffraum
und f : Z — X eine stetige Abbildung. Sind nun g1, 9> : Z — Y Liftungen von
f, welche g1(z0) = ga2(20) fiir einen Punkt zy € Z erfillen, dann gilt bereits

g1 = g2.
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SATZ 1.21 (Theorem 4.17 in [For99]). Seien X wund Y topologische Haus-
dorffriume und p :' Y — X eine unverzweigte unbegrenzte Uberlagerungsab-
bildung. Ferner sei Z ein zusammenhdngender, wegzusammenhdngender, lokal
wegzusammenhdangender topologischer Hausdorffraum und f : Z — X stetig.
Dann gibt es zu beliebigen zg € Z und yo € Y mit f(z0) = p(yo) genau eine
Liftung f: Z — Y wvon [ mit f(zo) = Y.

Mit dem folgenden Resultat stellt sich heraus, dass die Sprache der Uberlage-
rungstheorie auch fiir Riemannsche Flichen geeignet ist.

SATZ 1.22 (Theorem 4.9 in [For99|). Seien X, Y und Z Riemannsche Fldichen.
Ist p : Y — X eine holomorphe unverzweigte Uberlagerungsabbildung und
f:Z — X eine holomorphe Abbildung, dann ist jede Liftung g : Z — Y wvon
f bereits holomorph.

Aus der Vielzahl der Resultate, die sich aus diesem Zusammenspiel ergeben,
mochte ich hier nur eines nennen:

SATZ 1.23 (Theorem 5.11 in [For99|). Sei X eine Riemannsche Fliche und sei
f: X — D eine eigentliche nicht konstante holomorphe Abbildung, welche tiber
D* := D\{0} unverzweigt ist. Dann existieren einn € N und eine biholomorphe
Abbildung ¢ : X — D, sodass das Diagramm

¢ D
D

kommutiert. Hierbei bezeichnen wir mit e, das durch e,(z) := 2" definierte
Polynom.

X

Da wir diese Notation haufig benutzen werden, definieren wir genauer:
e Fiir n € Nj sei e,, das durch

en: C—>C, z+— 2"

bestimmte Monom.
e Fiir n € N mit n < 0 sei e,, gegeben durch

en: C"—=C, z+ 2",



KAPITEL 2

Faberpolynome

1. Definition der Faberpolynome

Wir vereinbaren zunéchst die folgende Notation:
e Ist K C C kompakt, so bezeichnen wir mit Q(K) die unbeschrénkte
Zusammenhangskomponente des Komplements von K in C.
e Fiir 7 > 0 setzen wir A, := C\D(0, 7).
Geméf Beispiel (b) werden die hierdurch definierten offenen und zusam-
menhéngenden Teilmengen von C zu Riemannschen Flichen.

Weiter wihlen wir die folgende Bezeichnung;:

DEFINITION 2.1. Eine kompakte Teilmenge K C C heikt zuléssig, falls K" aus
mehr als einem Punkt besteht und zudem C\ K einfach zusammenhéngend ist.
In diesem Fall gilt offensichtlich Q(K) = C\K.

DEFINITION 2.2. Ist Q C C eine Umgebung von oo, so setzen wir

0" = Q\{oo}.
Fiir ein zuldssiges Kompaktum K C C schreiben wir auch Q*(K) statt Q(K)*.
Wiederum nach 1.7 wird die zu einem zuléssigen Kompaktum K C C definierte
offene und (einfach) zusammenhéngende Menge Q(K') zu einer Riemannschen

Fldche. Mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes ldsst sich diese nun
auch charakterisieren.

LEMMA 2.3. Ist K C C zulassig, so ist Q(K) biholomorph dquivalent zu D.

Beweis. Ist K C C ein zuléssiges Kompaktum, dann ist die Riemannsche
Fliche Q(K) nach Definition [2.1] einfach zusammenhéngend und daher nach
dem Riemannschen Abbildungssatz biholomorph &quivalent zu einer der

einfach zusammenhéngenden Riemannschen Fliachen C, C oder D.
ANNAHME 1: Q(K) ist biholomorph #quivalent zu C.

In diesem Fall wire Q(K') insbesondere homéomorph zu dem kompakten to-
pologischen Raum C, miisste also selbst kompakt und damit abgeschlossen in

C sein.
Aufgrund des so gefundenen Widerspruchs kann Q(K) nicht biholomorph &qui-

valent zu C sein.
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ANNAHME 2: Q(K) ist biholomorph dquivalent zu C.

Wir finden also eine biholomorphe Abbildung ¢ : 2(K) — C. Durch Kompo-
sition mit einem geeigneten Automorphismus von C (etwa eine Translation)
kénnen wir zusétzlich annehmen, dass 1(oc0) = 0 erfiillt ist.

Wir wihlen nun ein 7 > 0 und erhalten die offene Umgebung D(0,7) von
0, sodass (da ¢ stetig ist) auch ¥=*(D(0,r)) eine in Q(K) offene Umgebung
von oo darstellt. Da Q(K) mit der Relativtopologie von C versehen ist, finden
wir eine kompakte Teilmenge L von C mit ¢~ 1(D(0,7)) = (((A:\L) N Q(K).
Insbesondere gilt also ¥~ ' (A%) C L, sodass die auf A* holomorphe Funktion
¢_1’A: : A¥ — C in der Umgebung A, von co beschrankt und somit nach dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz zu einer holomorphen Funktion ¢ : C—C
fortsetzbar ist.

Nach Satz muss nun ¢ sogar surjektiv sein, sodass sich insbesondere

C = ¢(C) = QK) U {¢(0)}

ergibt, was aber nicht moglich sein kann, da nach Definition [2.1 das Kompak-
tum K mindestens einen weiteren, von ¢(co) verschiedenen Punkt enthélt.
Der so gefundene Widerspruch zeigt, dass es keine biholomorphe Abbildung
¥ Q(K) — C geben kann.

Zusammenfassend folgt also, dass Q(K) biholomorph #quivalent zu D sein
muss, womit die Behauptung bewiesen ist. [l

Wir werden im Folgenden meist an einem speziellen Typ von holomorphen
Abbildungen interessiert sein. Daher bemerken wir:

BEMERKUNG 2.4. Sei K C C zuldssig und (Uy, ¢;) die Karte aus Beispiel
(c). Ist ¥ > 0 und ¢ : A, — Q(K) eine biholomorphe Abbildung, dann ist

Vo (i)™ D(0,2)\ {0} — (K)

eine holomorphe Funktion, welche in 0 eine Polstelle erster Ordnung besitzt,
also auf D(0, £)\{0} eine Laurententwicklung der Form

a) ) =+ ianz”, e (o, %)\{0}

besitzt. Insbesondere besitzt 1 auf A* eine Laurententwicklung der Form

(w o (¢

W(z) =a_1z+ Z anz ", z € AL
n=0

Hierbei schreiben wir auch ¢'(co) fiir den Koeffizienten
a_1 = lim —w(Z)
z—00 Z

Wir werden nun fiir zuldssige Kompakta die zugehorige Familie der Faberpo-
lynome definieren. Hierzu bendtigen wir zunéchst den folgenden Satz.
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SATZ 2.5. Ist K C C zuldssig, so ezistieren genau ein r(K) > 0 und genau
eine biholomorphe Abbildung Vi = Apxy — QUK), sodass g um oo eine
Laurententwicklung der Form

2)=z+4 ) bz, 2 €A

besitzt. Die Zahl r(K) nennt man den transfiniten Durchmesser von K.

Beweis. Sei also K C C zuldssig. Geméaft der Charakterisierung der zu-
gehorigen Riemannschen Flache Q(K) in Lemma finden wir eine biholo-
morphe Abbildung ¢ : D — Q(K). Nach eventueller Komposition mit einem
Automorphismus von D kénnen wir hierbei erreichen, dass die Bedingungen

(2.1) 9K (0) = o0 und (¢100K)'(0) >0

erfiillt sind, wobei wir mit ¢; die in Beispiel [1.7] (¢) definierte Kartenabbildung
bezeichnen. Man beachte hierbei, dass die Komposition ¢, o ok in einer Umge-
bung von 0 wohldefiniert und im gewhnlichen Sinne holomorph, d.h. komplex
differenzierbar ist.

(i) Wir stellen fest, dass @i durch die obigen Forderungen ({2.1) eindeutig
bestimmt wird. Ist ndmlich ¢ : D — Q(K) eine weitere biholomorphe Abbil-
dung, die ebenfalls den Bedingungen (2.1)) geniigt, d.h. es gilt

¢r(00) =0 und (¢ 0¢k)'(0) >0,

so erhalten wir durch die Komposition f := ¢! o ¢ einen Automorphismus
von D mit f(0) = 0 und (unter Beachtung der Kettenregel) auch

F10) = (g ovr)(0)

= ((¢10¢x) " 0 (é105x))'(0)
1 —~—\/
G 10¢K>f< OIRC

(9251 © SOK)’(O)

erfiillt, also bereits mit idp tibereinstimmen muss, d.h. es gilt o = k.

(ii) Wir bemerken nun, dass ¢k die folgende Eigenschaft besitzt

| (o Brow)(2) = (Broe)©) 1
l:ﬂawK<Z>—(1 ) (610 0x)(0)

z—0 z
Insbesondere ist ¢ eine meromorphe Funktion, welche in 0 eine Polstelle erster
Ordnung besitzt, sodass

r(K) := Res(¢k,0) = lin% 2pr(z) >0

> 0.
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erfiillt ist und ¢ auf D* eine Laurententwicklung der Form
1 o0
=r(K)- b 2", e D”
p(2) =)+ 3 he

besitzt. Somit erhalten wir durch

Vi (2) = vk (c;ﬁl <%z)) fir z € Apiy

eine offensichtlich biholomorphe Abbildung ¢k : A,(x) — Q(K), welche auf
A:( K) die Laurententwicklung

@DK(Z) =z+ Z bnz_na S A:(K)
n=0
besitzt, wobei b, := b/ r(K)" fiir alle n € Ny gesetzt wird.

(iii) Ferner sind r(K') und 9 eindeutig bestimmt. Sind némlich 7(K) > 0 und
eine biholomorphe Funktion ¥x : Azk) — Q(K) gegeben, sodass die nach
Bemerkung bestimmte Laurententwicklung von 1k um oo die Form

'{[)}(2) :Z—l-Z(;;LZ*", ZEA;(K)
n=0

besitzt, so erhalten wir durch

Pr(2) = o (r(K)¢r'(z))  fiir alle z € D

eine offensichtlich biholomorphe Abbildung ¢k : D — Q(K). Fiir diese ergibt
sich ¢ (0) = co und mit einer zu (ii) analogen Rechnung zunéchst

(019 50)6) = (oGO _ (1 5(7)”

z

(¢109K)'(0) = l{%
und damit unter Beachtung von
lii% 20k (2) = Res (pr,0) = F(K) > 0
schlieklich

(610 FR) (0) = =75 > O
Die Eindeutigkeitsaussage in (i) zeigt nun, dass px mit ¢x und daher auch
Ux mit Yy iibereinstimmen muss. Insbesondere ist also auch 7(K) = r(K),
womit die Behauptung vollstandig bewiesen ist. 0

BEMERKUNG 2.6. Sei K C C zuléssig. Wir nennen die biholomorphe Ab-
bildung ¢ : A, — Q(K) normiert, falls in ihrer nach Bemerkung be-
stimmten Laurententwicklung die Bedingung a_; = 1 erfiillt ist. Satz be-
sagt also, dass es eine eindeutig bestimmte normierte biholomorphe Abbildung
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BEMERKUNG 2.7. Im Zuge dieser Arbeit werden wir zu diversen zuldssigen
Kompakta K C C die biholomorphe Abbildung ¥k : A, k) — Q(K) bestim-
men kénnen. Da wir uns diese Abbildungen auch veranschaulichen wollen, stel-

len wir die zugehorigen Polarkoordinatenbilder dar, d.h. wir geben an, worauf
das durch die Strahlen

{re?; r > r(K)} fiir verschiedene Winkel 6 € R
und die Kreise
{re”; 6 € R} fiir verschiedene Radien r > r(K)

gegebene Polarkoordinatengitter abgebildet wird. Da wir dies nur in den Féllen
anwenden wollen, in denen sich g trivialerweise stetig auf A, k) fortsetzen
lasst und dadurch eine Parametrisierung von 0K liefert, ergénzen wir dieses
Gitter durch den Kreis zu r = r(K) und fiigen im Bild dementsprechend den
Rand 0K hinzu. Das (sofern nicht anders angegeben) im Folgenden verwendete
Polarkoordinatengitter mit

e den Winkeln 6 € {%7‘(‘; k=0,...,11}
e den Radien r € {(1+ &)r(K); k=0,...,10}
ist in Abbildung [2.1] dargestellt.

2

ABBILDUNG 2.1. Standard Polarkoordinatengitter

Aus dem Beweis des vorangegangenen Satzes erhalten wir unmittelbar eine Be-
ziehung zwischen dem transfiniten Durchmesser eines zulassigen Kompaktums
und dessen analytischer Kapazitdt, welchen wir an dieser Stelle einschieben
wollen. Fiir die Definition der analytischen Kapazitit verweisen wir auf Ab-
schnitt 1 von Kapitel VIII in [GamO05].

KOROLLAR 2.8. Fiir ein zuldssiges Kompaktum K C C stimmt der transfinite
Durchmesser r(K) mit der analytischen Kapazitit v(K) tberein.
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Beweis. Die im Beweis zum obigen Satz konstruierte biholomorphe Funk-
tion g : D — Q(K) erfiillt die Bedingungen ¢x(0) = oo und

lig(l) 2o (z) =r(K) > 0.
Insbesondere ist die Funktion gx := ¢ : Q(K) — D ebenfalls biholomorph
mit gx(00) = 0 und
Iim =gic(2) = lim pae(2)gic(ae (=) = lim 25 (2) = 7(K) > 0.
Gemiéfs Theorem VIII.1.4 in [GamO05| erhalten wir dann wie behauptet
Y(K) = lim 2gx(2) = r(K).

Insbesondere stellt gx die Ahlforsfunktion fiir K (vgl. Theorem/Definition
VIIL.1.6 in [GamO35]) dar. O

In der folgenden Definition fiihren wir einige Notationen ein, die wir spéter
bendtigen werden.

DEFINITION 2.9. Sei K C C ein zulassiges Kompaktum mit dem transfiniten

Durchmesser r(K) > 0 und der zugehdrigen biholomorphen Abbildung iy :
e Fir r > r(K) bezeichnen wir mit I'.(K) die durch
L(K) = (0, D(0, 7))
definierte orientierte Jordankurve in C. Falls das zugrunde liegende
Kompaktum aus dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir auch kurz
', statt I',.(K). Situationsbezogen werden wir eine solche Kurve I, (K)
auch mit ihrer Spur identifizieren.

e Fiir p > r(K) liefert 5 (A,) nach Satz eine offene Teilmenge von
Q(K), welche wegen 1 (c0) = 0o auch eine offene Umgebung von oo

darstellt. Nach Definition der Topologie auf C ist
K, = @\¢K(Ap)

eine kompakte Teilmenge von C. Da ¢k (A,) dariiber hinaus (als ho-

moomorphes Bild einer einfach zusammenhéngenden Menge) einfach
zusammenhéngend ist, ist K, ein zuldssiges Kompaktum und wegen

VK (Ap) = Q(K,) gilt
Vi, = Vkla, und r(K,) = p.
Ferner erhalten wir
und
int(K,) = int(I',).
Wir halten an dieser Stelle eine niitzliche Beobachtung fest:

LEMMA 2.10. Sei K C C ein zuldssiges Kompaktum. Dann ist durch (K, )r>r(k)
eine kompakte Ausschopfung von C gegeben, d.h.
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(i) Fir alle r(K) <ry <y gilt
K, Cint(K,,).
(i) Es ist
U K, =C.
r>r(K)

Dariiber hinaus gilt K C int(K,) fir alle r > r(K).

Beweis. Nach Definition ist das Kompaktum K, fiir » > r(K) durch
Yk (A,) = Q(K,) bestimmt. Sind also r(K) < r; < ry beliebig vorgegeben, so
erhalten wir fiir p := 532 wegen

Vi (Ar,) CPR(A,) CYr(D,) CPr(Ay) C Yk (Ani))
unmittelbar

K C K, cU:=C\g(A, ») C K,

mit einer offenen Menge U C C, sodass sich K, C int(K,,) und damit der erste
Teil der Behauptung ergibt. Dariiber hinaus sehen wir damit K C int(K,) fiir
alle r > r(K).

Sei nun z € C beliebig vorgegeben. Gilt speziell z € K, so ist bereits z €
K, fir alle r > r(K) erfillt. Ist andererseits z ¢ K und damit z € Q(K)
erfiillt, so withlen wir 7 > |[¢'(2)| und erhalten 2 ¢ ¥ (4A,), also 2z € K,.
Zusammenfassend ergibt sich

und damit auch der zweite Teil der Behauptung. U

LEMMA 2.11. In der Situation von Satz[2.9 ist fir alle w € K die Funktion

Z¢'K(Z)

Xe(w,) 1 Ay — C, 2+ { PxE—w’
17 zZ =00

Z # 00

holomorph und besitzt eine Laur’ententwicklung um oo der Form
ZwK K *
Vi (2 Z Ey ’ 2 € By

mit den Koeffizienten (Ff(w))neNo.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass nach Konstruktion der Abbildung
Yk auch

Vi (AL ry) = (K)
erfillt ist. Insbesondere ist fiir w € K die Funktion
2Pk (2)
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wohldefiniert und holomorph. Da ¢ nach Konstruktion in[2.5/eine Darstellung
der Form

Vr(z) =2 +ﬂ3<é>, z € Alp

1
» r(K)

v =1- 58 (5), e

»2

mit einer auf D(0 ) holomorphen Funktion 8 besitzt, kénnen wir

nachrechnen und erhalten, dass
Wp(z)  2(1-2%(E)  1-=P0)
G —w AR -w L+ -F

fiir alle z € Aj( K) erfiillt ist, womit sich wegen

1 1 1 1
lim —qs(—> -0 und  lim —2‘13’(—) —0
z2—00 2 A z2—00 2 z
unmittelbar
(2.2) lim H,(z) =1

ergibt. Insbesondere ist also H,, in einer Umgebung von co beschrankt, sodass
sich H,, nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz zu einer holomorphen
Funktion xx(w,-) : Ayxy — C fortsetzen lasst. Wegen (2.2)) muss dann insbe-
sondere Y (w,00) = 1 erfiillt sein. Damit stellt

XK(w; ) : A?”(K) — C’ Z wK(Z)—uH
1, zZ =00

wie behauptet eine holomorphe Funktion dar. Bezeichnen wir mit (U, ¢1) die
Karte aus Beispiel (¢), so erhalten wir durch

X (w,-) == xx(w,) o d1 [ po._1)

r(K)

eine holomorphe Funktion X (w,-) : D(0, ﬁ) — C mit

~ XK(wal>v < 7é 0 . 1
= z f 11 D0, ——
) {xK<w,oo>, B

welche sich auf D(0, T&()) in eine konvergente Potenzreihe

N 1
Trc(w,2) = 3 Fi(w)e" i alle = € D(0, TK)>
n=0

mit Koeffizienten (FX(w))%, entwickeln lisst. Wegen

XK(w, ) = %K(w7 ) o ¢1|AT(K)

gilt dann fir alle z € A:(K)

1
— v ) = E FE —n
XK(UJ;Z) XK(UJ,Z> 2 n (w)z )
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d.h. xx(w, ) besitzt auf A} ) eine Laurententwicklung (um co) der gewiinsch-
ten Form. U

BEMERKUNG 2.12. In der Situation des vorangegangenen Satzes ist fiir
w € K die holomorphe Funktion xg(w,-) : Aykx)y — C auf 9D(0,r) fiir
r > r(K) gleichméfig absolut konvergent. Daher kénnen wir fiir & € Ny nach-
rechnen

1 1
L wi(w,2)2 Nz = (ZFK )d

21 Ja, p(o.r) 2mi 84+ D(0,r)
= ZFK ( / Zk_"_ldz)
271 Ja, por) ’
e
= Ff(w),
womit wir die Formel
1 1 2 (2)
FK(w)——,/ xx(w, 2)2" tde = — R
g 270 Ja, (o) 271 Ja, (o) Yr(z) —w

gefunden haben. Insbesondere ldsst sich die Abbildung w +— FF(w) auf K
durch die offenbar auf int(K,) holomorphe Funktion

1 2kl (2
wis / k()
21 Jo, p(os) VK (2) —w
fortsetzen. Da K als zuldssiges Kompaktum einen Haufungspunkt besitzen
mussEL ist diese holomorphe Fortsetzung sogar eindeutig bestimmt.

SATZ 2.13 (Theorem 2.1 (a) (iii) in [ELI83|). Sei K C C ein zuldssiges Kom-
paktum. Ist

z)=z+ f: bz "
n=0

die Laurententwicklung von 1y um oo, so erfillen die Koeffizienten (FX (w))2,
fir w € K die Rekursion

n—1

Fi(w) = wE (w) — Zbka_k(w) —(1+n)b,, n>1
k=0

mit den Anfangswerten
Ff(w) =1 und — Ff(w) = w — by.
IWiirde K keinen H&éufungspunkt besitzen, so konnte K als beschriankte Menge nach

dem Satz von Bolzano-Weierstraf nur endlich viele Punkte enthalten, was aber nicht méglich
ist, da C\ K als einfach zusammenhéngend vorausgesetzt wird.
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Beweis. Sei w € K beliebig vorgegeben. Nach Konstruktion erhalten wir
fiir alle z € Aj(K)

i(2) = (02) — ) L ()~ 0) S Pl

und damit

z(l - i nbnz_("“)) = (Z + i bz ™" — w) i FX(w)z™
n=1 n=0 n=0

Beachten wir, dass unter Verwendung des Cauchyprodukts

gilt (da beide Reihen auf der linken Seite absolut konvergieren) so ldsst sich
dies in die folgende Form bringen:

z—i nb,z"" = i FE(w)z= =Yy i Ff(w)z"—i—i ( i bkak(w)) 2 "
n=1 n=0 n=0 n=0 k=0

Da diese Identitét fiir alle z € A:i( K) gilt, erhalten wir durch Koeffizientenver-
gleich zunéchst die im Satz behaupteten Anfangswerte

Ff(w) = 1
FE(w) = wFS(w) —boFE(w) = w— by

und fir alle n € N aus

—nb, = FX (w)—wFXw +Zbkﬂ{<k

= FE (w) — wFX (w) + b, +Zbk K (

die Rekursionsvorschrift

n—1
Efa(w) = wES (w) =Y by (w) = (14 n)bn,
k=0
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Die in obigem Satz hergeleitete Rekursion fiir die Folge (FX (w))22, zu ei-
nem zuléssigen Kompaktum K C C und einem Punkt w € K lasst sich auch als
Lformale” Rekursion im Polynomring C[w] auffassen, wodurch dann eine Folge
von holomorphen Polynomen (FX)%  definiert erd welche eingeschrankt auf
K mit den Koefﬁz1entenabb11dungen w +— FX(w) iibereinstimmen. Die nach
Bemerkung eindeutig bestimmte holomorphe Fortsetzung ist damit durch
diese Polynome gegeben.
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Induktiv iiberzeugt man sich leicht, dass FX fiir alle n € Ny ein normier-
tes Polynom (d.h. ein Polynom mit fiihrendem Koeffizienten 1) vom Grad n
darstellt. Dies miindet nun in

DEFINITION 2.14 (Faberpolynome). Ist K C C zuléssig, so wird durch
Zle K *
Irlz Z £y , o 2E ANk

eine Familie normierter Polynome (F)%  definiert, wobei deg(FX) = n fiir

alle n € Ny erfiillt ist. Das Polynom FX heift das n-te Faberpolynom des
zuldssigen Kompaktums K.

BEISPIEL 2.15 (Einheitskreisscheibe). Offenbar ist D ein zulissiges Kompak-
tum und

Vg A — QD), z+— 2
ist die eindeutig bestimmte normierte biholomorphe Abbildung von A; nach
Q(D). Es ist also (D) = 1.
Ferner ergibt sich fiir alle z € A} und alle w € D

295(2) 2 )
lpD(Z)—w:z—w:l_lg Z( ) sz

z n=0

und daher

FP(w) = w™ fiir alle n € Ny.

n

Satz[2.13 H zeigt, dass die Folge (F)>_, der Faberpolynome zu einem zuléssiges
Kompaktum K C C allein von den Koefﬁ21enten der Laurententwicklung um
oo der biholomorphen Funktion ¢ abhéngt. Da fir r > r(K) die Identitét
Yk, = Vk|a, gilt (vgl. Definition [2.9), stimmen die Koeffizienten der Laurent-
entwicklung um oo von ¥k, mit denen der Laurententwicklung um oo von ¢ g
iiberein, weshalb sich die gleichen Faberpolynome ergeben miissen. Wir halten
diese Beobachtung in dem folgenden Korollar fest:

KOROLLAR 2.16. Sei K C C ein zuldssiges Kompaktum. Fir alle r > r(K)
und alle n € Ny gilt dann FX» = FX.

2. Berechnung der Faberpolynome

Auch wenn, wie in obigem Beispiel gesehen, die Bestimmung der Faber-
polynome im Fall der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe D mit Hilfe der
erzeugenden Funktion aus Definition noch einfach moglich ist, so stoft
man bei anderen zuldssigen Kompakta K C C schnell auf einige Probleme.
Selbst wenn die zugehorige biholomorphe Abbildung ¢ x bekannt ist, hat man
meist nicht mehr als die in Satz [2.13] angegebene rekursive Darstellung der
Faberpolynome zur Verfiigung.
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2.1. abbrechende Laurententwicklung. In Anlehnung an die Arbeit
[Fab20| wollen wir nun fiir zuldssige Kompakta K, fiir die die Laurentent-
wicklung um oo der zugehorigen biholomorphen Abbildung vy nach endlich
vielen Termen abbricht, eine ,explizite“ Darstellung der Faberpolynome be-
stimmen. Hierzu erinnern wir zunéchst an das Konzept der logarithmischen
Ableitung:

Sei 2 C C offen. Ist f € O(R) auf  nullstellenfrei, so nennt man f7, € 0
die logarithmische Ableitung von f auf () . Induktiv {iberzeugt man sich
leicht, dass fiir endlich viele nullstellenfreie Funktionen fi, ..., f, € O(£2) mit

f=11-, f; eilt:
N e/
f fi

SATZ 2.17 (Abschnitt 2 in [Fab20]). Sei K C C ein zuldssiges Kompaktum,
fiir welches die zugehdrige biholomorphe Abbildung Vi : Ay xy — Q(K) eine
Laurententwicklung um oo der Form

v(z) == +%(3)

mit einem komplexen holomorphen Polynom P vom Grad m > 1 besitzt. Sind
fir w € K durch (w), ..., Tmy1(w) die m + 1 (nicht notwendig paarweise
verschiedenen) Losungen der Gleichung

1+ 7B(r) —Tw=0

(2.3)

J=1

gegeben, dann lassen sich die Faberpolynome zu K in folgender Weise darstel-
len:

+
[y

m

weK, neN

<.
Il
-

Beweis. Wir fixieren ein beliebiges w € K und betrachten das durch
Qu(T) =1+7P(r) —Tw  fir7eC

definierte Polynom £,, vom Grad m + 1. Geméf dem Fundamentalsatz der
Algebra besitzt 9, genau m + 1 (nicht notwendig verschiedene) Null-
stellen 7 (w), ..., Time1(w), welche wegen 9Q,,(0) = 1 von 0 verschieden sind.
Insbesondere ist also

£:= min+1 |7;(w)| >0

j=1,...m

und Q = D(0,¢) stellt eine offene Umgebung von 0 dar, auf der 9, keine
Nullstelle hat.
Ist nun genauer P(7) = b, 7™+ - -+b1 7+ by fiir alle 7 € C, so gilt offensichtlich

m+1

Qu(T) = by H (1 —75(w)) fir alle 7 € C
j=1
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und daher fiir alle 7 € 2 nach obiger Vorbemerkung zur logarithmischen Ab-

leitung ([2.3))

Q(r) mil 1 & 1
Qw (T) j=1 T T](w) j=1 Tj<w) 1 - sz—w)
m+1 oo -n 00 m—+1 1
= — — 7_71

Setzen wir R := max{1,r(K)}, so konnen wir fiir alle z € A}, C A,(x) nach-
rechnen, dass

Vi (z) —w 2+ P(2) -

L EPE)+BE) —w

B R T C
19,
- 1-=.
@ Qu(l)
und damit wegen % € ) auch
Az () e L 1
wK(z)—w_l 2 Qw(%)_1+§<;Tj(w)n+l>zn+l

gilt. Durch Koeffizientenvergleich mit der Darstellung in Definition [2.14] erhal-
ten wir, dass wie behauptet F* (w) =1 und

m+1

1
7j(w)"

FX(w) = fir allen € N

(]

j=1
erfullt ist. O

Um fiir diese Situation konkrete Beispiele angeben zu kénnen, zeigen wir das
folgende Lemma.

LEMMA 2.18. Sei durch
B(T) = amm™ + -+ a17 + ao, T7€C

ein beliebiges komplexes holomorphes Polynom vom Grad m gegeben. Gilt fir
r > 0 die Bedingung

S J
(2.4) > |aj|m <1
=1
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(fir m = 0 ist diese Bedingung leer), so stellt

2+ P(2), z# 0

0, 2z = 00

(PI8 Ar—>@,z»—>{

eine injektive holomorphe Abbildung dar. Insbesondere ist ¥ : A, — (A,)
nach Satz[1.13 biholomorph.

Beweis. Sei also r > 0 gegeben, sodass die Bedingung erfiillt ist.
Da ¢ auf Af offensichtlich holomorph ist (nachgepriift in der Karte (Up, ¢)
aus Beispiel (c)) und dariiber hinaus in oo stetig ist, folgt mit Hilfe des
Riemannschen Hebbarkeitssatzes [1.8| unmittelbar die Holomorphie von 1 auf
ganz A,. Es geniigt also, die Injektivitat von ¢ auf A, nachzuweisen. Da ¢ auf
A* den Wert oo nicht annimmt, geniigt sogar der Nachweis der Injektivitat
von ¢ auf A*.

Hierzu nehmen wir an, wir kénnten z1, 2o € AX mit ¢(21) = 9(22) und 2y # 22
finden. Nach Definition von 1 wiirde in diesem Fall

wen(d) =arn(d)

1
21 22
bzw.

B(L)-3(L)] -k -

gelten. Da wir aber ein r, > r mit 21, 2o € A,, finden kénnen, erhalten wir fiir
alle j=1,...,m

1 1 2 — 23
Y i
2y A 2172
j—1
— <1 _ ?2 . Zyzj—l—y
212
172 V=0
7—1
1 1
= |21 — 2 jv Al
v=0 Zl 2
Jj—1 1
S |Zl - Z2| : J+1
v=0 T
g 2’2’

——z —
T>jk+1|1
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und somit den Widerspruch

(L) w(l)

j=1
“ 1 1
< D lall5 -5
=1 2 A

INA
R

m .
S oyl | 21— 2l
, rl

g=1

m .
J
< (E |aj|rj+1> |21 — 22

womit die Behauptung bewiesen ist. O

BEISPIEL 2.19 (Hypocycloide). Fiir 2 < n € N betrachten wir die Abbildung

1 1
2t s, RF

00, Z =00

Uy - A1—>@,z»—>{

und halten fest:

e Unter Verwendung von Lemma ergibt sich unmittelbar, dass ¢,
eine injektive holomorphe Abbildung darstellt. Nach dem Satz von der
offenen Abbildung ist 1, (A;) daher eine offene Teilmenge von
C, welche wegen hp(00) = 0o eine Umgebung von oo sein muss und
somit nach Definition der Topologie auf C ein kompaktes Komplement
C\¢»n(A1) C C haben muss.

e In Lemma[2.18 hatten wir uns mit dem Satz von der Holomorphie der
Umkehrfunktion iiberzeugt, dass 1, bereits eine biholomorphe
Abbildung zwischen A; und 1), (A;) liefert. Insbesondere sind A; und
¥n (A1) hombomorph, also beide einfach zusammenhéangend.

Zusammenfassend ist damit H,, := @\wn(Al) C C ein zuléssiges Kompaktum
und es gilt ¥, (A1) = Q(H,), d.h.
Yy, =v, und  r(H,) =1

Den Rand dH,, nennt man die Hypocycloide mit n Spitzen. Fiir die Werte
n = 3,4,5,11 sind die zugehorigen Hypocycloiden 0H,, in Abbildung dar-
gestellt.

Die Rekursion aus Satz liefert dann speziell

Er(w) = w* firk=0,....,n—1

und
n

Fln () = w" — .
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ABBILDUNG 2.2. Hypocycloiden H, fir n = 3,4,5,11

BEISPIEL 2.20 (Ellipse). In obigem Beispiel liefert der Spezialfall n = 2
die biholomorphe Abbildung

z—l—%, z # 00

00, Z =00

e 0 Ay — Q(Hs), zr—>{

Fiir alle r > r(H,) = 1 betrachten wir die Kurve I, = 4,,(0,D(0,r)), welche
sich durch den Weg 7, : [0, 27] — C mit

Yr(t) = Py (re) = re' + %e“ = <r + %) cos(t) +1i (r — %) sin(t)

parametrisieren lasst. Man iiberzeugt sich leicht, dass die Spur von =, die
Ellipse um 0 mit den Halbachsen

1
a=r-+— und b=r——
r r

ist. Da somit offensichtlich jeder Punkt der komplexen Ebene auferhalb von
E :=[-2,2] in der Form ,(re") mit geeigneten Werten r > 1 und ¢ € [0, 27|
darstellbar ist, folgt Hy = [—2,2] = E. Zudem ist E, fiir r > 1 das von der
durch ~, parametrisierten Ellipse umrandete Kompaktum. In Abbildung [2.3]
sind F = [—2,2] und die Ellipsen I'.(F) fiir r € {1.5,2,2.5,3} dargestellt.

Laut Satz kénnen wir die Faberpolynome zu E durch die Losungen 7 (w)
und 7(w) der Gleichung
1+ —7w=0

fiir n € N geméaf der Formel

FE(w) = +
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3 2 E] [] ] 2 3

ABBILDUNG 2.3. E und I',(E) fir r € {1.5,2,2.5,3}

bestimmen. Man rechnet leicht nach, dass

T (w) = %(w +Vw? — 4) und To(w) = %(w — \/M)

und damit auch 71 (w)m(w) = 1 gilt, wobei es geniigt v/w? — 4 symbolisch als
eine beliebige komplexe Losung 7 der Gleichung 72 = w? — 4 aufzufassen. In
der Tat erhalten wir die explizite Darstellung

FE(w) = i((w—ir \/myl—l— <w - m)")

o
- k; (Z) (0 (VP =) (= VR 1))
_ 2:1 Li (27”];) w2k (w? — 4)F,

k=0
An dieser Stelle sei zudem auf die rekursive Darstellung der Faberpolynome
hingewiesen, die sich aus Satz [2.13] ergibt:
Ff(w) =1, FE(w) = w, Ff(w) =wFE(w) —2=w? -2

und

Ffﬂ(w) =wF)(w) = 7 (w), n>2.

n

Beispielsweise ist:

Fy(w) = 1

FE(w) = w

Ff(w) = w?—2

Ff(w) = w®—3w

Ff(w) = w'—4w?+2
FE(w) = w®—5w®+ 5w
FE(w) = w®—6w* +9w? —2
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2.2. rationale Abbildung. In seiner Arbeit |[Lie01] betrachtet J. Liesen
den allgemeineren Fall, dass die zu einem zuldssigen Kompaktum K C C
gehorende biholomorphe Abbildung ¢ durch eine rationale Funktion gegeben

ist, also die Struktur

P(z) 2™+ 2™ 4+ g
2.5 z) = =
( ) @DK( ) Q(Z) Zm71+ym,22m72+"'+1/0

mit (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) teilerfremden Polynomen P und
@ besitzt. Man beachte hierbei, dass wir die Ergebnisse der Arbeit [Lie01]
an unsere Definitionen anpassen miissen, da J. Liesen nicht eine biholomorphe
Abbildung Y : Arxy — Q(K) mit ¢y (co) = 1 sondern eine biholomorphe
Abbildung ¢k : Ay — Q(K) mit % (c0) > 0 betrachtet. Zur Bestimmung der
Faberpolynome ist nun Lemma 2.1 in [Lie01] entscheidend:

SATZ 2.21 (Lemma 2.1 in [Lie01]). Sei K C C ein zuldssiges Kompaktum, fir
welches die zugehdrige normierte biholomorphe Abbildung vV @ Apry — QK)
die Struktur (2.5) hat. Besitzen das Polynom @ eine Faktorisierung der Form
! !
Qz) = H(z —z;)™  mit m; €N, ij =m-—1
Jj=1 J=1
und fiir w € C das Polynom P — w(Q eine Faktorisierung der Form
I(w) I(w)
P(z) —wQ(z) = H(Z — 2 (W)™ it m;(w) €N, ij(w) =m,
j=1 j=1

dann ist das n-te Faberpolynom FX 2u K gegeben durch

l(w) 1
Ff(w) = mj(w)z(w)" =Y myzr.
j=1 j=1

Beweis. Sei w € C beliebig vorgegeben. Nach Lemma kénnen wir
dann ein 7 > r(K) mit w € int(K,) wéhlen und stellen fest, dass die Abbildung
P(z) —wd(2)

Q(2)
und damit auch das Polynom P — w( auf A, nullstellenfrei sein muss, d.h. es
gilt

2= Yi(z) —w=

|z;(w)] <7 fir j=1,...,l1(w).
Dariiber hinaus kénnen auch keine Nullstellen von @ in A, ) liegen, da P
und @ teilerfremd sind und die nach Vorgabe injektive Abbildung 1k bereits
i (00) = oo erfiillt. Es gilt daher auch

lz;| <r(K)<r firj=1,...,L
Fiir alle z € A konnen wir ferner aus
l(w)
P(z) — wQ(2)

Z) —w = = 7 — zi(w))™ ). z—z;) ™

=1 =1
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unter Verwendung der logarithmischen Ableitung (2.3)) nachrechnen:

(s (e —w) 5 m;
V() —w  Yr(z) — _Zz—z] Zz—z]

Aufgrund der obigen Abschatzungen ist nun

J=1

‘@‘ <1 firj=1,...,1(w)

und
Glal firj=1,....1

z
sodass wir mit Hilfe der geometrischen Reihe

- z(zm] imjz;)zin

n=0

berechnen konnen, womit sich unter Beachtung von Lemma [2.11|und der Ein-
deutigkeit der Laurententwicklung wie behauptet

l(w)
(w) =Y my(w)zi(w)" =Y myzp
j=1
fiir alle n € Ny ergibt. O

Satz stellt klarerweise einer Verallgemeinerung des Resultats von G.
Faber und auch tatséchlich eine echte Erweiterung dar:

BEISPIEL 2.22 (,Bratwurst“-Mengen). So lassen sich etwa die in [KLO0O| von
T. Koch und J. Liesen untersuchten ,Bratwurst“-Mengen durch diesen Satz
[2.2]] erfassen. Abbildung [2.4] zeigt hierzu ein Beispiel, fiir welches in Theorem
3.1 von [KLOO| die Werte

1
An=1 ¢=m und 62560

gewahlt wurden.

2.3. Transformationsverhalten. Im Hinblick auf die meist miithsame
Bestimmung der biholomorphen Abbildung v ist es wiinschenswert, das Trans-
formationsverhalten der Faberpolynome zu verstehen. In dem folgenden Satz
wollen wir untersuchen, wie sich die Faberpolynome verdndern, wenn wir das
zugehorige Kompaktum K einer affin linearen Transformation unterwerfen
oder es an der reellen Achse spiegeln.

SATZ 2.23. Seit K C C zuldssig.
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2 15 A 05 o 0.5 1

ABBILDUNG 2.4. Beispiel einer ,Bratwurst-Menge

(i) Sind a € C und 0 # X € C gegeben, so ist auch a + A\K zuldssig mit
r(a+ AK) = |Ar(K)
und fiir alle n € Ny gilt

FoHE () = A”Ff(w - “), wE a+ \K.

(ii) Mit K ist auch K* :={Z; z € K} zuldssig mit
r(K") = r(K)
und fir alle n € Ny gilt
FE'(w) = FK(w), we K"
Beweis. (i) Fiir a € C und 0 # X € C definieren wir L := a + AK und die
biholomorphen Abbildungen
P Ay = Appery, 2 Az

und
p: C—>C, z—a+ Az

Da ¢ sogar biholomorph ist, also insbesondere ein Hom6éomorphismus von C
auf sich ist, konnen wir aus L = ¢(K) und ((A:\L = ¢(Q(K)) schliefen, dass auch
L zuléssig ist. Weil wir uns dariiber hinaus leicht davon iiberzeugen koénnen,
dass die biholomorphe Abbildung

(dlag)) o b o p™' 1 Apegy) — QL)

normiert ist, erhalten wir
r(L) = |A|r(K) und Y op=¢ok.
Fiir alle z € A, k) und w € L ergibt sich dann (wegen p(z) € A, (1)) einerseits

Y Erw)(p(z) =Y AT (w)z "
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und andererseits

e PEREE) (W) ()
B A O TR TGS
Apoun)(x) M)

(povr)(z) —w a+ Mg(z) —w

() = w—ay

V(=) — 52 §F< )

Ein Koeffizientenvergleich liefert dann die Behauptung (i).

(ii) Wir betrachten den Homéomorphismus
Q: C— ((A:, Z— Z.

Somit konnen wir aus K* = ¢(K) und @\K* = ¢(Q2(K)) unmittelbar schlie-
Ken, dass K* zuléssig ist. Ferner stellen wir fest, dass die Abbildung

(Blaw)) 0¥k 0 (Bla, ) = Ary = QUKT), 21— Pk (2)

biholomorph und normiert ist. Es gilt also

r(K*)=r(K) und Y = (Slow)) © ¥ 0 (dla,x)-
Fiir alle z € A, (k) und w € K* ergibt sich dann:

= Ky = 2Vre(2) 2k () - R () ,—n
;%F” (w) _wx*(Z)—w_¢K(2)—w_¢K(3)—@_¥Fn( )

Ein Koeffizientenvergleich liefert auch hier die Behauptung. U

BEISPIEL 2.24 (Kreisscheibe). Fiir wy € C und r > 0 gilt
D(wg,7) = wo + rD
und daher nach Beispiel fiir alle n € Ny

FnD(’wo,T)<w) — rnFP<w — Wy

) = (w—wo)",  w e Dwp, 7).

3. Eigenschaften der Faberpolynome

In diesem Abschnitt wollen wir einige wichtige Eigenschaften der Faberpoly-
nome zusammenstellen.

3.1. Symmetrieeigenschaften. In vielen interessanten Fillen weisen die
zulassigen Kompakta mindestens eine der folgenden Symmetrien auf:

DEFINITION 2.25. Eine kompakte Menge () # K C C heifst

e i-fach zentralsymmetrisch, falls die Menge 1x(C) der k-ten Ein-
heitswurzeln in C durch Multiplikation auf K operiert, d.h. falls

,LLk((C) X K — K7 (Cvz) = CZ
eine wohldefinierte Abbildung darstellt (vgl. Definition 2.1 in [He94])
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e symmetrisch zur reellen Achse, falls K = K* erfiillt ist.
Mit Satz [2.23] ergeben sich dann unmittelbar die folgenden Eigenschaften:

KOROLLAR 2.26. Set K C C zulassig.
(i) Ist K k-fach zentralsymmetrisch, dann gilt fir alle n € Ny

Fr(Cw) =("Fl(w),  weK, (e€m(C).

Insbesondere verschwinden dann gemdfs Lemma[A.]] einige der Koef-
fizienten von FX.
(ii) Ist K symmetrisch zur reellen Achse, so gilt fir alle n € Ny

Ff(w)=FF(w), wekK.
Insbesondere besitzen dann alle Faberpolynome reelle Koeffizienten.

Beweis. (i) Ist K k-fach zentralsymmetrisch, so gilt (K = K fiir alle
¢ € pk(C) und daher nach Satz

Fifw) = Ffw) = CFE (), wedk
bzw.
FX(Cw) = ("FR(w), wEK.
(ii) Ist K symmetrisch zur reellen Achse, so gilt K* = K und daher nach Satz
223
Ff(w) = F (w) = FX(@), we K
bzw.
FX(w) = FK(w), we K.

Der Zusatz ergibt sich unmittelbar durch Koeffizientenvergleich von linker und
rechter Seite. 0J

Das Resultat (1) findet sich etwa als Theorem 2.2 in [He94].

3.2. Wachstumseigenschaften. Von zentraler Bedeutung in der Theo-
rie der Faberpolynome ist es, deren Wachstum kontrollieren zu kénnen. Ein
elementares aber oft schon ausreichendes Resultat ist das folgende

LEMMA 2.27. Sei K C C ein zuldssiges Kompaktum. Fir alle r > r(K) exis-
tiert dann eine Zahl M(r) > 0 mit der Eigenschaft, dass

|EX |k, < M(r)-r™  fir allen € Ny
erfullt ist.

Beweis. Sei r > r(K) beliebig vorgegeben. Zu w € I, konnen wir die
Funktion

2l ()
iﬂwvr&mAw;w»—mzzH{www7 # o0

1, Z = 00
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betrachten, welche auf A, mit xg, (w,-) tbereinstimmt und daher (weil die
Holomorphie von Xk (w, -) auf A7, K)\{@Df}l(w)} offensichtlich ist) insbesondere

auf ganz A,(x)\ {15 (w)} holomorph ist. Wihlen wir nun 7(K) < p' <r < p
und setzen

Al p) ={z € C; p' < |z < p},
so ist fiir n € Ny die Funktion
P :(K)\{wl_{l(w)} — C, z— Xg(w, Z)zrhl
holomorph und besitzt wegen
lim (2 — ¢! (0)Xk (w, 2)2"
2=t (w)
-1
_ lim z— g (w_)l
z—>w;}1(w)\¢K(2) — (Y (w))

—1, 2= (w)

Vic(2) 2" = (V' (w))"

s

in 13! (w) eine Polstelle erster Ordnung mit dem Residuum

Res (hmw,wl}l(w)) = (w;{l(w))n.

Mit dem Residuensatz erhalten wir fiir den Greenschen Bereich A(p/, p)

1 . 1 ~ _
— X (w, 2)2" dz — — X (w, 2) 2" tdz
2 Jo, (0,0) 2 Jo, D.p)

1

= 5 hnw(z)dz = Res (hn,w,l/);_(l(w)) = (zﬁ;(l(w))n.
31 A0 p)

Da nach Definition der Abbildungen und wegen ¢, = ¥

A, die Identitat

Xi (W, )|opo,p) = Xk, (W, )|ap(0,p)

gilt, erhalten wir unter Beachtung von Bemerkung [2.11 und Korollar 2.16] aus
obiger Rechnung

1
Ffw) = — Xk, (w, 2)2" " dz
27t Jo, D(0,p)
1
= — S(\K(w,z)z"_ldz
211 Jo, D(0,p)

n 1 . _
= (W' (W) + 5= X (w, 2)2" dz.
2mi Jo. Do)

Beachten wir weiter, dass Xk auf der kompakten Menge I', x 9D(0, p') stetig
ist, so erhalten wir

M(r):=1+ H)?K

I, x0D(0,p) ~
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und damit
n 1 ~ _
[Er(w)] = |(Vr(w)) +T X (w,2)2" tdz
e 8+D(0,pl)
S |¢I_(1(w)’ +H5(\K(w7 .)HaD(O,p’) : (p/)n

=rn

< (1+ HS(\K

F7.><8D(07p’)) . Tn —_ M(r) . Tn

Da w € I, beliebig vorgegeben war, erhalten wir
1 e, < M(r) -7,
sodass sich schlieklich unter Verwendung des Maximumprinzips
13 e, < M(r) - o
ergibt, womit die Behauptung bewiesen ist. [
Mit einem erheblich h6éheren Aufwand lassen sich auch schérfere Abschétzun-

gen beweisen. So zeigte Ch. Pommerenke in seiner 1964 erschienenen Arbeit
[Pom64]|, dass

SATZ 2.28 (Satz 2 in [Pom64|). Sei K C C ein zulissiges Kompaktum mit
r(K)=1. Dann gilt

n

1
log(n) < max E|F,f<(w)|2 < 4log(n) + 8
we
k=1

fiir alle n € N. Die hierdurch gegebene Abschitzung ist optimal in dem Sinne,
dass auf der linken bzw. rechten Seite kein konstanter Faktor > 1 bzw. < 1
hinzugefiigt werden kann.

und in der gleichen Arbeit unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass das
zuléssige Kompaktum konvex ist, dass

SATZ 2.29 (Satz 3 in [Pom64]|). Sei K C C ein konvexes zuldssiges Kompak-
tum mit r(K) = 1. Dann gelten die Abschdtzungen

1< ||l < 2.

In der 1966 veroffentlichten Arbeit [KP67] von T. Kévari und Ch. Pommerenke
wird hierzu die folgende Verschéarfung angegeben:

SATZ 2.30 (Theorem 1 in [KP67]|). Sei K C C ein zulissiges Kompaktum mit

r(K) = 1. Dann finden wir A >0 und a < %, sodass
IF I < An®

fiir alle n € N erfillt ist.
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3.3. Faberentwicklung. Ist 2 C C offen und f € O(Q), so lasst sich
f bekanntlich auf jeder Kreisscheibe D(zp,7) mit D(zg,7) C Q in eine auf
D(zo, ) gleichméhig absolut konvergente Potenzreihe

fz)= ch(z — 29)", z € D(zp,1)

n=0

entwickeln, wobei sich die Koeffizienten geméifs der Formel

0+ D(zo0,r) (

27 z — zp)t1 2mi Jo, poyy 2"

berechnen. Beachten wir Beispiel [2.24] so stellen wir fest, dass hierdurch im
Wesentlichen eine Entwicklung nach den Faberpolynomen fiir D(zy, ) angege-
ben wird. Dieses Resultat lésst sich wie folgt verallgemeinern:

SATZ 2.31 (Faberentwicklung, Abschnitt 5 in [Cur71]). Sei Q@ C C offen und
sei f € O(Q). Ist K C Q ein zuldssiges Kompaktum, so existiert einr, > r(K),
sodass K, C Q fir alle r(K) < r < r, erfullt ist.

Fiir alle r(K) < r < r, ldsst sich f auf K, in eine gleichmdfig absolut kon-
vergente Reihe der Form

(2.6) flw) =Y e (HFS(w)  fir alle w € K,
n=0

entwickeln, wobei sich die Koeffizienten gemaf

(2.7) cX(f) L/ Mdz fiir alle n € Ny
0+ D(0,r)

" 271 il
berechnen lassen.

Zum Beweis (welcher sich in &hnlicher Form auch in Abschnitt 3.2 von [Sue98]
findet) bendtigen wir allerdings etwas Vorbereitung. Wir zeigen zunéchst das
folgende Lemma, welches uns beim Umgang mit Wegintegralen behilflich sein
wird.

LEMMA 2.32. Sei I' eine geschlossene Kurve mit Ct-Parametrisierung v :

[0,27] — C wund sei 1 eine in einer offenen Umgebung von Spur(I') holo-
morphe Funktion. Ist f :¢(Spur(I')) — C stetig, so gilt

2)dz = N (2)dz.
[ 76 / F()(2)
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Beweis. Wir rechnen hierfiir nach

| s = [ s
»(T)

oy

_ / " (W o)) (W o) (Dt

= [ r ) o) (1t

0

_ / () (2)dz
_ / () (2)dz,

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Dariiber hinaus kldaren wir noch einige topologische Eigenschaften der in Defi-
nition [2.9] eingefiihrten Objekte.

LEMMA 2.33. Sei K C C ein zulassiges Kompaktum.
(i) Fir alle r(K) <ry <y gilt
n(ly,,w) =1 fir alle w € K,,.

(ii) Durch (int(T,)),(x)<p<r ist eine offene Uberdeckung von int(L',) gege-
ben. Genauer gilt

U int(T,) = int(T,).
r(K)<p<r
(iii) Ist L C C kompakt mit
L C int(T,),
so existiert ein r(K) < p < r mit
L Cint(T",).

(iv) Ist Q C C offen mit K C Q, so existiert einr, > r(K), sodass T, C
fir alle r(K) < r <. erfillt ist.

Beweis. (i) Es seien also r(K) < 1 < 19 beliebig vorgegeben. Bezeichnen
wir mit (Uy, ¢;) die Karte aus Beispiel (¢), so erhalten wir durch ¢ :=
Y o ¢1_1|D(07%) eine auf der offenen Umgebung D(0 %) von 0, D(0, 1)

) ’7‘2

holomorphe Abbildung. Weil nun die Orientierung der Kurven offenbar durch

0(2:0(0.)) = ¥(-0.DO,12)) = T,
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bestimmt ist, konnen wir uns mit Lemma davon iiberzeugen, dass fiir alle
w e K,

1 1
n(T,,, w) = 5 dz
mi Jr,, 2 —w

Lemm:a _ 1 / w/(Z) dZ
27Ti 0+ D(0,r2) ¢(Z) w

2) 1,
Bl

1 h;)(
27Ti 94 D(0, 1 ) hw(
mit der durch

he: Do, %)\{0} T, 2 () —

definierten holomorphen Funktion gilt. Da h,, auf D(0, %) offenbar nullstel-
lenfrei ist und in 0 eine Polstelle erster Ordnung besitzt, ergibt sich nach dem
Argumentprinzip

1 h.,(2)

w

dz = —1

2mi 2+ D(0,:%) hu(2)

und damit wie gewiinscht

1 /
n(l,,w) = —— hw—(z)d

, z=1.
2mi Jo, o, ) hw(2)

(ii) Sei z € int(I',) beliebig vorgegeben. Gilt z € K, so ist z € int(I',) fiir alle
r(K) < p<r.lIst z¢ K, dh. 2z € QK)Nint(T,), so ist ¥ (2) € Apey N
D(0,7) und damit z € int([,) fiir alle |15'(2)] < p < r. Zusammenfassend
erhalten wir

int(T,) C U int(I,),

r(K)<p<r

wonach die Familie (int(I',)),(x)<p<, in der Tat eine offene Uberdeckung von
int(T",) liefert. Da nach (i) offenbar auch die umgekehrte Inklusion

J int(T,) € int(T)
r(K)<p<r
gilt, folgt auch die Giiltigkeit des Zusatzes in (ii).
(iii) Sei L eine kompakte Teilmenge von int(I',). Da (int(I',)),(x)<p<r nach (ii)

eine offene Uberdeckung von int(T',) und damit von L darstellt, finden wir
P1s- -y Pn € (r(K),r) mit der Eigenschaft

L C LnJ int(I"
j=1



36 2. FABERPOLYNOME

Setzen wir dann

=1,...,

so erhalten wir nach (i) unmittelbar L C int(I',), womit die Behauptung (iii)
bewiesen ist.

(iv) Sei also Q2 eine beliebige offene Obermenge von K. Wir halten fest, dass
damit C\© wegen K C € eine abgeschlossene Teilmenge von (K) und da-
her wl}l(@\ﬁ) eine abgeschlossene Teilmenge von A, (k) darstellt. Insbesondere
sind also die abgeschlossene Menge wi}l(@\Q) und die abgeschlossene Kreis-
scheibe D(0,r(K)) disjunkt, weshalb wir ein r, > r(K) wahlen kénnen, sodass
auch noch D(0,r,) zu wl}l(@\ﬂ) disjunkt ist (man erinnere sich daran, dass

C einen normalen topologischen Raum darstellt). Fiir alle r(K) < r < r, gilt
also

T, = ¢ (8D(0,r)) C QK)\(C\Q) C Q,

womit auch die Aussage (iv) gezeigt ist. O
Damit nehmen wir nun in Angrift:

Beweis von Satz [2.31] (i) Wir halten zunéchst fest, dass wir nach Lem-
ma (iv) ein r, > r(K) finden konnen, sodass I';, = i (0D(0,r)) C Q fiir
alle 7(K) < r < r, erfiillt ist.

(ii) Weiter halten wir fest, dass sich nach Lemma [2.33) (i) die Windungszahl
(2.8) n(ly,,w)=1 fir alle w € K,

fur alle r(K) < r < r, ergibt.

(iii) Wahlen wir nun r(K) < r < r., so erhalten wir fir w € K, mit der
Cauchyschen Integralformel

1 f(2)

= — ——d
J(w) 21 Jp, 2 —w :
1
= o f(z) dz
270 Jyie(@4D(0)) Z — W
Lemma 232 1 f(WK(2)) W (2)dz

21 Jo, por,) Yr(2) —w

1 fWk(2))  2¢k(2)
B /8+D(0,r*) !

27 z Vg (2) —w =

Nach Lemma und Korollar ist die Laurententwicklung

v (w2) = Y B )
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auf 0D(0,.) gleichméfig absolut konvergent. Es folgt also

fw) = o /M(o,m fleds) (;Fﬂw)z—n) 0z

(1 f(Wk(2))
- nzzo(%/fh—[)(o,r*) Zn dZ) Frw),

und damit die in (2.6) behauptete Darstellung.

(iv) Sei nun r > r(K) gegeben, sodass I', = i (0D(0,r)) C Q erfiillt ist und
sei L eine beliebige kompakte Teilmenge von int(I',). Wir kénnen dann nach
Lemma [2.33] (iii) ein r > 7 > r(K) wihlen, sodass noch L C int(T'7) erfiillt ist.
Wir schétzen in fir alle n € Ny

1 f(¥k(2)) 1
- J\YK=)) 4 L=
/<9+D(0,r) A= Wl r

271 zn+l

len ()] =

ab und beachten ferner, dass es nach Lemma [2.27] eine von n unabhéngige
Konstante M (7) > 0 gibt mit

|Fllr, < M(7) -7 fiir alle n € N.
Damit erhalten wir nach dem Maximumprinzip

7

IS (HEE], < 1K DINFE e, < MO I, - ()

r

fir alle n € Ny, weshalb die Reihe ([2.6) nach dem Majorantenkriterium auf L
gleichméfig absolut konvergiert. U

3.4. Faberpolynome als ,yverallgemeinerte Monome*. Das obige Re-
sultat steht exemplarisch dafiir, dass in einem gewissen Sinne den Faber-
polynomen bei einem zuléssigen Kompaktum die gleiche Bedeutung zukommt,
wie den Monomen e, : z — 2" mit n € Ny bei der abgeschlossenen Kreisschei-
be D(0,7) mit > 0. Dieses Phénomen zeigt sich auch in den verschiedensten
Bereichen der Funktionalanalysis, etwa in der folgenden Situation:

Sei (MR, || - ||) eine komplexe Banachalgebra mit Einselement 1g und sei a € fR.
Bekanntlich ist das Spektrum ox(a) von a genau dann in
B(0,r)={z€C; |z| <r}
fiir » > 0 enthalten, wenn
lim [la" | < r

erfiillt ist (vgl. etwa Satz IX.1.3 in [Wer07]). Hierfiir konnten A. Atzmon, A.
Eremenko und M. Sodin in ihrer Arbeit [AES99| die folgende Verallgemeine-
rung angeben:
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SATZ 2.34 (Theorem 1 in [AES99]|). Sei (R, ||-||) eine komplexe Banachalgebra
mit Einselement 1, und sei a € R. Genau dann gilt ox(a) C K, wenn

lim sup ||Ff(a)||% < r(K)

n—oo

erfillt ist.
An dieser Stelle sei dariiber hinaus noch auf die Arbeiten [Has97| und [BGOS|

verwiesen.

3.5. Alternative Definitionen. Wéhrend wir bei der Einfithrung der
Faberpolynome den Zugang iiber ihre charakteristische Funktion gewéhlt ha-
ben, finden sich in der géngigen Literatur einige weitere Definitionsmoglich-
keiten. Eine erste derartige Variante liefert der folgende

Sarz 2.35. Sei K C C zulissig. Wir setzen ¢x = ¥'. Dann ist FX der
Hauptteil der Laurententwicklung von ¢% um oo.

Beweis. Fiir n = 0 ist die obige Behauptung klarerweise richtig. Sei also
nun n € N beliebig vorgegeben. Wir wéhlen ein r > r(K) und betrachten zu
z € int(I',.) das folgende Integral

1 Px(w)"
I,(r z) = — ———dw.
(r,2) 21 /Fr w—z v

(i) Da K, kompakt ist, finden wir R > R’ > 0, sodass K, C D(0,R') C
D(0, R) und damit auch 0D(0, R) C Ap C Q(K,) erfiillt ist. Auf der offenen
Umgebung Ag von oo besitzt die holomorphe Funktion ¢% : Q(K) — A,k
eine Laurentreihenentwicklung, welche auf der kompakten Menge 0D(0, R)
gleichméfig absolut konvergiertﬁ. Wir kénnen also ¢y auf Ag als ¢y |a,, =
H, + N, in den Hauptteil H, : Ar — C und den Nebenteil N, : Ap — C
mit N, (0c0) = 0 zerlegen. Beachten wir, dass H,, wegen

or(w) w - Pr(w)"

lim = lim =1 bzw. lim

W—00 w wW—00 'l/}K('w) wW—00 wn =1

ein (normiertes) Polynom vom Grad n sein muss, so erhalten wir mit der
Cauchyschen Integralformel

1 H,(w)

2711 Jo, plo,r) W — 2

dw = H,(z).

Fiithren wir zudem die offensichtlich holomorphe Funktion

1 Nu(1 " (w))

’ﬁ)_)(c’wH 1 —wz

gn(z,°) : D(O

2Man wihlt hierzu die Kartenumgebung (Uy, ¢1) aus Beispiel [1.7| (¢) und entwickelt die
holomorphe Funktion ¢ o (¢171‘D(0,ﬁ)\{0}) : D(0, 2,)\{0} — C um ihre Polstelle 0 in eine

auf D(0, #7)\{0} kompakt konvergente Laurentreihe.



3. EIGENSCHAFTEN DER FABERPOLYNOME 39

ein, so konnen wir mit Lemma [2.32| und der Cauchyschen Integralformel nach-
rechnen, dass

1 N, 1 N,
211 Jo, po,r) W — % 2mi ¢7 1 (0:D(0, %) W — =
Lemma2.32] 1 Nn ¢_1 w —
me b ( 1 ( ))<¢1 1)’(w)dw

2mi Jo, p(o,1) 61 (w) — 2
1 N, (7! 1
- A (')t
9+ D(0,%)

271 l—wz w

1 n U
- L / )y,
211 6+D(O,%) w

= 9n(2,0) = Np(00) =0

gilt. Zusammenfassend ist also

1 n 1 H, 1 Ny,
211 0. D(O,R) W— 2 211 0. DO,R) W— 2 211 0. DOR) W —Z
= H,(z),
womit sich nach dem Cauchyschen Integralsatz schlieklich
1 " 1 n
I,(r,z) = —/ dr(w) dw = — O (w) dw = H,(z)
2w Jp, w—z 2m Jo, po,r) W — 2

ergibt.

(i) Unter erneuter Ausnutzung von Lemma und Bemerkung erhalten

wir andererseits

1 n
].n (7", Z) _ — / ¢K (’UJ) dw
27 Jp, w—z
_ L (bK(w)ndw
2T Jyie@400) W
Lemm:a 1 gnw/K(é-) 6

2i o, Do) VK(§) — 2
Bemerkung 217 FE(2).
Vergleichen wir nun die Ergebnisse (i) und (ii), so folgt
Hy(2) = In(r, z) = F, (2)
und damit die Behauptung. U

Dieser Zugang wird beispielsweise in der Ubersichtsarbeit [Cur71] gewihlt.
Am Beweis zu Satz [2.35] erkennt man zudem, dass diese Definition der Faber-
polynome nahe an unserer in liegt.
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Einen weiteren, meiner Meinung nach nicht weniger iiberraschenden Zugang
zur Theorie der Faberpolynome erdffnet dieser

SATZ 2.36. Sei K C C zuldssig. Fir alle n € Ny g¢ibt es eine holomorphe
Funktion fX . D(0, ﬁ) — C mit der Eigenschaft

1 1
(Ffov)e) =+ 245(2). €Ml

Beweis. Sei also n € Ny beliebig vorgegeben. Im Beweis zu Lemma [2.27]
hatten wir zu r > r(K) und w € I', die Gleichung

_ no 1 ~ n—
Ef(w) = (Vg (w))" + =— X (w,2)2" 1dz
21 94 D(0,p)
fiir ein beliebiges 7(K) < p’ < r hergeleitet, wobei wir mit Xk (w, -) die Funk-
tion
2P (2) 2 4 00

Xi(w,-) : AT(K)\{’(/)I_(l(U))} —C, z+— {wK(z)_w

1, zZ =00

bezeichnet hatten. Umgekehrt erhalten wir also bei festem p’ > r(K') die Dar-
stellung

. 1 Vi (€)
(Fn" o vr)(2) = 2" + o 0. D(0,0) VK (&) — Vi (2)

fiir alle z € A;,. Hierbei ist durch

§"dg

1 Vi (§)
hy: A, - C, z2+— — £nde
? 2mi 9+ D(0,p") ¢K(§) — YK (2)
eine offensichtlich holomorphe Funktion gegeben, welche sich wegen
(2.9) lim h,(z) =0

nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz durch h,,(c0) = 0 zu einer holo-

morphen Funktion h,, : A, — C fortsetzen lisst. Fiir den Nachweis von ([2.9))

bemerken wir zunéchst, dass wegen 1y (00) = 0o ein R > p existiert mit
|¢K(Z)| > 2H¢KH8D(O,p’) fiir alle z € A}%

Fiir alle z € A}, ergibt sich damit

[0k ()] = VK ()] = [k (2)] = ¥k lopo,r) = §|¢K( 2)|,  £e€aD(0,p)
und weiter
Vi (2) ) 1
sup < 2|y T
e 5@ — ome)| = 2WWkllovon )
Folglich ist fiir alle z € A% auch

[ (2)] =

7/’}((5) n ’ N\n+1 / ]'
omi /aD U@ — vy ) = 2N Wllonon sy
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woraus sich wegen lim, ., ¥k (2) = oo schlieflich die behauptete Gleichung

(2.9) ergibt.

Dariiber hinaus stimmt h,, auf A;, mit der holomorphen Funktion
Ay = C, 2 (B o) (2) — 2"

iiberein, sodass sich h, hierdurch zu einer holomorphen Funktion auf ganz
A, (i fortsetzen ldsst. Diese hat dann die Eigenschaft

Bezeichnen wir nun mit (U, ¢;) die Karte aus Beispiel |1.7] (¢), so erhalten wir
durch g, := h, o (gbf1|D(07%)) eine holomorphe Funktion g,, : D(0, ﬁ) —C

mit g,(0) = 0. Nach dem klassischen Riemannschen Hebbarkeitssatz stellt

somit auch
1 ulz) 0
ff : O, - (C, = /Z ’ : 7&
r(K) g,(0), z=0

eine holomorphe Funktion dar. Diese erfillt nun fiir alle z € A:( K)
K n n 1 n 1 K 1
(Fy ovi)(2) = 2"+ ha(z) = 2"+ gu( - ) =2"+=fu | 2 )
z z z
womit die Behauptung bewiesen ist. U

DEFINITION 2.37. Ist K C C ein zuldssiges Kompaktum und ist n € Ny, so
besitzt die Faberfunktion FX o ¢ : A:( K) C eine Reihendarstellung der

Form (durch Entwicklung der Funktion fX in ihre Taylorreihe um 0)
(FX opr)(2) = 2" + Zanvkz_k, z € Al k-
k=1

Die hierdurch eindeutig bestimmten Entwicklungskoeffizienten a, j fiir n € Ny
und k£ € N heiflen die Faberkoeffizienten fiir K oder auch Grunskykoeffi-
zienten.

Da die Grunskykoeffizienten im Folgenden keine Rolle spielen werden, verzich-
ten wir hier auf eine Darstellung ihrer umfangreichen Theorie und verweisen
stattdessen auf die entsprechenden Abschnitte in [Sue98|.

Der obige Satz[2.36] besagt also, dass die Faberpolynome eines zuldssiges Kom-
paktums K C C der Bedingung

1
(2.10) (FE ovpr)(2) = 2" + O(;), z — 00 fiir alle n € Ny

gentigen. Wir zeigen nun, dass die Faberpolynome hierdurch sogar eindeutig
bestimmt sind.
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LEMMA 2.38. Sei K C C ein zuldssiges Kompaktum. Ist P ein komplexes
holomorphes Polynom vom Grad deg(P) = n, welches der Bedingung

(PowK)(z):zqu), PR

geniigt, so gilt bereits P = F.

Beweis. Sei also P ein komplexes holomorphes Polynom vom Grad n,
welches die Forderung

1
(POLZJK)(Z):Z"—I—O(—) fir 2 — oo
z
des Satzes erfiillt. Dann folgt wegen
¢ (w) — 00 fiir w — oo,

dass

fiir w — oo.

Plu) = dwluw) + O

Da sich nach Satz [2.35]

)

1
o (w)" = Fy (w) + O(B) fiir w — oo
und ferner aufgrund von

lim = lim
wooo g (w) o 2

auch

1 1 .
e () :O<E) fir w — oo

ergibt, erhalten wir weiter

bzw.

P(w) — F¥(w) = o(—) fiir w — oo.

Fiir das Polynom P — FX ist dies nach dem Satz von Liouville aber nur dann
moglich, wenn P = FX gilt, womit die Behauptung bewiesen ist. O

Die Forderung ([2.10]) liefert den angekiindigten zweiten alternativen Zugang
zur Theorie der Faberpolynome.
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4. Beispiele

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir in einigen Féllen bereits kon-
krete Beispiele fiir Faberpolynome gesehen:

e Fiir die abgeschlossene Kreisscheibe D(zp, ) mit zop € C und 7 > 0 in
Beispiel 2.24]

e Fir die Ellipsen E, mit 7 > 1 bzw. das Intervall E' = [—2, 2] in Beispiel
2. 20l

e Fiir die Hypocycloide H,, mit n-Spitzen in Beispiel 2.19]

e Fiir die ,Bratwurst“-Mengen in Beispiel

Dariiber hinaus finden sich in der Literatur noch weitere bemerkenswerte Bei-
spiele, von denen ich einige zum Abschluss dieses Kapitels vorstellen mochte.

BEISPIEL 2.39 (klassische Lemniskate). Wir betrachten die (klassische) Lem-
niskate (vgl. Abbildung

L:={2€C; |2*—1| <1},

ABBILDUNG 2.5. 9, zur klassischen Lemniskaten L

Der Arbeit [Fab03| von G. Faber konnen wir entnehmen, dass (in unserer No-
tation und Sprechweise) die Lemniskate L ein zuléssiges Kompaktum mit dem
transfiniten Durchmesser (L) = 1 darstellt und die zugehéorige biholomorphe

Abbildung durch
1
VY A= QL), 2 24 /1+ —
z

gegeben ist. Zur Bestimmung der Faberpolynome wéhlen wir allerdings einen
von seiner Vorgehensweise abweichenden Weg: Wir bestimmen mit der Pro-
duktregel zunéchst

Vi (2) = —— fir alle z € A}
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und rechnen fiir alle w € L und alle z € A} nach

1 1 / 1
z z A/ 14+ 5+ w)
27 (2) Ji+E Vi ( #

Yi(z) —w 2 /1 4+ L — 2 22+ 1—w

w > 1
- (e ) S
( z 1—1—%2 n=0 o

wobei wir fiir die Konvergenz der geometrischen Reihe beachten, dass [w?—1| <
1 < |2]? fiir w € L und 2z € A7 erfiillt ist. Benutzen wir weiter die kompakt
konvergente Laurentreihenentwicklung

1 > o1
= Z<_1)k%zﬁ7 z € A;

1+4 =

fiir alle & € C und k € Ny definierte Pochhammersymbol verwendet haben, so
erhalten wir mit dem Cauchyprodukt kompakt konvergenter Reihen

wL(Z) —w 1+ 27 n=0 zﬁ
_ Z(w2_1>nﬁ %(Z( 1)k(2)'k22n)(2( 2_1)712E
n=0 k=0 n=0
_ i(w2 . 1>ni + i w - ( 1>k (%)k( 2 1>n—k 1
N n=0 2% n=0 k=0 kl 22n+1 '

Gemafs Definition besitzen damit die Faberpolynome zu L die Gestalt

Fy(w) = (w*=1)"

(

Fhaw) = w1 e -y

[
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mit n € Ny. So ergibt sich etwa

Ff(w) = 1
Fiw) = w
Ff(w) = w*—1
3
Ff(w) = w®— W
Ff(w) = w*—2w?+1
D 15
FL _ 5_ 2,3 19
2 (w) W’ — g + gV
Fi(w) = w’—3w*+3uw? -1
7 35 35
FL _ 7 _t 5 99 3 99
w(w) w' = g + sV " 1Y

BEISPIEL 2.40 (Linsen). In [He95] behandelt M. He kreisférmige Linsen D,
Ipit 0 < a < 2, welche zur reellen Achse symmetrisch sind und deren &ufserer
Offnungswinkel in den Punkten o den Wert ma hat.

2

=

A

-15 -1 45 o 05 1 15

ABBILDUNG 2.6. p, fir a =1

3

ABBILDUNG 2.7. tp, fir a =3
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Hierzu gibt er die zugehorige normierte biholomorphe Abbildung
z—1\¢
1+ (z—l—l)
z—1\¢
1 - (z+1)
an, womit insbesondere r(D,) = 1 gezeigt ist, und gibt eine explizite Formel
fiir die Koeffizienten in der Laurentreihenentwicklung um oo an (Theorem 1 in

[He95]). Mit deren Hilfe leitet er die folgende Darstellung der Faberpolynome
her (Theorem 2 in [He95|): Fiir alle n € N ist

n

—4 N
FnDa (w) - Z an_j_l Dn(])w ]7

Yp, : A1 — QD,), z+— «

7=0
wobei
() = {co(j)+02(j)+...+cng), n gerade
CL(j) + Cs(j) + -+ Cu(j), n ungerade
und

Colj) = TZO (:OO (n _Z - 1) (_1)2'@,,(@')) (: <_n +¢j ! 1) G’H(i))

gilt.

BEISPIEL 2.41 (Kreissektoren). In ihrer Arbeit [GHO92| geben K. Gater-
mann, Ch. Hoffmann und G. Opfer aufbauend auf die Arbeit [CS87] von J.
P. Coleman and R. A. Smith einen Algorithmus zur Berechnung der Faberpo-
lynome zu Kreissektoren

Se :={z€C; |z| <1, |arg(2)] < a} mit 0 <a<n
an. Insbesondere wird auf die bemerkenswerte Formel
L _(T(2—2 %, 0
T(Sa) — 2-2) (a( ﬂ')) Q 7&
}1, a=0
hingewiesen.

BEISPIEL 2.42 (Kreisringsektoren). Fiir Kreisringsektoren, also Mengen der
Gestalt

Q(R,0):={2z€C; R<|z| <1, § <|arg(z)| <7}
mit § € (0,7] und R € (0,1), konstruieren J. P. Coleman und N. J. Myers
in [CM95| die biholomorphe Abbildung ¥gre : Aromre) — QUQ(R,H)),
bestimmen den transfiniten Durchmesser r(Q(R, ¢)) und geben eine Rekursion
fiir die Koeffizienten in Laurentreihenentwicklung von tgge) um oo an.
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BEISPIEL 2.43 (m-Stern). In [BH94] leiten J. Bartolomeo und M. He eine
explizite Formel fiir die Faberpolynome zum m-Stern
Sm = {tC; € € p(C), t € [0,47]}

fiir m € N mit m > 2 her. Ausgehend von der biholomorphen Abbildung (die

m-te Wurzel ist hierbei iiber den Hauptzweig des Logarithmus definiert)
2

s, + Ay — QS), we w<1 + i)
wm

(womit insbesondere 7(.S,,) = 1 gezeigt ist) beweisen sie fiir n € N die Formel

= .
L T(2 ) |
Fim(w) = = (1) g —w" T,

wobei mit I' die Eulersche Gammafunktion bezeichnet wird. Abbildung [2.8
zeigt im Fall m = 3 den 3-Stern S3 und fiir r € {1.1,1.2,...,1.9,2} die Kurve
[,(S3).

1 o 1 2

ABBILDUNG 2.8. S3 und I',(S3) fiir r € {1.1,1.2,...,1.9,2}

BEISPIEL 2.44 (Mandelbrotmenge). In Anlehnung an das Buch [Fal90] defi-
nieren wir zu einem holomorphen Polynom ¢ : C — C vom Grad deg(q) > 2
die Juliamenge J(q) durch

J(q):={z€C; IkeN: ¢"z) =2z [(("(2)] > 1},

wobei wir mit ¢! die k-fache Komposition ¢ o --- o ¢ von ¢ bezeichnen. Be-
trachten wir nun die Familie {q, }wec der durch

qw: C—=C, z2— 22 +w (w e C)

definierten Polynome, so ist die Mandelbrotmenge M die Menge aller Punkte
w € C, fir die J(q,) zusammenhéngend ist. In [Fal90| findet sich auch der
Beweis, dass M kompakt und zusammenhéngend ist.

In ihrer Arbeit [ES90] geben J. H. Ewing und G. Schober, darauf aufbauend,
dass M ein zulédssiges Kompaktum mit dem transfiniten Durchmesser (M) =
1 darstellt, eine Formel fiir die Koeffizienten der zugehorigen biholomorphen
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Abbildung 13, an und weisen nach, dass sich das n-te Faberpolynom FM zu M
als Hauptteil der Laurententwicklung um oo von w s p,(w)'/?" ergibt, wobei
die Polynomfolge (p,)5>, mit der Eigenschaft deg(p,) = 2" fiir alle n € N iiber
die Rekursionsvorschrift

p(w):=w+w  und  pya(w)i=p(w)*+w firn €N

eingefithrt wird. Ferner wird gezeigt, dass ,einige”“ der Koeffizienten in der
Laurententwicklung von 15, um oo verschwinden, und es werden explizit Werte
von nichtverschwindenden Koeffizienten angegeben.



KAPITEL 3

Grundlagen aus der Approximationstheorie

Mit diesem Kapitel mochte ich die Grundlagen aus der Approximationstheorie
bereitstellen, die wir im Folgenden benotigen werden.

1. Existenz und Eindeutigkeit von Bestapproximationen

Fiir uns wird speziell das klassische lineare Approximationsproblem von Be-
deutung sein, welches die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Be-
stapproximationen aus linearen Unterrdumen stellt.

DEFINITION 3.1 (Bestapproximation). Sei (X, || -||) ein normierter Raum und
sei V' C X ein Untervektorraum. Zu x € X nennen wir v* € V eine Bestap-
proximation an z aus V, wenn gilt

|z —v*|| = inf ||z — v]|.
veV
Mit P(V,x) bezeichnen wir die Menge aller Bestapproximationen an x aus V.

Im Falle eines endlichdimensionalen Untervektorraums lasst sich die Existenz-
frage positiv beantworten:

SATz 3.2 (Existenzsatz, Chap. 1 Sect. 6 in [Che66]). Sei (X, ||-||) ein normier-
ter Raum und sei V- C X ein endlichdimensionaler Untervektorraum. Dann
gibt es zu jedem x € X mindestens eine Bestapproximation v* € V.

Um in dieser Situation auch die Eindeutigkeit der Bestapproximation zu er-
reichen, muss eine zusétzliche Forderung an die Norm des zugrunde liegenden
Raumes gestellt werden.

DEFINITION 3.3 (strikte Konvexitét). Ein normierter Raum (X, || - ||) heifst
strikt konvex, wenn fiir alle z, y € X mit ||z| = 1, |ly|| = L und ||3(z+y)|| =1
bereits x = y gelten muss.

Damit erhalten wir die folgende Eindeutigkeitsaussage:

SATZ 3.4 (Eindeutigkeitssatz, Chap. 1 Sect. 6 in [Che66]). Sei (X, || -||) ein
strikt konvexer normierter Raum und sei V C X ein endlichdimensionaler Un-
tervektorraum. Dann besitzt jeder Punkt in X genau eine Bestapproximation
aus V.

Lasst man hingegen die Voraussetzung eines endlichdimensionalen Untervek-
torraums fallen, lassen sich Beispiele angeben, in denen keine Bestapproximati-
on existiert (vgl. Chap. 1 Sect. 6 in [Che66]). Wiederum durch eine zusétzliche

49
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Bedingung an den zugrunde liegenden normierten Raum kann aber gleichzeitig
die Existenz und die Eindeutigkeit der Bestapproximation garantiert werden.

DEFINITION 3.5 (gleichméfig konvex). Ein normierter Raum (X, || - ||) ist
gleichmifsig konvex, wenn fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, sodass fiir
z,y € X mit |lzf| =1, |ly| = 1 und ||3(z +y)|| > 1 — 6 bereits |z —y|| < e
gelten muss.

Offenbar ist jeder gleichméfkig konvexe Raum auch strikt konvex. Wie ange-
kiindigt gilt nun der folgende

SATZ 3.6 (Chap. 1 Sect. 6 in [Che66|). Ist (X,| -||) ein gleichmdfig konve-
xer Banachraum und ist V' ein abgeschlossener Untervektorraum von X, dann
existiert zu jedem Punkt aus X eine eindeutige Bestapprorimation aus V.

2. Charakterisierung der Bestapproximation

Ist (X,]||-|]) ein normierter Raum und V ein endlichdimensionaler Untervek-
torraum, so gewéahrleistet Satz fiir alle x € X die Existenz einer Bestap-
proximation v* an z aus V. Der wenig konstruktive Beweis dieses Satzes (vgl.
Chap. 1 Sect. 6 in [Che66]) ldsst aber weder eine direkte Bestimmung, noch
eine Charakterisierung der Bestapproximation zu.

Spezialisiert man sich allerdings auf Hilbertraume, so liefert dies fiir Fragen
der Approximationstheorie die wohl giinstigste Ausgangssituation.

SATZ 3.7 (Theorem V.3.4 in [Wer07|). Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum und sei
V # {0} ein abgeschlossener Untervektorraum von H.
o Fiir alle x € 'H existiert eine eindeutig bestimmte Bestapprozimation
Py(z) aus V.
e Die hierdurch bestimmte Abbildung Py : H — V C 'H ist linear und
stetig und stellt eine orthogonale Projektion von H auf V' dar.

In beliebigen normierten Rdumen, deren Norm im Allgemeinen nicht von einem
Skalarprodukt induziert wird, konnen wir diese Situation imitieren:

DEFINITION 3.8. Sei X ein K-Vektorraum und V' ein beliebiger Untervektor-
raum von X. Fiir x € X bezeichnen wir mit

A(V,z) ==V + LH{z}

den linearen Approximationsraum zu r und V. Sei nun zudem eine Norm
|- || auf X gegeben. Ist v* € V, so nennen wir eine Sesquilinearform (bzw. eine
Bilinearform im reellen Fall)

B: A(V,z) x A(V,z) = K,
welche die Eigenschaften
(i) Fiir alle y € A(V, z) gilt B(y,y) > 0.
(ii) Fir alle y € V gilt B(z —v*,y) = 0 und B(y,x — v*) = 0.
(iii) Fiir alle y € A(V,z) gilt B(y,y) < ||y|*.
(iv) Esist B(x —v*, 2z —v*) = ||z — v*||.
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hat, eine Faber-Sesquilinearform zu (V,z,v*).
Wir erhalten damit

SaTz 3.9 (Faber-Kriterium). Sei (X, || - ||) ein normierter K-Vektorraum, V
ein beliebiger Untervektorraum von X und x € X. Gibt es fir v € X eine
Faber-Sesquilinearform zu (V,z,v*), dann ist v* eine Bestapprozimation an x
aus V.

Beweis. Sei etwa B : A(V,z) x A(V,z) — K eine Faber-Sesquilinearform
zu (V,z,v*). Fir alle v € V rechnen wir unter Verwendung der definierenden
Eigenschaften von B nach, dass

el S Blo—uvx—u)
B((z —v*) + (v* —v), (z —v") + (v — v))
= B(x—v",2—v")+ B(x —v",v" —0)

+B(v* —v,x —v*) + B(v" —v,v" —0)

= Bx—v,z—v")+ B —v,v" —v)
> B(x—v",x—v")
2 o=l
Es gilt also

|z —v*|| < ||z — vl fir alle v e V
und daher wegen v* € V natiirlich auch

|z — v*|| = inf [z —v]],
veV
d.h. v* ist, wie behauptet, eine Bestapproximation an x aus V. U

In der eingangs geschilderten Situation eines Hilbertraumes (H, (-,-)) liefert
natiirlich das Skalarprodukt (-, ) fiir jede Bestapproximation v* aus einem ab-
geschlossenen Untervektorraum V' an ein z € ‘H eine Faber-Sesquilinearform
zu (V,x,v*). Wir werden sehen, dass es durchaus auch in anderen Situationen
moglich ist, Faber-Sesquilinearformen anzugeben.

Wir bemerken, dass sich unter Zuhilfenahme von Faber-Sesquilinearformen
Eindeutigkeitsfragen recht elegant beantworten lassen.

SATZ 3.10. Sei (X, ||-||) ein normierter K-Vektorraum, V' ein beliebiger Unter-
vektorraum von X und x € X. Gibt es fir v € X eine auf V' positiv definite
Faber-Sesquilinearform zu (V,x,v*), so ist die Bestapproximation v* aus V' an
x eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei etwa B : A(V,z) x A(V,z) — K eine auf V positiv definite
Faber-Sesquilinearform zu (V, x,v;) mit v; € V. Nach Satz stellt v; damit
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eine Bestapproximation an x aus V' dar. Sei nun v, € V' eine weitere Bestap-
proximation aus V an x. Unter Verwendung der definierenden Eigenschaften
der Faber-Sesquilinearform B kénnen wir dann

(ii)

vV

B(x — vy, — 1)2)
B((z —v1) + (v1 — v2), (. — v1) + (v1 — 12))
= B(zr—uv,x— vl) + B(z — vy, v — v3)
+B(vy — vg,x — v1) + B(vy — vg,v1 — vg)

Iz — v2]|®

= B(zx—v,x—v1)+ B(vy —v9,v1 — v9)
= |z —vi]|* + B(v1 — va, vy — vg)
nachrechnen, was aber wegen B(v; — vg,v1 — v3) > 0 (nach (i)) und

|2 — vif| = inf ||z — v]| = [[z — vl
veV

nur moglich sein kann, wenn B(v; — vy, v; — vy) = 0 erfiillt ist. Da B nach
Voraussetzung auf V' positiv definit ist, ergibt sich damit v; — vy = 0 bzw.
v = vy, was die Eindeutigkeit der Bestapproximation zeigt. O

3. Das lineare Approximationsproblem in C(K)

Das in den vorangegangenen Abschnitten eingefiihrte lineare Approximations-
problem ist speziell im Banachraum (C(K),| - ||x) von Bedeutung, d.h. bei
Fragen der gleichméfigen Approximierbarkeit stetiger Funktionen. Hierbei be-
zeichnen wir, wie iiblich, mit C'(K’) den C-Vektorraum aller stetigen, komplex-
wertigen Funktionen auf einem kompakten topologischen Hausdorffraum K
und mit || - ||x die Supremumsnorm auf C'(K).

Wihrend Satz[3.2]in (C(K), || || x) noch die Existenz einer Bestapproximation
aus einem endlichdimensionalen Untervektorraum sichert, lasst Satz keine
Aussage iiber deren Eindeutigkeit zu, da die Supremumsnorm ||-|| x nicht strikt
konvex ist, falls K aus mehr als einem Punkt besteht.

LEMMA 3.11. Sei K ein kompakter topologischer Hausdorffraum, welcher aus
mindestens zwei verschiedenen Punkten besteht. Dann ist || - ||k nicht strikt
konvew.

Beweis. Seien etwa x1,19 € K zwei verschiedene Punkte aus K. Da K
als kompakter Hausdorffraum ein normaler topologischer Raum ist, finden wir
nach dem Lemma von Urysohn (Satz 7.1 in [Que0O1]) eine stetige Funktion
fi : K —[0,1], welche fi(z1) = 1 und fi(z) = 0 erfiillt. Mit fo bezeichnen
wir ferner die Funktion, die auf K identisch 1 ist. Dann gilt offensichtlich
/il = L. [ f2ll i = 1 und wegen fi(21) = fo(21) = L auch [|5(fi + f2) || x = 1.
Wegen fi(x2) =0 # 1 = fo(xy) gilt aber fi # fa, sodass || - || x nach Definition
[B.3 nicht strikt konvex sein kann. O
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Zur Behandlung der Eindeutigkeitsfrage muss daher ein anderer Zugang ge-
wahlt werden.

Im Folgenden sei nun K ein kompakter topologischer Hausdorffraum. Fiir f €
C(K) bezeichnen wir mit E(f, K) die (bekanntlich nichtleere) Menge aller
Maximumstellen von f auf K, d.h.

E(f, K):={z € K; |f(z)| = [ fllx}-

Diese ist, als Urbild der abgeschlossen Menge {|| f||x } unter der stetigen Abbil-
dung z — |f(z)|, in K abgeschlossen und damit auch kompakt. Wir beginnen
mit der folgenden Charakterisierung der Bestapproximationen:

SATZ 3.12 (Kolmogorov-Kriterium, Exercise 2.2.1 in [Riv90]). Sei V' ein end-
lichdimensionaler Untervektorraum von C(K). Zu f € C(K) ist v* € V' genau
dann eine Bestapprozimation an f aus V', wenn fir alle v € V gilt

max _ Re ((f(z) — v*(2))v(z)) > 0.

z€E(f—v*,K)

Beweis. Zum Beweis dieser Aussage orientieren wir uns im Wesentlichen
an dem Vorgehen in Kapitel 2 von [M6105].
,= Sei v* € V eine Bestapproximation an f. Wir machen die Annahme, dass
ein v € V existiert, fiir welches entgegen unserer Behauptung

ma Re z)—v"(2))v(z)) <0
L Re((/(2) = v (2)0lE)

gilt. Insbesondere ist dann natiirlich v # 0. Da E(f —v*, K) als abgeschlossene
Teilmenge von K kompakt ist, wird E(f —v*, K) unter der stetigen Funktion

h: K =R,z Re((f(2) —v"(2))v(2))
auf eine kompakte Teilmenge h(E(f — v*, K)) von (—o00,0) abgebildet. Wir
finden also ein € > 0, sodass

h(E(f — v, K)) C (—o0,—¢)

erfiillt ist und kénnen damit durch U := h™!((—o0, —¢)) eine offene Obermenge
von E(f—v*, K) definieren. Dartiber hinaus setzen wir B := K\U und erhalten
wegen E(f —v*, K) C U und der Kompaktheit von B

If =v'lls <If =v'llx also |If =v"[lp <[If = 0¥l =6
fiir ein geeignetes 0 > 0. Wir wéahlen nun ein A € R mit
)
0 < )\<min{%, _}
loll% ™ 2llvllx

und definieren
uwi=v" = eV

Damit stellen wir fest:
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(i) Ist z € U beliebig vorgegeben, so kénnen wir nachrechnen

1f(2) —u@)]? = |(f(z) = v () + Mo(2)|*
= |f(z) —v"(2) 42X\ Re ((f(z) — v*(2))v(2)) +A? |v(2)[?
N e’

~ J/ N——
<f—v*l% <—e <llvll%

. €
I =o'l —A||v||%<(2— A)

oIl
< f =l = e,

IN

womit sich die Abschétzung

If —ullZ < If = v7[l% — Ae
ergibt.

(ii) Ist z € B, so erhalten wir

1f(z2) —u(z)] < [f(z) = v (&) + Alv(2)]
< Jf=v'lls + Mvllx
< If =vllk =0+ Alvllk
o
< f-vlle -
und damit die Abschétzung
)

If —ulls < If = v"llx = 5.

Zusammenfassend ergibt sich also

If = ullx = max {||f —ullz, If —ule} <|If vk

im Widerspruch dazu, dass v* eine Bestapproximation an f aus V ist.

,<=" Sei nun fiir alle v € V' die Bedingung

e Re ((f(z) —v*(2))v(z)) = 0

erfiillt. Fiir alle v € V' gilt damit nach Voraussetzung

max Re ((f(2) = v"(2))u(2))

zeE(f—v*,K)

0

Vv

fir u :=v* —v €V, d.h. es gibt ein zy € E(f — v*, K), fiir welches

Re ((f(z0) = v"(20))u(z0)) = 0
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gilt. Damit ergibt sich
If =l = [f(20) = v(z0)]?
= |(f(z0) = v (=) + u(z0)[
= |f(20) = v"(20)|> +2Re ((f(20) — v"(20))u(20)) + [ulz0) [’

~~ ~ > W—/
=[lf—v*l1% >0 >0
2
> |lf = vk,
womit v* eine Bestapproximation an f aus V' darstellt. O

Die durch das Kolmogorov-Kriterium [3.12] gegebene Charakterisierung von Be-
stapproximationen lasst sich nun in eine fiir uns sehr giinstige Form bringen.
Hierfiir klaren wir zunéchst:

DEFINITION 3.13. Sei X eine beliebige nichtleere Menge.

(i) Ist w: X — K eine Abbildung, so nennen wir
supp(w) == {z € X; w(x) # 0}

den Trager von w.

(ii) Unter einer endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X ver-
stehen wir eine Abbildung w : X — [0, 1] deren Triger supp(w) eine
endliche Teilmenge von X ist und die die Bedingung

Zw(m) =1

erfiillt. Die Menge aller endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
X bezeichnen wir mit W(X).

Ferner bemerken wir:

LEMMA 3.14. Sei V' ein K-Vektorraum und X eine beliebige Teilmenge. Dann
ist die konvexe Hiille conv(X) (also die kleinste konvexe Menge, welche X
enthdlt) gegeben durch

conv(X) = { Zw(x)x; w e W(X)}
zeX

Wir kénnen nun die nachfolgende Charakterisierung von Bestapproximatio-

nen zeigen. Dabei orientieren wir uns im Wesentlichen an dem entsprechenden

Beweis in Kapitel 2 von [M6105].

SATZ 3.15 (von Rivlin-Shapiro, Theorem 2.5 in [Riv90]|). Sei V' ein endlichdi-
mensionaler Untervektorraum von C(K). Zu f € C(K) istv* € V genau dann

eine Bestapproximation, wenn es eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung
A E(f —v*, K) — [0,1] gibt, sodass fiir alle v €V gilt

Y. AR —v()(z) = 0.

z€E(f—v*,K)
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Beweis. Sei V = {v1,...,v,} eine Basis von V. Wir definieren dann die
Abbildung

(f(2) = v*(2))va(2)
U: E(f—v",K)—-C" 2+ :
(f(2) = v*(2))va(2)
und damit die Menge

Y :=conv{V¥(z); z € E(f —v",K)} C C".

Unter Beachtung von Lemma |3.14] ist mit diesen Bezeichnungen die Existenz
einer endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung A : E(f —v*, K) — [0, 1], welche
der Bedingung

Y AR = v ()(z) =0 firallev eV
z€E(f—v*,K)
oder gleichbedeutend der Bedingung
> AR (f(2) =t (2))i(z) =0 fiirj=1,...,n
2€E(f—v*,K)

geniigt, offenbar dazu dquivalent, dass 0 € Y gilt.

,=" Sei also v* € V eine Bestapproximation an f. Machen wir die Annahme
0 ¢ Y, so konnen wir die definitionsgeméf konvexe Menge Y nach dem Tren-
nungssatz von Hahn-Banach durch eine Hyperebene vom Punkt 0 trennen, d.h.
es gibt einen Vektor a = (ay,...,a,) € C" mit

Re(y,a) <0 fir alle y € Y.

Setzen wir v 1= Z;L=1 ajv; € V, so kénnen wir damit fiir alle z € E(f —v*, K)
unter Beachtung von ¥(z) € Y nachrechnen
Re ((£(2) ~ o' ()0) = Re ( L a(£(:) ")) ) = Re(W(z)a) <0,

J=1

womit sich aber der Widerspruch

max  Re ((f(z) — v*(2))v(z)) <0

2€E(f—v*,K)

zum Kolmogorov-Kriterium [3.12] ergibt. Die Annahme war also falsch, d.h. es
muss 0 € Y gelten.

»,<=" Sei nun umgekehrt eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf
E(f —v*, K) gegeben, sodass fiir alle v € V gilt

Y ARR) — v ())ulz) = 0.

z€E(f—v*,K)
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Insbesondere erhalten wir damit

max Re((f(z)=v"(:)ez) =2 > AG)Re ((f(z)=v"(2)0(z)) = 0,

ZGE(f—fU*’K zEE(f_U*7K)

womit nach v* dem Kolmogorov-Kriterium [3.12] eine Bestapproximation an f
aus V' sein muss. U

Aufbauend auf diesen Satz fiihrt Rivlin in seinem Buch [Riv90] den Begriff
der Signatur ein.

DEFINITION 3.16. Eine Signatur in K ist eine stetige Abbildung ¥ : ¢(X) —
T auf einer abgeschlossenen Teilmenge o(3) von K. In diesem Fall nennen wir
o(2) die Basis der Signatur X.
e Sind ¥ und ¥’ Signaturen in K, dann heift ¥’ eine Subsignatur von
¥, falls 0(X') C 0(3) und X|pxy = X' gilt.
e Eine Signatur ¥ heifit assoziiert mit 0 # g € C(K), falls o(3) C
E(g, K) erfiillt ist und

5(2) = sgug(z) = L)

fir alle z € o(X) gilt.

e Ist V ein endlichdimensionaler Untervektorraum von C(K), so heift
eine Signatur ¥ in K extremal fiir V', falls es eine Subsignatur >’
von ¥ mit endlicher Basis 0(X) = {z1,..., 2,} und Zahlen (3, ..., (, €
C\{0} gibt, sodass ¥(z;) =sgn(; fiir j=1,...,n und

Z Gu(z) =0 fiir alle v € V.
j=1

e Eine extremale Signatur heifst primitiv, falls es keine echte extremale
Subsignatur gibt.

Mit diesen Begriffen ldsst sich Satz [3.15] wie folgt formulieren:

KOROLLAR 3.17 (Theorem 2.6 in [Riv90|). Sei V' ein endlichdimensionaler
Untervektorraum von C(K) und sei f € C(K)\V. Dann ist v € V genau
dann eine Bestapprorimation an f aus V', wenn eine mit f — v* assoziierte,
extremale Signatur fiir V existiert.

Beweis. Nach Satz ist v* € V' genau dann eine Bestapproximation an
f aus V', wenn es eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf E( f—v*, K)
gibt mit der Eigenschaft

(3.1) > AR)(f(2) —vt(2))(z) =0 firallev e V.
z€E(f—v*,K)
L= Ist A € W(E(f —v*, K)) mit der Eigenschaft gegeben, so stellt
fz) —vi(z) _ f(z) —v'(2)
E : E — T — =
A eV e & TR
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mit der endlichen Basis o(X) := supp(A) eine mit f — v* assoziierte Signatur
dar. Nummerieren wir supp(A) = {21, ..., z,} und setzen weiter

G = Az;)X(z;) € C\{0} firj=1,...,n,

so sehen wir mit
Y(z;) = sgn(¢;) firj=1,...,n

ein, dass X auch eine extremale Signatur fiir V' ist. Denn nach Voraussetzung
an \ gilt fiir alle v € V:

Y Gl = e > AU - (@)ue) =0

1f = vllx =

»<=" Ist umgekehrt ¥ : ¢(¥) — T eine mit f—v* assoziierte extremale Signatur
fiir V, so nummerieren wir die endliche Basis in der Form o(X) = {z1,..., z,}
und wahlen die zugehorigen (i, ..., ¢, € C\{0} mit

f(z) —v*(z)) _ G

If —v*|lx G

= X(z;) = sgn(¢;) firj=1,...,n

und

Z Gu(z) =0 fir alle v € V.
j=1

Setzen wir anschlieflend

8::Z|Cj| #07

j=1
so erhalten wir durch
161 e
Ai E(f - o' K) = 0,1, H{ olls 2 =2 e € 4l
0, sonst

eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung mit supp(\) = o(3), die dariiber
hinaus der Bedingung ({3.1]) geniigt. In der Tat ist dann fiir alle v € V

> A v @ = LS e =0

z€E(f—v*,K)
Zusammenfassend ist die Behauptung vollstiandig bewiesen. Il

Allerdings erlaubt Satz auch eine Formulierung, die den von uns in Defi-
nition [3.8] eingefithrten Begriff der Faber-Sesquilinearform verwendet.

KOROLLAR 3.18. Sei V' ein endlichdimensionaler Untervektorraum von C(K)
und sei f € C(K)\V. Fir v €V sind dann die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(i) v* ist eine Bestapprozimation an f aus V.
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(ii) Es gibt eine Faber-Sesquilinearform B : AV, f) x A(V,f) — C zu
(V, f,v*) der Form

Blui,v) = Y Mul)els)  firv, v € AV, ),
z€E(f—v*,K)

wobei A : E(f —v*, K) — [0,1] eine endliche Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ist.
(iii) Es gibt eine Faber-Sesquilinearform zu (V, f,v*).

Beweis. Ist nun v* eine Bestapproximation aus V' an f, dann gibt es nach
dem Satz von Rivlin-Shapiro [3.15] eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung
A E(f—v*,K)—[0,1] mit

> AR (f(2) —vt(2)(z) =0 fiirallev e V.

zeE(f—v*,K)
Definieren wir nun B : A(V, f) x A(V, f) — C durch
B(vq,v9) := Z A(2)v1(2)va(2) fir vy, vy € A(V, f),
z€E(f—v*,K)

so stellt B offensichtlich eine (hermitesche) Sesquilinearform dar, welche mit
e Fiir alle v € A(V, f) gilt
Bv,o)= > Az)(z)*>0.
z€E(f—v*,K)
o Fiir alle v € V gilt
B(f—v"v)= Y A)(f(z) = v (2)u(z) =0
zeE(f—v*,K

und (da B hermitesch ist) auch B(v, f —v*) = 0.
e Fiir alle v € A(V, f) gilt

Bv,o)= Y, AR < [loll-

z€E(f—v*,K)

o Esist

B(f =o', f=v) = Y A@IE) - @) = ol
2€E(f—v*,K)

die nach Definition charakterisierenden Eigenschaften (i

Faber-Sesquilinearform zu (V, f,v*) hat, d.h. es gilt (i) = (ii)".
Die Implikation ,,(ii) = (iii)* ist trivial erfiillt und ,,(iii) = (i)* ergibt sich
unmittelbar nach Satz 3.9 O

bis (iv) einer

Zur Beantwortung der fiir uns relevanten Eindeutigkeitsfrage bendtigen wir
die in der folgenden Definition formulierte Haar-Bedingung, welche sich etwa
in Chap. 3 Sect. 4 in [Che66| oder (in einer dquivalenten Formulierung als
Tschebyscheff-Bedingung) in Definition 2.9 in [Riv90] findet.
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DEFINITION 3.19. Ein endliches System V = {vy,...,v,} von Funktionen aus
C(K) erfiillt die Haar-Bedingung oder ist ein Haar-System, falls die Haar-
Determinante

vi(z1) ... vp(21)
Dy(z1,...,2,) := det _ :
v1(zn) . Un(zn)
fiir keine Wahl 2y, ..., 2, € K von n paarweise verschiedenen Punkten aus K

verschwindet. Zuséatzlich fordern wir, dass K aus mindestens n + 1 verschiede-
nen Punkten bestehtl]

Wir bemerken, dass ein endliches System von Funktionen aus C'(K), welches
der Haar-Bedingung geniigt, insbesondere linear unabhéngig sein muss. In An-
lehnung an Theorem 2.7 in [Riv90] kénnen wir nun zeigen:

KOROLLAR 3.20. Sei V ein System wvon n Funktionen aus C(K), welches
der Haar-Bedingung geniigt und sei V- = LH(V) der von diesem erzeugte n-
dimensionale Untervektorraum von C(K). Ist v* eine Bestapproximation aus

V' an eine Funktion f € C(K)\V, dann gilt:

(i) E(f —v*, K) besteht aus mindestens n + 1 verschiedenen Punkten.
(ii) Die Basis o(X) einer extremalen Signatur 3 fiir V' enthdlt mindestens
n + 1 verschiedene Punkte.
(iii) Ist B : A(V, f)xA(V, f) — C eine Faber-Sesquilinearform zu (V, f,v*)
der Form

B(vq,v9) := Z )\(z)vl(z)F(z) fir v, vy € A(V, f)

z€E(f—v*,K)

mit einer endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf E(f —v*, K),
dann besteht der Trager supp(A) von A aus mindestens n+ 1 verschie-
denen Punkten.

Beweis. (i) Nehmen wir an, dass E(f —v*, K') aus hochstens n verschiede-
nen Punkten besteht, so konnen wir n paarweise verschiedene Punkte z1, ..., 2z,
aus K mit der Eigenschaft E(f — v*,K) C {z,...,2,} wihlen. Da V =
{v1,...,v,} die Haar-Bedingung erfiillt, also Dy(z,...,2,) # 0 gilt, finden

wir eine Losung (ay,...,a,) € C" des Gleichungssystems
vi(z1) ... vn(z1) ay f(z1) = v*(21)
v1(zn) . Un(zn) an, f(zn) —v*(2n)
Setzen wir v := Y7 a;ju; € V, so gilt daher

(f(z) = v"(z))v(z) = =1f(z) —v*(z)?  fiirj=1,...,n

I'Damit die Bedingung an die Determinante nicht leer ist, wiirden bereits n verschiedene
Punkte gentigen. Wir werden aber sehen (vgl. Korollar|3.20)), dass n+ 1 verschiedene Punkte
nétig sind, um die Eindeutigkeit der Bestapproximation zu erreichen.
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und damit insbesondere

zeEl(qJ}%Z{*,K) Re ((f(z) - U*<Z))M) = —|If = vllk <0,

was aber im Widerspruch zum Kolmogorov-Kriterium steht.

(ii) Wir nehmen an, dass 3 : 0(X) — T eine extremale Signatur fiir V ist, deren
Basis o(X) aus m < n verschiedenen Punkten besteht. Wir kénnen dann n
paarweise verschiedene Punkte z1, ..., z, € K wéhlen mit 0(X) = {z1,..., 2}
Weiter seien (i, ...,¢, € C\{0} die Gewichte zu ¥, d.h. ¥(z;) = sgn((;) fir
j=1...,m.

Da V = {vy,...,v,} die Haar-Bedingung erfiillt, also Dy(z1,...,z2,) # 0 gilt,

finden wir eine Losung (aq,...,a,) € C" des Gleichungssystems
1
vi(z1) ... vp(z) a 0
v1(zn) . Un(zn) ay, 0

Setzen wir v =Y "

=1 405 €V, so gilt

v(z) =1 und  v(z;) =0 firj=2,...,n

und erhalten, weil 3 extremal fiir V ist,
0= Z Gu(zj) = G
7=1
im Widerspruch zur Wahl von (;.

(iii) Angenommen, B : A(V, ) x A(V, f) — C ist eine Faber-Sesquilinearform
zu (V, f,v*) der Form

B(vy,vg) := Z )\(z)vl(z)vg—(z) fir vy, ve € AV, f)

z€E(f—v*,K)

mit einer endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf E(f — v*, K), deren
Trager aus hochstens n verschiedenen Punkten besteht. Wie im Beweis zu
Korollar bestimmen wir eine zu f — v* assoziierte extremale Signatur
Y :o0(X) — T fir V, welche zudem o(X) = supp() erfiillt. Da aber die
Basis von Y somit hochstens n verschiedene Punkte enthalt, steht dies im
Widerspruch zu (ii). O

Damit erhalten wir den folgenden Eindeutigkeitssatz, der sich etwa in Chap.
3 Sect. 5 von [Che66] und als Theorem 2.8 in [Riv90] findet.

SAaTz 3.21 (Eindeutigkeitssatz von Haar). Sei V ein endliches System von
Funktionen aus C(K), welches der Haar-Bedingung geniigt und sei V = LH(V)
der von diesem erzeugte endlichdimensionale Untervektorraum von C'(K). Dann
besitzt jedes f € C(K)\V genau eine Bestapprozrimation aus V.
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Beweis. Sei f € C(K) beliebig vorgegeben. Nach Satz existiert eine
Bestapproximation v* an f aus V. Die Charakterisierung in Korollar liefert
dann die Existenz einer Faber-Sesquilinearform B : A(V, f) x A(V, f) — C der
Form

B(uy,uz) = Z )\(z)ul(z)m fir uy, us € A(V, f)

z€E(f—v*,K)

mit einer endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf E(f — v*, K). Nach
Satz geniigt es fiir die behauptete Eindeutigkeitsaussage zu zeigen, dass
B auf V' positiv definit ist.
Hierzu geben wir uns ein beliebiges v € V mit B(v,v) = 0 vor. Nach Wahl von
B gilt somit

0=Bo)= Y  A)WEP

z€E(f—v*,K)

Nach Satz (iii) enthdlt supp(A\) mindestens n + 1 verschiedene Punkte,
sodass v an (diesen) n + 1 verschiedenen Punkten verschwinden muss. Wéhlen
wir n dieser Nullstellen, etwa zq,...,2, € K, aus, so liefert die Basisdarstel-
lung v = 377 | a;v; mit (ay,...,a,) € C" die aufgrund der Haar-Bedingung
eindeutige Losung des Gleichungssystems

vi(z1) ... vp(z) a; 0
v1(zn) . Up(zn) an, 0
d.h. es gilt (ay,...,a,) = (0,...,0) und damit, wie gewiinscht, v = 0. O

4. Approximation beziiglich Halbnormen

In den bisherigen Abschnitten haben wir uns mit der Approximation beziiglich
Normen beschéftigt. In vielen Situationen ist man aber an Bestapproximatio-
nen beziiglich Halbnormen interessiert.

DEFINITION 3.22. Sei (X, p) ein mit einer Halbnorm p versehener K-Vektorraum
X und sei V C X ein Untervektorraum. Zu x € X nennen wir v* € V eine
Bestapproximation an x aus V beziiglich p, wenn gilt

plz —v") = inf p(z —0).

Mit P(p,V,x) bezeichnen wir die Menge aller Bestapproximationen an x aus
V' beziiglich p.

Dies lasst sich mit dem folgenden Satz auf das Approximationsproblem beziig-
lich einer Norm zuriickfiihren.

SATZ 3.23. Sei (X, p) ein mit einer Halbnorm p versehener K-Vektorraum X .
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) N :=p1({0}) C X ist ein Untervektorraum von X.
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(ii) Auf dem Quotientenvektorraum X /N wird durch

p(x+ N):= igﬁp(quy) firz+ N e X/N
v

eine Norm p* definiert.
(iii) Bezeichnet m: X — X/N den kanonischen Epimorphismus, dann gilt

P(p,V,z) =7 (P(p*,n(V),7(x)))

also insbesondere P(p,V,xz) # 0 fiir jeden endlichdimensionalen Un-
tervektorraum V von X und jedes x € X.

Beweis. (i) Dass N = p~!({0}) einen Untervektorraum von X darstellt,

rechnet man unmittelbar nach: Sind z,y € N gegeben, so folgt mit der Drei-
ecksungleichung 0 < p(z +y) < p(z) + p(y) = 0 und damit p(x + y) = 0 bzw.
x+y € N.Sind x € N und X € K gegeben, so gilt p(Az) = |A|p(z) = 0 bzw.
Ax € N. Insbesondere ist natiirlich 0 € N.
(ii) Zunéchst stellen wir fest, dass die im Satz angegebene Abbildung p* :
X/N — [0,00) wohldefiniert ist. Fiir zy + N = 29 + N € X/N erhalten
wir ndmlich aufgrund von x; — x5 € N und der Vektorraumstruktur von N
unmittelbar

;g]fvp(rcl +y) = yig]fvp(:cz + (21— 32) +y) = ;g]fvp(xz +y).
eN

Sei nun z + N € X/N mit p*(z + N) = 0 gegeben. Da aufgrund der Dreiecks-
ungleichung

p(x) =p((z+y) —y) <plx+y)+p(~y) =plzr+y) firalleye N

gilt, erhalten wir und damit p(z) = 0 bzw. x + N = 0 € X/N. Also ist p*
positiv definit.

Weiter rechnet man nach, dass fiir alle z + N € X/N und alle 0 # X\ € K die
Identitat

p*(Mz+ N)) = p*(Az+ N)
= inf p(hr +y)
= inf p(A(z +y))
= [A inf p(z +y)
= [Alp*(z+ N)
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gilt. Im Spezialfall A = 0 ist diese natiirlich ebenfalls richtig. Sind =1 + N, xs +
N € X/N gegeben, so erhalten wir die Dreiecksungleichung fiir p* geméf

P+ N)+ (22 + N)) = p((w1+22) + N)
= ;g]fvp(xﬁrxwry)

= inf p((z14+ 1) + (22 + y2))
y1,y2€N

< i :
< infp(ey+y) + inf plas + )
= P&+ N)+p (w2 + N).

(iii) Die Rechnungen in (i) zeigen insbesondere, dass

p(z) < inf p(x+y) firaleze X
yeN

und damit wegen 0 € N sogar

p(r) = in]{[p(x +y)=p"(r+N)=p“(n(x)) fir alle z € X
ye

erfillt ist, d.h. wir haben den Zusammenhang p = p* o 7. Ist nun V ein belie-
biger endlichdimensionaler Untervektorraum von X (damit ist natiirlich auch
(V) ein endlichdimensionaler Untervektorraum von X/N) und x € X, dann
kénnen wir einerseits fiir v* € P(p, V, z) nachrechnen, dass

pi(n() —m(w")) = pi(r(z —v")) = plz —v") = inf p(z —v)
= ifp'(n(r —v)) = f p*(r(z) —7(v))

p— 1 f * —
b p (m(z) —w)

und damit 7(v*) € P(p*,n(V),n(x)) gilt, und andererseits fiir ein Element
v € Y (P(p*, m(V),n(z))) nachrechnen, dass

plz—v") = pir(z—v")) =p(r(z) —7(v")) = L p(m(z) — w)
= fp*(r(z) —7(v)) = inf p"(z(z —v))

= e

und damit v* € P(p,V, z) gilt. Zusammenfassend ergibt sich also die behaup-
tete Gleichheit

P(p,V,z) =7 (P(p", n(V),7(2))).
Da nach Satz 3.2/ in dem normierten Raum (X/N, p*) der Punkt 7(z) mindes-
tens eine Bestapproximation aus dem endlichdimensionalen Untervektorraum

(V) besitzt, gilt P(p*,n(V),n(z)) # @ und aufgrund der Surjektivitit von 7
auch P(p,V,x) # (), womit der Satz vollstindig bewiesen ist. O

Denkbar sind etwa die folgenden Situationen:
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BEISPIEL 3.24. Sei (X, ||-||) ein normierter Raum und sei Y C X’ eine beliebige
beschriankte Teilmenge des topologischen Dualraums X’ zu X, d.h. es gilt

C :=sup ||lyl|x < o0,
yey

wobei wir mit || - ||xs die von || - || auf X’ induzierte Norm bezeichnen. Dann
lasst sich durch

|||« := sup |y(z)| fir alle x € X

yey
eine Halbnorm || - || auf X definieren, welche zudem die Bedingung ||z||. <
C|z|| fir alle z € X erfiillt.
BEISPIEL 3.25. Sei (R, || - ||) eine normierte komplexe Algebra mit Einsele-

ment 1 und P(C) der C-Vektorraum aller holomorphen Polynome. Fiir z € R
erhalten wir dann einen Homomorphismus

¢, : P(C) — R, pr— p(x).
Damit kénnen wir durch
Il = [|P2(p)[|  fiir alle p € P(C)
eine Halbnorm || - ||, auf X einfiihren.

Zur Charakterisierung der Bestapproximationen konnen wir erneut das Kon-
zept der Faber-Sesquilinearformen verwenden.

DEFINITION 3.26. Sei (X, p) ein mit einer Halbnorm p versehener K-Vektorraum
X und V ein beliebiger Untervektorraum von X. Sind x € X und v* € V ge-
geben, so nennen wir eine Sesquilinearform (bzw. eine Bilinearform im reellen

Fall)
B: A(V,z) x A(V,z) = K,
welche die Eigenschaften
(i) Fir alle y € A(V, z) gilt B(y,y) > 0.
(ii) Fir alle y € V gilt B(x — v*,y) = 0 und B(y,x — v*) = 0.
(iii) Fir alle y € A(V, ) gilt B(y,y) < p(y)>.
(iv) Esist B(z —v*,z —v*) = p(x — v*)%

hat, eine Faber-Sesquilinearform zu (p,V, z, v*).
Wir erhalten:

SATZ 3.27. Sei (X,p) ein mit einer Halbnorm p versehener K-Vektorraum
X und V' ein beliebiger Untervektorraum von X. Sind x € X und v* € V
gegeben, sodass es eine Faber-Sesquilinearform zu (p,V,xz,v*) gibt, dann ist v*
eine Bestapprorimation an x aus V' beziglich p.

Beweis. Verfolgen wir den Beweis zu Satz [3.9] so stellen wir fest, dass
dieser nur die Halbnormeigenschaften von || - || verwendet, sich also wortlich
auf den Fall einer Halbnorm p anstelle der Norm || - || ibertragen lésst. d
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5. Ausblick

Mit dem Satz von Rivlin-Shapiro haben wir in den vorangegangenen
Abschnitten gesehen, dass wir zu Bestapproximationen in (C(K), || - ||x) aus
endlichdimensionalen Unterrdumen immer eine Faber-Sesquilinearform ange-
ben kénnen. Da wir bei deren Konstruktion explizit die Struktur des Raums
(C(K),|| - |lx) ausgenutzt haben, ist auf den ersten Blick nicht klar, wie sich
die Situation in allgemeineren normierten Rdumen darstellt.

Sei nun (X, || - ||) ein normierter K-Vektorraum. Wir bezeichnen dann mit
e B(X') die abgeschlossene Einheitskugel in X', d.h. es ist
B(X') :={¢ € X' [lo] <1},

e ext B(X’) die Menge aller Extremalpunkte von B(X’) (vgl. etwa De-
finition VIIL.4.1 in [WerQ7]),

o F(x,X) fir ein z € X die Menge aller ¢ € ext B(X’), die die Bedin-
gung |p(z)| = ||z|| erfiillen.

Ist V C X ein endlichdimensionaler Untervektorraum von X mit einer Basis
V ={vy,...,0,} und ist v* € V eine Bestapproximation aus V' an einen Punkt
x € X, so definieren wir die Abbildung

¢(x —v*)¢(v1)
U: E(x—v",X)—=K" ¢+— :
¢(z —v*)¢(vn)
und damit

Y :=conv{¥(¢); ¢ € E(x —v*, X)}
Der Satz von Cheney-lkebe-Singer (siehe Seite 85 in [Hol72|) besagt dann,

dass 0 € Y erfiillt sein muss, womit sich die Existenz einer endlichen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung A auf F(z — v*, X)) mit der Eigenschaft

Y A@)dx—v)p(v) =0 fiirallev eV
¢peE(x—v*,X)
ergibt. Setzen wir also
B(wy,wg) == > A@)d(wi)p(wa) fiir alle wy, wy € AV, x),

peE(x—v*,X)

so rechnet man unmittelbar nach, dass hierdurch eine Faber-Sesquilinearform

B: A(V,z) x A(V,z) = K
zu (V,z,v*) im Sinne von Definition gegeben ist.

Der Bezug zu unserer Konstruktion wird deutlich, wenn man
ext B(C(K)')={¢),; C€T, z€ K}
beachtet (vgl. Satz 16.28 in [Alb08]). Hierbei ist 0, fiir z € K definiert durch
b, C(K)—C, fw f(2).



KAPITEL 4

Minimalpolynome und Tschebyscheffpolynome

1. Der polynomiale Approximationsraum und Minimalfunktionen

Sei F eine nichtleere Teilmenge von C. Wir bezeichnen mit

e P(E) den C-Vektorraum der auf F eingeschrankten holomorphen Po-
lynome,

o P.,(F) fir n € Ny den C-Vektorraum der auf F eingeschriankten
holomorphen Polynome vom Grad < n,

e P, (E) fir n € Ny die Menge aller auf E eingeschriankten holomorphen
Polynome vom Grad n,

e Pl(E) fiir n € Ny die Menge aller auf F eingeschrinkten holomorphen
Polynome vom Grad n mit fiihrendem Koeffizienten 1.

Wir versehen F mit der Relativtopologie von C und definieren weiter:
DEFINITION 4.1. Fiir f € C(E) und n € N bezeichnen wir mit
An(f) = A(P<na(E), [) = {M +p; p € P<na(E), A€ C}
den n-ten polynomialen Approximationsraum zu f. Ferner setzen wir
An(f) = {f +p; p € Peua(E)}.
Speziell ist
A, (en) = P<n(E) und Al(e,) =P}

n

(E),
was die obige Notation motiviert.

DEFINITION 4.2. Sind n € Nund f € C(E) gegeben und ist ||-|| eine Halbnorm
auf A, (f), so nennen wir eine Funktion P € AL(f) mit

Pl = inf
1Pl = nt ol
eine Minimalfunktion fiir (AL(f), |- ||). Im Spezialfall f = e, nennen wir
eine Minimalfunktion P fiir (P}(E),||-||) aus naheliegenden Griinden auch ein

Minimalpolynom fiir (PL(E),| -|).

Sind n € N und f € C(F) gegeben und ist || - || eine Halbnorm auf A, (f),

so lisst sich jede Funktion p aus A)(f) in der Form p = f — p* mit einem

Polynom p* € P<,_1(F) darstellen. Genauer haben wir eine Bijektion
PSH—I(E) - A%L(f)a p* — f _p*7

weshalb offenbar

inf —p*|| = inf
SM(E)Hf Pl peA}L(f)lel

67
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gilt. Wir erhalten nun unmittelbar

LEMMA 4.3. Sind n € N und f € C(E) gegeben und ist || - || eine Halbnorm
auf A,(f), so ist P € AL(f) eine Minimalfunktion fir (AL(f),| - |I) genau
dann, wenn das durch P = f — P* bestimmte Polynom P* € P<,_1(E) eine
Bestapprozimation an f aus P<,—1(E) beziglich || - || ist. Insbesondere gibt es

nach Satz[5.25 mindestens eine Minimalfunktion fiir (AL(f), ]| - ||)-

Zur Charakterisierung der Minimalfunktionen ldsst sich natiirlich Satz [3.27]
verwenden. Aufgrund der besonderen Bedeutung, die diesem Argument im
Folgenden zukommen wird, wollen wir an dieser Stelle die Notation etwas
anpassen.

DEFINITION 4.4. Seien n € N und f € C(E) gegeben und sei || - || eine Halb-
norm auf A, (f). Ist P € Al(f) gegeben, so nennen wir eine Sesquilinearform

B Au(f) x An(f) = C,

welche die Eigenschaften

(i) Fiir alle p € A, (f) gilt B(p,p) > 0.
(ii) Fir alle p € P<,_1(F) gilt B(P,p) = 0 und B(p, P) = 0.
(iii) Fiir alle p € A,(f) gilt B(p,p) < |Ip||*.
(iv) Es ist B(P, P) = || P|]*.
hat, eine Faber-Sesquilinearform zu (AL(f), |- |, P).

Offensichtlich ist eine Faber-Sesquilinearform zu (AL(f), | - ||, P) auch eine
Faber-Sesquilinearform zu (|| - ||, P<n-1(E), f, f — P) und umgekehrt. Nach
Satz ergibt sich also unmittelbar

SATZ 4.5. Seien n € N und f € C(E) gegeben und sei || - || eine Halbnorm
auf A, (f). Ist P € AL(f) gegeben, sodass es eine Faber-Sesquilinearform zu

(ALH, -1, P) gibt, dann ist P eine Minimalfunktion fir (AL(f), | - )

2. Definition der Tschebyschefffunktionen

In diesem Abschnitt sei K eine nichtleere, kompakte Teilmenge von C. Wir
wollen uns nun auf das Approximationsproblem beziiglich der Norm || - ||x
beschranken.

SATZ 4.6. Besteht K aus mindestens n + 1 verschiedenen Punkten fir ein
n € N, so gibt es fir alle f € C(K)\P<n-1(K) genau eine Minimalfunktion
fiir (AL(£), ]l k), die n-te Tschebyschefffunktion T! fiir f. Fir diese gilt

Tl =f-p.(f)
wobei wir mit pi(f) die eindeutig bestimmte Bestapproximation an die Funkti-
on f aus P<p—1(K) beziglich || - ||k bezeichnen. Ferner besteht in diesem Fall
die Menge
E(T],K) = {2 € K; |T](2)| = |T] ||}

aus mindestens n + 1 verschiedenen Punkten.
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Beweis. Wie oben bereits festgestellt, ist P € AL(f) genau dann ein Mi-
nimalfunktion fiir (AL(f),| - k), wenn P* € P<, ;(K) mit P = f — P* eine
Bestapproximation an f aus P<,_1(K) beziiglich || ||  ist. Nach Satz 3.2 exis-
tiert aber genau eine solche Bestapproximation (welche wir mit pZ (f) bezeich-
nen wollen), womit auch die Minimalfunktion eindeutig bestimmt sein muss.

Hierzu beachten wir, dass das System € = {eg|x, - .., €n_1|x} mit P<,_1(K) =
LH(E) der Haar-Bedingung aus Definition m geniigt. In der Tat ergibt sich
flir paarweise verschiedene Punkte z,...,2, € K {iber die Vandermonde-
Determinante (vgl. etwa Beispiel 3.2.7 in [Fis05])

1oz ... 2t

1 o2z ... 257!

De(z1,. .., 2,) = det Ce : = H (21— 21) # 0.
) : ’ 1<k<i<n
1z, ... 2"t

Insbesondere erhalten wir die behauptete Darstellung T/ = f — p*(f). Ferner
enthilt die Menge E(T), K) nach Korollar mindestens n + 1 verschiedene
Punkte. U

Besteht K aus mindestens n 4+ 1 verschiedenen Punkten fiir ein n € N, so
nennen wir 7" € Al (e,) = P}(K) das n-te Tschebyscheffpolynom fiir K
und bezeichnen es mit TX.

BEISPIEL 4.7 (abgeschlossene Einheitskreisscheibe). Fiir alle n € Ny gilt
T?(w) =w" und TP (w) = w" fiir alle w € D.
Beweis. Wir zeigen hierzu, dass
lIpllop > 1 bzw. Ipllg>1  fiir alle p € PL(OD) bzw. p € P} (D)
gilt. Nach dem Identitatssatz ist die Restriktionsabbildung
Pa(C) = Po(dD), pr=plon  baw.  Pu(C) — Po(D), p— plg

injektiv, sodass wir p € P}(OD) bzw. p € P}(D) ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit mit seiner eindeutigen Fortsetzung auf C identifizieren kénnen.
Da p ein normiertes Polynom vom Grad n ist, gilt p™(0) = n!, sodass die
Cauchysche Integralformel

! (2)
| — ™0 :L/ pi)
nt=p(0) 2mi Jo,p 2" :

liefert. Unter Verwendung des Maximumprinzips erhalten wir

!
N_/ p(2) . p(2)
2mi Jo,p 2"

Zn+1
womit sich schlieflich die gewiinschte Abschéitzung ||p|lop > 1 bzw. ||p|g > 1
ergibt. Beachten wir nun, dass e, diese Bedingungen mit Gleichheit erfiillt, so
konnen wir aus der Eindeutigkeit des Tschebyscheffpolynoms fiir 9D bzw. D
die behauptete Darstellung TP = e,, folgern. O

n! <

= n!flpllon = lIpll5;

< n! sup
z€dD
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3. Berechnung der Minimalpolynome

Da die Berechnung der Minimalpolynome meist miihsam ist, lohnt es, sich
eingehender mit deren Transformationsverhalten zu beschéftigen.

LEMMA 4.8. Seien E, F C C nicht leer und m,n € N. Weiter sei || - ||, eine
Halbnorm auf P<p,(E) und || - ||2 eine Halbnorm auf P<,(F'). Ferner sei

7: PL(E) — PLF)
eine beliebige Abbildung mit

Ir(@)ll2 < llplly  fiir alle p € P, (E).
Ist nun PY ein Minimalpolynom fiir (PL(F), |- ||l2), so ist jedes Polynom P €
PL(E) mat
1Pl = 12 ]l2
ein Minimalpolynom fiir (P} (E), || - ||1)-

Beweis. Fiir alle p € P} (F) gilt

1251l = 1127l < [l ()ll2 < lIplls
und damit wegen PX € P! (E) auch
Pl = inf
1RSI = _inflolh,
d.h. PE ist ein Minimalpolynom fiir (P<,,(E), | - ||1) O

Wie bereits der sehr kurze und einfache Beweis vermuten lasst, liegt die Bedeu-
tung dieses Lemmas nicht in der Aussage selbst, sondern vielmehr in seinem
konzeptionellen Charakter.

Wir ergdnzen noch die folgende, ebenfalls einfache aber niitzliche Beobachtung:

LEMMA 4.9. Sei E C C nicht leer und n € N. Ist || - || eine Halbnorm auf
Pon(E) und r > 0, so ist P € PY(E) genau dann ein Minimalpolynom fiir
(PLE), |- ]I), wenn P auch ein Minimalpolynom fiir (PL(E),r| - ) ist.

Beweis. Ein Polynom P € PL(E) ist definitionsgemiR genau dann ein
Minimalpolynom fiir (P}(E), ]| -||), wenn

Pl = inf
1Pl = nf Pl
gilt. Dies ist offensichtlich dquivalent dazu, dass
Pll= inf
API= it el
erfiillt bzw. P ein Minimalpolynom fiir (P!(E),r| -||) ist. O

Damit kénnen wir zeigen:
LEMMA 4.10. Sei K C C kompakt und sein € N mit #K > n + 1.
(i) Sind a € C und 0 # X € C gegeben, so gilt

T () = \*TK (?) wE a+ K.
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(ii) Set K*:={Z; z € K}. Dann gilt
TE (w) = TK(w), we K"
Beweis. (i) Fiir a € C und 0 # X\ € C definieren wir die offenbar bijektive

Abbildung
r: P!

n

(K) — Pta+ \K)
durch

r(p)(w) = Np(F5). weat K,

Wir wahlen die Normen
A=A lle wnd [ la = larar

und erhalten fiir alle p € PL(K)

I7(®)ll2 = [I7(P)larar = [A"[[Pllx = llpll2-
Nach Lemma [4.§]ist daher 7~!(79+) ein Minimalpolynom fiir (P}(K), | -|1)
und nach Lemma auch fir (P}(K),| - ||x). Die Eindeutigkeitsaussage in
Satz |4.6| zeigt nun, dass bereits 771(T¢TA ) = TK gelten muss. Also ist
Ty = £ (T,

was nach Definition der Abbildung 7 die unter (i) behauptete Formel zeigt.

(ii) Wir definieren eine offenbar bijektive Abbildung
7: PHK) — PHK*)

n

durch

T(p)(w) :=p(w),  wekK"
Man stellt unmittelbar fest, dass diese

Im()l[xc+ = [Ipllz
fiir alle p € PL(K) erfiillt. Gemih Lemma [4.§ liefert 7-(7X") daher ein Mini-
malpolynom fiir (P<,(K), ||| x). Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage in Satz
kénnen wir nun 771 (TX") = TK folgern. Also erhalten wir
T =1(T)),
womit nach Definition der Abbildung 7 die in (ii) behauptete Identitiat bewie-
sen ist. g

Als weiteres, durchaus interessantes Anwendungsbeispiel wollen wir uns nun
den Tschebyscheffpolynomen fiir Elemente aus normierten komplexen Bana-
chalgebren zuwenden. Ist (R, || - ||) eine komplexe Banachalgebra mit Eins-
element 1, so konnen wir zu x € R analog zu Beispiel die durch den
Algebrenhomomorphismus

o, : P(C)—R, p— p(x).
auf P(C) induzierte Halbnorm || - ||« betrachten, d.h. es gilt

Ipll+ = [|P=(p)[  fiir alle p € P(C).
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In dieser Situation nennen wir ein Minimalpolynom P fiir (P}(C), | - ||.) (man
beachte, dass nach Lemma {4.3| mindestens ein solches existiert) auch ein n-tes
Tschebyscheffpolynom zu z. Diese, zweifelsohne funktionalanalytisch inter-
essanten Polynome wurden bereits von P. Halmos in seiner 1971 erschienenen
Arbeit [Hal71] eingefiihrt.

Reichhaltig ist deren Theorie insbesondere im Fall .8 = Mat(n, C), d.h. fiir die
komplexe Algebra der (n x n)-Matrizen iiber C, welche wir bekanntlich mit
L(C™) identifizieren und auf diese Weise zu einer komplexen Banachalgebra
machen konnen. Beispielsweise behandeln A. Greenbaum und L. N. Trefethen
in ihrer gemeinsamen Arbeit [GT94| von 1994 die Existenz- und Eindeutig-
keitsfragen dieses und weiterer, damit in Beziehung stehender Approximations-
probleme. In der Zusammenarbeit von K.-C. Toh und L. N. Trefethen entstand
dann bis 1998 die Arbeit [TT98|, welche einen Algorithmus zur numerischen
Bestimmung derartiger Polynome liefert. Verbessert und verallgemeinert wur-
den die Eindeutigkeitsaussagen von E. Albrecht in seiner 2009 erschienenen

Arbeit [AIb09]. Dort findet sich etwa

SATZ 4.11 (Theorem 2 in [AIb09]). Sei (X,| - ||) ein gleichmdfig konvezer
normierter Raum (vgl. Definition[3.5). Fir A € L(X) setzen wir

deg(A) ;= inf{n € N; Ip € PL(C): p(A) = 0}.
Fir alle n € Ny mit n < deg(A) existiert dann ein eindeutig bestimmtes
Tschebyscheffpolynom vom Grad n fir A.

Mit unseren bisherigen Methoden ergibt sich in diesem Zusammenhang der
folgende Satz:

SATZ 4.12. Sei (R, || - ||) eine C*-Algebra mit Einselement 1. Fir alle n € N
und jedes normale Element v € R dessen Spektrum om(x) aus mindestens n+1

Punkten besteht, ist das Tschebyscheffpolynom fir x eindeutig bestimmt und

gegeben durch Tp,™ @

Beweis. Zu einem normalen Element x € R betrachten wir den stetigen
Funktionalkalkiil, also den isometrischen *-Isomorphismus

O, : Con(x)) — AR,
der den eingangs definierten polynomialen Funktionalkalkiil fortsetzt. Da oxi(z)
nach Voraussetzung aus mindestens n + 1 verschiedenen Punkten besteht, ist
die Restriktionsabbildung
P P<n(C) = Pplon(z)), p = plow ()
bijektiv. Mit den obigen Bezeichnungen erhalten wir dann unmittelbar

12l = [ @2(pn(P)]  fiir alle p € Py (C).
Da &, isometrisch ist, gilt ferner

o0 (P lom@) = [[P2(pn@)|| = ||l fiir alle p € P<,,(C),
sodass

pr s (P<an(C), |- 1) = (Pen(om(@)); | - llow @)
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einen isometrischen Vektorraumisomorphismus darstellt. Da ox(x) aus min-

destens n + 1 verschiedenen Punkten besteht, ist das Minimalpolynom 7%
fir (P<n(om(2)), | - llon () Dach Satz |.6| eindeutig bestimmt.

Zudem stellt dieses Tschebyscheffpolynom 757%™ nach Lemma ein Mini-
malpolynom fiir (P<,(C), || - ||.) dar, d.h. T2 ist ein Tschebyscheffpolynom

fiir . Umgekehrt ist aber jedes Tschebyscheffpolynom fiir x ein Minimalpoly-

nom fiir (P<,,(C), || - ||+) und daher nach Lemma [4.8/ auch ein Minimalpolynom

(z)

fiir (P<p(om()), || - ||ow (), muss also bereits mit 7;™* iibereinstimmen. [0

4. Eigenschaften der Tschebyscheffpolynome
Wir wollen uns nun den Eigenschaften der Tschebyscheffpolynome zuwenden.
4.1. Symmetrieeigenschaften. Weist das betrachtete Kompaktum K C

C eine der Symmetrien aus Definition auf, so zeigen die zugehorigen Tsche-
byscheffpolynome spezielle Invarianzeigenschaften.

KOROLLAR 4.13. Seit K C C kompakt und set n € N mit #K >n + 1.

(i) Ist K fir ein k € N k-fach zentralsymmetrisch fir ein k € N die
Menge p(C) der k-ten Einheitswurzeln durch Multiplikation auf K,
d.h.

/,Lk(C> X K — K7 (CVZ) = C'Z
ist wohldefiniert, dann gilt fir alle ¢ € ux(C)
TH((w) = ("TE(w),  weK.

Insbesondere verschwinden dann gemdfy Lemma[A.4) einige der Koef-
fizienten von TX.
(i) Ist K* = K, so gilt
TK(w) = TE(w), we K.

n

Insbesondere besitzen dann alle Tschebyscheffpolynome reelle Koeffi-
zienten.

Beweis. (i) Fiir jedes ¢ € u(C) gilt nach Voraussetzung ('K = K und
daher nach Lemma (i) fiir alle w € K

T (w) = T3 (w) = 'L (Cw) - bawe T (Cw) = (T (w),
womit (i) gezeigt ist.
(ii) Nach Lemma [4.10] (ii) erhalten wir fiir alle w € K, wie behauptet,
T, (@) =T, (@) = TX (w).

Der Zusatz ist damit offensichtlich. O
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4.2. Transfiniter Durchmesser. Wir fiihren zunachst einen weiteren
Kapazitatsbegriff ein:

DEFINITION 4.14 (Definition 5.1.1 in [Ran95]). Die logarithmische Kapa-
zitét c(E) einer Menge () # E C C ist definiert durch

¢(E):= sup e!®,
HEBL(E)
wobel wir e~ = ( vereinbaren und

e mit B'(E) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe mit kompaktem
Trager in E bezeichnen.

o fiir alle endlichen Borelmafse p auf C mit kompaktem Tréger die Ener-
gie I(p) von p durch

)= [ [ ozl = wldn(:)autu)
definieren (vgl. Definition 3.2.1 in [Ran95]).

In Korollar 2.8 haben wir bereits gesehen, dass der transfinite Durchmesser ei-
nes zulassigen Kompaktums mit dessen analytischer Kapazitét iibereinstimmt.
Diese Beobachtung ergénzen wir um die beiden folgenden Satze:

SATZ 4.15 (Corollary 5.2.2 in [Ran95|). Fir alle w € C und alle r > 0 gilt
¢(D(w,r)) =r.

SATZ 4.16 (Theorem 5.2.3 in [Ran95|). Seien Ky, Ky nichtleere kompakte Teil-
mengen von C. Ist f : Q(K;) — Q(K3) eine holomorphe Funktion (zwischen
Riemannschen Flichen) mit der Eigenschaft

f(z) =24+ 0(1) fiir z — oo,
dann gilt
c(Ks) < c(Ky).
Ist f: Q(K;) — Q(K3) sogar eine biholomorphe Abbildung, dann gilt
c(Ks) = c(K7).
Damit kénnen wir nun folgern:

KOROLLAR 4.17. Ist K C C ein zuldssiges Kompaktum, dann stimmen die
folgenden Grif$en tiberein:

e Der transfinite Durchmesser r(K),
e die analytische Kapazitit v(K) und
e die logarithmische Kapazitit ¢(K).

Beweis. Die Gleichheit von r(K) und v(K') haben wir, wie oben schon er-
wahnt, bereits in Korollar gesehen. Es geniigt also zu zeigen, dass auch der
transfinite Durchmesser r(K) und die logarithmische Kapazitét ¢(K) iiberein-
stimmen.

Da K zuldssig ist, stellt die zu K gehérende Abbildung vk : A, (xy — Q(K)
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eine biholomorphe Abbildung zwischen Q(D(0,7(K))) = A,k und Q(K) dar,
welche nach Satz die Bedingung
VYir(z) =2+ 0(1) fir z — oo
erfiillt. Nach Satz und Satz gilt also
c(K) = ¢(D(0,7(K))) = r(K),

womit die Behauptung bewiesen ist. Il
Da fiir die Berechnung der logarithmischen Kapazitdt durchaus praktikable
Verfahren zur Verfiigung stehen (etwa iiber Greensche Funktionen, vgl. Theo-

rem 5.2.1 in [Ran95| oder [RRO7]), bietet sich damit auch die Moglichkeit
zur Berechnung des transfiniten Durchmessers. Beispielsweise erhélt man:

SATZ 4.18 (Theorem 5.2.5 in [Ran95]). Sei ) # K C C kompakt und sei q ein
beliebiges holomorphes Polynom der Form
d
q(z) =) a;#, zeC
§=0

et () = () |

|l
An dieser Stelle sei dariiber hinaus auf die Tabelle 5.1 in [Ran95| verwiesen,
wo sich neben einigen uns bereits bekannten Werten noch weitere interessante
Beispiele finden.

mit ag # 0. Dann gilt

Ferner liefert dies auch eine Interpretation des Begriffs ,transfiniter Durchmes-
sers®. Hierzu benotigen wir allerdings

DEFINITION 4.19 (Definition 5.5.1 in [Ran95]). Sei K C C kompakt und sei
n > 2. Wir nennen dann die Zahl

2
0o(K) = sup H |w; — wy,| "D
W Wn €Ky 4o
den n-ten Durchmesser von K. Ein n-Tupel (wy,...,w,) € K", fir welches

das obige Supremum angenommen wird, heifit ein Fekete n-Tupel fiir K. Ein

Polynom der Form

q(z) = [J(z = wy)
j=1
heiftt Feketepolynom fiir K, falls (wy, ..., w,) ein Fekete n-Tupel fiir K ist.
Der folgende Satz gibt nun die angekiindigte Interpretation.

SATZ 4.20 (von Fekete-Szegd, Theorem 5.5.2 in [Ran95]). Sei ) # K c C
kompakt. Die Folge (0,(K))>, der n-ten Durchmesser von K ist monoton

fallend und es gilt
lim 0,(K) = ¢(K).

n—oo
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Damit sehen wir nun unter Beachtung von Korollar 4.17; Im Falle eines zu-
lassigen Kompaktums ist der transfinite Durchmesser der Grenzwert der n-ten
Durchmesser.

An dieser Stelle ist fiir uns aber ein Zusammenhang zu Tschebyscheffpolyno-
men von Interesse, welcher sich aus dem folgenden Satz ergibt.

SATZ 4.21 (Theorem 5.5.4 in [Ran95|). Sei ) # K C C kompakt. Dann gilt:
(i) Ist q ein normiertes Polynom vom Gradn > 1, so gz’ft Hqu > ¢(K).
(ii) Ist q ein Feketepolynom vom Grad n > 2, so gilt ||q||3 < 6.(K).
Wir erhalten das folgende bemerkenswerte Korollar:

KOROLLAR 4.22 (Corollary 5.5.5 in [Ran95|). Sei ) # K C C kompakt und
sew

o(K):= inf ,
My (K) peg)n%(K)HpHK

dann gilt
lim my, (K)" = c(K).

n—o0

Besteht K aus unendlich vielen Punkten, so ergibt sich insbesondere
1
lim || T, = c(X).

Auf iiberraschende Weise tragen daher die Tschebyscheffpolynome eines zulés-
sigen Kompaktums eine auf den ersten Blick rein analytische Information tiber
das Kompaktum, die uns im Zusammenhang mit Faberpolynomen begegnet
ist. Dies nahrt den Verdacht, dass diese beiden Klassen von Polynomen en-
ger verwandt sind, als die sehr unterschiedlichen Urspriinge vermuten lassen.
Dieses Phénomen soll in den folgenden Kapiteln genauer studiert werden.

5. Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir nun einige Beispiele fiir Tschebyscheffpolyno-
me kennen lernen. Dabei wollen wir insbesondere die Tauglichkeit von Faber-
Sesquilinearformen bei deren Bestimmung erproben.

In Beispiel [f.7 haben wir bereits gesehen, dass das n-te Tschebyscheffpolynom
TP fiir die abgeschlossene Einheitskreisscheibe D durch das Monom e,, gegeben
ist. Wahrend wir dort einen direkten Beweis gegeben haben, wollen wir nun
auch einen Nachweis mittels einer geeigneten Faber-Sesquilinearform fiihren.

BEISPIEL 4.23 (abgeschlossene Einheitskreisscheibe). Fiir alle n € Ny gilt
TP (w) = w" fiir alle w € D.

Beweis. Wir betrachten die durch

1 27 ) ' )
Blra) = 5= [ pleVa@it  fi g € PO)
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definierte hermitesche Sesquilinearform
B: P(D) x P(D) — C.
Fiir alle n € N liefert die Restriktion B, := Blp_ 5)xp. ) eine hermitesche
Sesquilinearform B o -
Bn . 'Pgn(]D)) X P§n<D) — (C,
welche die folgenden Eigenschaften hat:
(i) Fiir alle p € P<,(D) ist

1 2w )
B, = — MPdt > 0.
(p,p) = o /O [p(e”)]"dt =
(i) Fiir alle g, v € {0,...,n} gilt
1 2 1 2
it i _ i(p—v)t _
B, (eu,e,) = %/o eu(e)e,(eit)dt = o ), gt =5,

und damit insbesondere
Bn(en,ex) =0 bzw. B(eg,en) =0 fir k=0,...,n— 1.

(iii) Fiir alle p € P<,(D) erhalten wir unter Beachtung des Maximumprinzips

L[ g i) 2
= — ¢ < ¢ = =
B, (p.p) 27T/0 [p(e)Pdt < (@gﬂ [p(e )|> [l
(iv) Die Rechnung in (ii) zeigt ferner, dass
Bu(en,en) =1 = HenH%‘
Gemék Definition liefert B, eine Faber-Sesquilinearform fiir (PLH(D), ] -
5, €n), d.h. nach Satz 4.5/ gilt T2 = e,,. O

Ein interessanteres Beispiel stellen Ellipsen dar.

BEISPIEL 4.24 (Ellipse). In Beispiel haben wir zu F = [—2,2] mit r(E) =
1 die biholomorphe Abbildung

1
QZJEZ A1—>Q(E), Z*—>Z+;

angegeben, welche sich in naheliegender Weise zu einer holomorphen Funktion
Vg : C — C fortsetzen lasst. Ferner hatten wir gesehen, dass die Faberpolyno-
me zu E die Eigenschaft

1
(FEoyp)(z) = 2"+ — fir alle z € A} und alle n € N
ZTL

besitzen. Fiir r > 1 hatten wir mit F, das durch ¢g(A,) = Q(E,) bestimmte
zuléssige Kompaktum bezeichnet, d.h. es ist F; = E. Hierbei lasst sich 0F,
fiir > 1 durch den Weg ¢ — 1 (re™) parametrisieren.

Fir alle » > 1 und alle ¢ € R erhalten wir

) . 1 . 1 1
FE(p(re™)) = rme™ 4 —e 7t = (T” + —) cos(nt) + i <r" — —) sin(nt)
rn Tn n

r
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und daher

E M2 = " i 2(:08271 r”—i 2sinQn
FE@seNE = (14 ) eostlun) + (77 = ) sint(an)

1
= "4+ —-+ 2( cos®(nt) — sin®(nt))
r n

1
= ’)“2n —|— T + 2 COS(2nt)
ren N——

<1
< |r4+—=) .
rn

) 1
|FE(p(re™))| < o™ + o

Es gilt also

mit Gleichheit genau fiir t = 6, := ’%r mit £ =0,...,2n — 1. Insbesondere ist
fir k =0,...,2n—1 (im Fall » > 1 nach dem Maximumprinzip fiir holomorphe
Funktionen)

1EZ N5 = 1F7 o, = e, |Ey (W(re)| = |F; (Yp(re™))|

und daher insbesondere
E(FF E,) = {¢p(re®); k=0,...,2n—1}.
Fiir n € N definieren wir nun eine Sesquilinearform
B: P<,(E,) x P<y(E,) — C
durch

2n—1

N p(p(re®))g(@p(re™)),  fiir p.g € Pen(E,)
k=0

und rechnen nach, dass diese die folgenden Eigenschaften hat:

(i) Fiir alle p € P<,(E,) ist

1

B<p7q) = %

2n—1

Blp.p) = 5 O IpWslre™ )P >0

(ii) Die Faberpolynome erfiillen fiir alle u, v € {0,...,n} die Bedingung

E pE
B(F u by )
1 2n—1
= o > FE(Wn(re™) FE(u(re™)
k=0
2n—1
— zi (rﬂeiﬂek + lﬂe—i/ﬁek) (Tlleil/gk + leiuek)
n T rY
k=0
1 2n—1 1 1
- phtveilp=—1)0k e~ =)0 v ilptv)0 e~ Unt)0k |
2n retv rev
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Da ferner nach Lemma fir alle w € {—2n,—2n+1,...,2n — 1,2n}

2n—1
1 o1 Lo, w042
I

2n — e (©) 1, w=0,£2n

gilt, erhalten wir fir alle p,v € {0,...,n} wegen £(u + v), £(p — v) €
{—2n,...,2n}
(r* 4+ =)0, n+v#0,2n
B(FS Ff) =14, p+v=0
7“2”+2+T%, w+v=>=2n
Insbesondere folgt fiir alle p € P<,,_1(E,) = LH{FF|g,,...,FF ||g.}
B(F;,p)=0 und  B(p,F;)=0.
(ili) Fiir alle p € P, (E,) gilt

2n—1

1 i
Bo.p) = 5 Y pWs(re™)I < ol
h=0 <lpli2,

(iv) Nach (ii) ergibt sich speziell
E E 2n 1 n 1 ’ E\2
B(E,), F,)=r +2+Tﬁ: L o = [1F |, -

Mit Satz stellt daher F'¥ das n-te Tschebyscheffpolynom fiir E, dar.

Die im obigen Beispiel angegebene Herleitung der Tschebyscheffpolynome fiir
die Kompakta F, mit r > 1 basiert auf der Arbeit [Fab20] von G. Faber, durch
welche letztlich das von uns verwendete Konzept der Faber-Sesquilinearform
motiviert wird. Dieses Beispiel macht also nachtraglich unsere ungewohnte
Namensgebung verstandlich.

BEISPIEL 4.25. Wie in Beispiel bezeichnen wir fiir 2 < n € N mit H,, die
Hypocycloide mit n Spitzen. Ist r > r(H,,) = 1 gegeben, so definieren wir das
Polynom

P, (w) :==w" — a,(r), weC

mit der Konstanten

1 1 1\" 1 1\"
%“*=§T(0+n_1ﬁ)"O—n_lﬁ))-

Ist in dieser Situation die Bedingung

(4.1) 1Pl (az) < 1120 (r)

mit der Konstanten

1 1 o1\" 1 o1\"
mn(r):zér 1+n—1r_” + 1_n—1r_" ,
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erfiillt, so ergibt sich
T =By, und T |, = ma(r)
und es gilt dariiber hinaus
E(T{™" (Hy)r) 2 {tbn, (r); € € pan(C)}.

Beispielsweise erhalten wir

3 1
TéHs)T@U) = ’UJ3 — <§ + @), w e C.

Beweis. Wir betrachten zunéchst die im Anhang definierte Sesquilinear-
form
(-,)on : C(T) x C(T) — C.
Nach dem dortigen Lemma gilt fiir alle k,1 € Z

1, k=1 mod 2n
<ek7€l>2n - .
0, k%1 mod 2n

Sind nun £, € {0,...,n} gegeben, so ist damit

I, n(p—v)=k—1 mod 2n
<ekfn;u elfnu>2n =
0, n(p—v)#k—1 mod 2n

fir alle p € {0,...,k} und v € {0,...,(} erfillt. Wir nehmen nun an, fiir
wed0,....k} und v € {0,...,1} gilt
n(p—v) =k —1 mod 2n.
FALL 1: Gilt = v mod 2, so ist insbesondere die Bedingung
O=n(p—v)=k—1 mod 2n also k—1=0 mod 2n

erfiillt. Da nach Voraussetzung aber k—1[ € {—n, ..., n} ist, muss daher bereits
k =1 gelten.

FALL 2: Gilt ¢ # v mod 2, so ist offenbar  — v =1 mod 2 und damit auch
n=n(p—v)=k—1 mod 2n.

Da nach Voraussetzung aber k,l € {0,...,n} gilt, ist dies nur moglich, falls
(k,1) = (n,0) oder (k,1) = (0,n) ist.

Damit sehen wir, dass der Ausdruck (ex_nu,€1—nv)2, genau dann nicht ver-
schwindet, wenn

e entweder kK =/ und g = v mod 2
e oder (k,l) € {(n,0),(0,n)} und p = v mod 2
erfiillt ist.

Wir definieren nun fiir » > r(K) eine Sesquilinearform

By i Pan((Hn)r) X Pen((Hn)r) — C
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durch
1 — .
Buy(p.q) = 5= Y pn(r))a(n(rQ))  fir p.q € Peu((Ha)r),
CE€p2n(C)
Wobel wir mit 1y, die in Beispiel 2.19 angegebene holomorphe Abbildung von
C nach C bezeichnen. Wir erinnern uns daran, dass zudem Vg, = ¥n|a, gilt.

Wir zeigen nun, dass diese die Bedingung B, .(P,,,p) = 0 fir alle p €
Pen—1((Hp)r)) erﬁillt. Wegen

’Pgn_l((Hn)r) = LH{el‘(Hn)r; = 0, oo, — 1}

geniigt es hierfiir zu zeigen, dass diese die Eigenschaft B, ,.(P,,,¢e;) = 0 fir

[l =0,...,n—1 hat. Mit obigen Beobachtungen rechnen wir hierfiir zunéchst
nach, dass fir alle k,1 € {0,...,n} die folgende Beziehung gilt:

Bn,r<€k7 6l)

1 -
= 5 D aarQ)a(n(r()

(€p2n(C)

1 ( 1 1 \'/- 1 1!
= 5 D TC+—ﬁ> (TC+ —n_)

2n o) n—1(r() n—1(r¢)n1

1 k-t kl( 1 1 )k( 1 1 >l
_ Loy ey L LYy L

2n e n—1(r¢) n—1(r()

k !

w2 (S W) (S0
= 5 2 T X =) 2 aw

2n (Eu2n(C) u=0 K (n N 1)u (TC) g o \¥ (n - 1) (TO

kool

’f) (l> L) R )( ! T
= ZZ -  r n vyl — Z C nHlenu
_ +v
p=0 v=0 (,u v) (n—1) 2n ¢ep2n(C)

k l
= T nip+v) <ek—n ) el—nr/>2n
== <“ v) (n—1)m "

o
Nach dieser Voriiberlegung kénnen wir speziell

" n 1 1
Bug(en,€0) = 1 Z (M> (n — 1)wpnlu=1)

p##Z0 mod 2
"1 — (=1
S e W
n=0
(st )
2 n—1rm n—1rm
= au(r)

und
By,(en,e) =0 und By,,.(eg,e) =0 firl=1,....,n—1

)
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sowie
Bn,r<€07 60) =1
bestimmen. Es folgt also unmittelbar
Bn,r(Pn,m 6l) = Bn,r(en - CLn(T>€0, el) = Bn,r<en7 el) - an(T)Bn,r(em el) =0
fir/=1,...,n —1 und zudem
Bn,r<Pn,7"7 60) = Bn,r<€n - an(r)eO; 60) = Bn,r(en7 60) - an(T)Bn,r(eO; 60) = 07

womit die behauptete Eigenschaft von B,,, gezeigt ist. Die offenbar hermite-
sche Sesquilinearform B, , erfiillt also die Bedingung (ii) aus Definition
einer Faber-Sesquilinearform fir (Pp((H,),), || - (), s Por)-

Sei nun ¢ € pg,(C) beliebig vorgegeben. Wir halten fest, dass damit (" €
u2(C) = {—1,1} gilt. Weiter rechnen wir nach, dass dann

1 1 " 1 1 \"
ParttnlrO) = (1t ) =) = 00 (1 ) =)
gilt, womit sich im Fall (" = 1 unmittelbar
" 1 1\" B
Purtnre) = (142255 ) = ) =)
und im Fall (" = —1 unmittelbar
1 1

) ) = —malr)

n—1rn

Partin(re) == (1-
ergibt. Aufgrund der Voraussetzung haben wir damit
{¥n(r¢); ¢ € pan(C)} C E(P,,, (Hy)r)

und
’|Pn77'||(Hn)r = My (r)
gezeigt. Ferner erhalten wir nun
Bn,r<Pn,ra Pn,r) = Hpn,r||%Hn)r7

also die Bedingung (iv) aus Definition einer Faber-Sesquilinearform fiir
(Po(CHn)e)s [ Nty Prr)-

Weil dartiber hinaus offensichtlich auch die iibrigen Eigenschaften (i) und (iii)
aus Definition[d.4]erfiillt sind, stellt B, , tatséchlich eine Faber-Sesquilinearform
fir (PL((Hn)r ), | - (g, s Payr) dar, womit sich nach Satz [4.5 die Behauptung

TT(LHR)T - Pn r
und somit auch der Zusatz

TS Ny, = ma(r)  and {0, (7C); € € pan(C)} € E(T™", (H,),)
ergibt.
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Wir zeigen nun, dass im Spezialfall n = 3 die Bedingung (4.1)) fiir alle » > 1
erfiillt ist. Hierzu geben wir uns ¢ € R beliebig vor und berechnen zunéchst

. 1 0\ 1 1\? 1\?
it _72115 __3 1 _ _ 1__
(v gme™) =3 ((as) (1 -2))

. 3 - 1 . 3 1
_ T3e3@t + § + _673“5 + _efﬁzt o (_ + _>

Py (v3(re™))

2 43 86 2 &b

, 3 , 1 , 1
3 _3it —31t —61t
= Te + —e + —e€ —_
4r3 8r6 8r6

und damit unter Verwendung von €3 = cos(3t) + i sin(3t)
A 3
Py, (3(re™)) = 1*(cos(3t) +isin(3t)) + e (cos(3t) — isin(3t))
1 1
—i—@(cos(?)t) — isin(3t))2 — 50

3 1 1
= (7”3 COS(?)t) + ﬁ COS(?)t) —+ @(COS2(31}> o Sll’l2<3t)) o ﬁ)

+i (7‘ sin(3t) — 413 sin(3t) + % sin(3t) cos(3t))

Wir erhalten weiter

Py (s (re®))2 = ((r +—) cos(3t) — #sm (3t))2
—i—((r - R) in(3t) + 4i sin(3t) Cos(3t)>2

= (r +—) cos®(3t) + (r —%)2Sin2(3t)

9 .
+16r12 sin?(3t) — 0 cos(3t) sin”(3t)

9 1 3 s 3\’
= —sin*(3t) 3—W—@COS(37§) +r +4_7‘3

(& J/
-

<0

< (7’ —i—i)Q = ms(r)?,

43

wobei Gleichheit in [0, 27] genau fiir ¢t € {&%; k =0,...,5} eintritt. Nach dem
Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen kénnen wir somit folgern

1Ps rllcrs) = 1P llos). = max | Py (3(re™)) = ms(r),
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womit, wie behauptet, die Bedingung (4.1]) erfiillt ist. Es gilt also auch

Hs), 3 1
Tgf 3) (w):w3—a3(r):w3—(§+w>, w € C,
womit nun alle Aussagen des Beispiels bewiesen sind. 0
BEISPIEL 4.26. Wie in Beispiel definieren wir fiir 2 < m € N den m-Stern
S = {tg; ¢ € un(C), te [O,4E]}.
Fiir alle m € N gilt dann offenbar
Som = {tC; € € pam(C), t € [0,27]} = ;1 ([~2,2)]).
Weiter definieren wir fiir m € N den variierten m-Stern
S = {t¢; ¢ € pn(C), t €[0,1]}.
Dieser erfiillt offensichtlich fiir alle m € N
Som = {t¢; € € pon(C), t €[0,1]} =€, ([-1,1]).

In Abbildung sind die m-Sterne S,, und in Abbildung die variierten
m-Sterne S,, jeweils fiir m = 3,4, 5, 11 dargestellt.

2

13 E] [] i 3 23 E] [] i ]

ABBILDUNG 4.1. S, fir m = 3,4,5,11

Fir alle m € N erhalten wir
1
T3 (w) :wm—i, w € Sy,

wobel .
175 |, = 5 und E(T5,Sm) = {0} U 11 (C).
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A4 08 W6 w4 02 0 02 04 06 o8 i A4 48 06 04 02

05 06
04 04

02 02

42 02
24 04
26 46

08 0.8

14 W8 06 W4 02 0 02 04 06 08 i 44 08 W6 04 93 0 02 04 06 08 i

ABBILDUNG 4.2. §,, fir m = 3,4,5,11

Wegen S, = 4m S,, erhalten wir nach Satz unmittelbar die Beziehung
TSm(w) = 4TS (4" mw) =w™ =2,  w € Sp,.
Speziell ergibt sich die folgende bemerkenswerte Beziehung
TSm(w) = w?™ — 2= (w™)? — 2= (TL *Poe,)(w),  wE Sp.
Beweis. Fiir m € N definieren wir das Polynom P,, € PL (S,,) durch
P,(w) :=w™ — 1 fir alle w € S,,,.

Man {iberzeugt sich leicht, dass fiir alle ¢ € y1,,,(C) und alle ¢ € [0, 1]

tm_l’ :%7 te{0,1}
29 te(()?l)

Pu(tC) = '(tom— %‘ _

erfiillt ist. Es gilt also

1
| Prlls,, = B und E(Pn, Sm) = {0} U 11, (C).
Wir definieren nun eine Sesquilinearform B, : P<u(Sm) X P<m(Sn) — C
durch

Bulp) o= 5 (OO + 2 3 p(0a00))
(epm(C)
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fur alle p, ¢ € P<in(Sm). Die Sesquilinearform B,, erfiillt dann

B(p.p) = %(Ip(o)\2 + % > \p(C)I2)

Ceﬂm((c)
fir alle p € P<,,(S,,) und damit insbesondere

* 0.< B(p,p) < |plls,, fiir alle p € Py (Sm)
 Bn(Pu, Pn) = || Pull3,,

Weiter konnen wir nachrechnen, dass

1 1 -
Bulen, ) = 5 0P 4 3 cl0Puld) ) =0
— m ——
:_% CEum(C) :%
und zudem fir k=1,...m—1
1 _ 1
BulenPa) = 3(@OF0+ 0 3 () Pld) )
—— m ———
=0 CE,U«m((C) :%
- X al-gn X ¢
4m k 4m ’
¢epm(C) ¢epm(C)

wobei wir auf die Ergebnisse aus Lemma [A 3| zuriickgegriffen haben. Also gilt

By (e, P) =0 fir alle k =0,...,m — 1 und daher wegen
Pgm_l(sm) = LH{ek|3m; k= 0, oo, = 1}

auch B, (p, P) = 0 (bzw. B,,(P,p) = 0, da B,, nach Definition offensichtlich
hermitesch ist) fiir alle p € P<p,—1(Sy,). Gemélh Satz und der Eindeutig-
keit des Tschebyscheffpolynoms (vgl. Satz gilt P,, = TS und damit die

Behauptung.

Diese Beispiele stehen programmatisch fiir unsere weiteren Untersuchungen.

Wir werden daher zu gegebener Zeit auf diese verweisen.



KAPITEL 5

Faberpolynome als Tschebyscheffpolynome

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir einige strukturelle Zusammen-
hénge zwischen den Faber- und Tschebyscheffpolynomen erarbeitet: So zeigen
etwa Satz und Satz[£.10] dass sich diese Polynome &hnlich verhalten, wenn
wir das zugrunde liegende Kompaktum affin linearen Transformationen oder
Spiegelungen an der reellen Achse unterwerfen. Dariiber hinaus haben wir in
Satz gesehen, dass die Tschebyscheffpolynome eine Information iiber die
analytische Kapazitat und damit (nach Satz iiber den transfiniten Durch-
messer tragen, also iiber eine rein analytische Grofe, die uns erstmals bei der
Konstruktion der Faberpolynome begegnet ist.

Diese Beobachtungen lassen einen ,tieferen Zusammenhang zwischen diesen
beiden Klassen von Polynomen vermuten, welchem wir uns in diesem Kapitel
etwas annéhern wollen.

1. Problemstellung

Wir erinnern uns zunéchst an die folgenden Ergebnisse

e In Beispiel haben wir die Faberpolynome zur abgeschlossenen
Einheitskreisscheibe D bestimmt und spéter in Beispiel (bzw.
gesehen, dass diese mit den zugehorigen Tschebyscheffpolynomen tiber-
einstimmen.

e In Beispiel haben wir die Faberpolynome zu den Ellipsen E, mit
r > 1 charakterisiert und dann in Beispiel festgestellt, dass diese
ebenfalls mit den entsprechenden Tschebyscheffpolynomen iiberein-
stimmen.

Diese Beispiele konnen wir durch die folgende einfache Feststellung ergénzen:

SATZ 5.1. Sei K C C zuldssig und k-fach zentralsymmetrisch (vgl. Definition
. Dann stimmen die ersten k Faberpolynome F§ ... FE | fir K mit den

ersten k Tschebyscheffpolynomen TX ... TE | fir K iberein.

Beweis. Da K nach Voraussetzung k-fach zentralsymmetrisch ist, erhalten
wir geméaf Korollar die Beziehung
(5.1) Ff(Cuw) =C"Ff(w), weK
fir alle n € Ny und alle ¢ € py(C). Sei nun 0 < n < k — 1 beliebig vorgegeben.
Wir wihlen dann ein w, € F(FX K) und definieren durch

B.(p,q) :Z% > plCwn)q(Cwy)

¢enr(C)
87
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eine Sesquilinearform B, : P<,(K) X P<,(K) — C mit den folgenden Eigen-
schaften:

(i) Fiir alle p € P<,(K) ist

Blp.p) =7 3 ()20

Cepr(C)
(ii) Da geméfs Lemma fiir alle pu, v € Ny die Beziehung
1 _ 0, w#v mod k
ISR

e 1, pw=v mod k

gilt, erhalten wir fiir alle p, v € {0,...,n}:

BUFSFS) = 1 3 FR(Cu ) FRC,)

CEpk(C)
Gy 1 AN
B S R )R w,)

¢eu(C)
1 B S
= [+ X o) ) FR)
¢enx(C)
B 0, i # v mod k
B Fi(wn)FE(wy), p=v mod k

Da fiir p,v € {0,...,n} wegen n < k — 1 offensichtlich y = v mod k
genau dann erfillt ist, falls y = v gilt, folgt

Vu,v €40,...,n}, p#v: Bu(FF,FF) =0.
(iii) Fiir alle p € PL(K) gilt

1
By(p:p) = > Ip(Cwn))® < |Ipllk-

(iv) Mit der Rechnung in (ii) erhalten wir auch
By (F,' F)Y) = |F (wa)|* = [IF I
Mit Satz[4.5{erhalten wir somit, dass F'¥ mit dem n-ten Tschebyscheffpolynom

TE fiir K iibereinstimmt. Da 0 < n < k — 1 beliebig vorgegeben war, folgt die
Behauptung. O

Diese Beobachtungen bestédrken den zu Beginn des Kapitels formulierten Ver-
dacht, dass zwischen den Faber- und Tschebyscheffpolynomen enge Verbindun-

gen bestehen.
Ein abgrenzendes Beispiel liefert hingegen das von der Hypocycloiden mit n
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Spitzen umrandete Kompaktum H, mit n > 3. Fiir dieses erhalten wir geméfs
Beispiel 2.19 das n-te Faberpolynom

n

Elfn(w) = w" — :

Als ganze Funktion muss F7» auf Rand des Gebietes int(H,) sein Maximum
annehmen, d.h. es gilt

FH" — FHn — FHn it

Y

wobei wir beachten, dass die zu H,, gehdrende biholomorphe Abbildung ¢y,
Ay — Q(H,) nach Fortsetzung auf A; eine Parametrisierung der Hypocycloi-
den 0H, liefert. In Abbildung [5.1]ist der Graph der Funktion

hyp: [0,27] = R, t+— ‘F,f]" (an(eit))}

fiir n = 3 und n = 4 dargestellt.

16
12
s
04
16
12
08
04 ; : ! ;

ABBILDUNG 5.1. Graph von h,, fiir n = 3 (oben) und n = 4 (unten)

Bereits diese Darstellung zeigt, dass F» im Allgemeinen nicht die fiir Tsche-
byscheffpolynome nach Satz [£.6] nétige Anzahl von n + 1 Maximumstellen
haben kann. Dies veranschaulicht, warum wir (zumindest, wenn die Bedin-
gung erfiillt ist) in Beispiel von den Faberpolynomen verschiedene
Tschebyscheffpolynome P, ; gefunden haben. Die Graphen der Funktion

Ry [0,27] = R, t+— ‘Pn,l <¢Hn (eit))‘

fir n = 3 und n = 4 in Abbildung [5.2] weisen im Gegensatz dazu sogar 2n
Maximumstellen auf. Fiir den Fall n = 3 konnten wir tatséchlich nachrechnen,
dass P31 = T;ﬁ gilt. In Abbildung ist schlieflich die analytische Landschaft
des Polynoms P, ; auf H, fir n = 3 und n = 4 dargestellt.

Wir konnen also festhalten, dass, trotz einer Vielzahl an Gemeinsamkeiten,
die Faber- und Tschebyscheffpolynome im Allgemeinen nicht iibereinstimmen
miissen.
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ATAAY

16
12

04

ABBILDUNG 5.3. analytische Landschaft von P,; auf H, fiir
n =3 (links) und n = 4 (rechts)

2. Die Satze von Heuser-Mohr

Ist K C C ein zuldssiges Kompaktum, so setzen wir fiir > r(K) in diesem
Abschnitt

I (K) :=vg(0D(0,r)) und  TU(K) := %wK(aD(O,r)).

Wir wollen nun fiir ein zuléssiges Kompaktum K C C bei festem n € N das
Verhalten der Tschebyscheffpolynome 7; ) und T fiir 1 — oo studieren.
Die Frage nach dem Verhalten von T ) fiir 1 — 0o wurde von P. Heuser
in seiner 1949 erschienenen Arbeit [Heu49] behandelt. Den sehr miihevollen
Beweis des dortigen Hauptresultats konnte dann E. Mohr in seiner 1952 erschie-
nenen Arbeit [Moh52| erheblich verkiirzen. Sein Zugang ermdoglicht zugleich

auch eine Antwort auf die Frage nach dem Verhalten von T2 fiir 1 — 0.
Im Folgenden werden wir diese beiden Ergebnisse, welche wir als ersten und
zweiten Satz von Heuser-Mohr bezeichnen wollen, anhand der Arbeit [Moh52]
vorstellen.

2.1. Erster Satz von Heuser-Mohr. Fiir den Beweis des ersten Satzes
von Heuser-Mohr beschrianken wir uns zunédchst auf zentrierte Kompakta.
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DEFINITION 5.2. Sei K C C ein zuléssiges Kompaktum. Wir nennen K zen-
triert, falls die zugehorige biholomorphe Abbildung ¢k @ Ay k) — Q(K) in
ihrer nach Satz [2.5] bestimmten Laurententwicklung um oo

Yr(2) =2+ Y bz ™", z€ Al
n=0

die Bedingung by = 0 erfiillt.

Da sich aber offensichtlich jedes zuldssige Kompaktum durch Translation zen-
trieren lasst, werden wir anschliefsend unsere Ergebnisse auf beliebige zuléssige
Kompakta verallgemeinern kénnen.

Sei also nun K C C ein zentriertes zulédssiges Kompaktum. Fiir n € N und
r > r(K) erhalten wir wegen I',(K) = 1T',(K) nach Lemma unmittelbar
die Beziehung

/ 1
(5.2) T (2) = —TE ) (12) fiir alle z € C.

pn

)

Als normiertes Polynom vom Grad n lasst sich gemafs dem Fundamen-

talsatz der Algebra darstellen als

n

(5.3) 7O = [z - aulr), zeC,
v=1

wobei a;(r), ..., a,(r) € C die nicht notwendig verschiedenen Nullstellen von
TE 5 gind. Aus (5.2) ergibt sich dann

, 1 1 1 -

TLH(K) — —7I(K) _ —a, _ A
) = ) = L0z - autr) = [T - etir)

wobei o, (r) := La,(r) fiir v = 1,...,n definiert wird.

LEMMA 5.3. Wir finden ein Ry > r(K) und ein a > 0 mit Ry — - > 0, sodass
a a
I'(K) C Aa,r) = {z eCr——-<|z|< r+—}
T r
und
! Al . . a a
'(K) C A(r,a) =<2z €C; 1—ﬁ<|z| <1+7’_2
fir alle r > Ry erfillt ist.

Beweis. Nach der obigen Bedingung an K erhalten wir durch

f: D(O,%) — C, ZHgbnznl

eine holomorphe Funktion f € O(D(0, —=)), fiir die
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erfiillt ist. Wir setzen a := 1 + |f(0)| > 0 und wéhlen hierzu ein R; > r(K)
mit

1
Ri—-250 und V()—fmﬂ<1fmamzeAg.

R1 z !
Damit gilt nun

D<) C) - ro] + 1501 < 14 170 =0

1 ./1
SC)
2" \z
Ist nun r > R; gegeben, so ergibt sich fiir alle z € C mit |z| = r

(@] =] <%

und ferner
H@Z)K(z)|—|z|’ < Wk (z) — 2| = < % fiir alle z € A},

bzw. " .
r—-—< |¢K(z>| <r+ -,
r r
womit auch i (2) € A(a,r) gezeigt ist. Zusammenfassend erhalten wir
[(K) =¢g(0D(0,r)) C A(a,r)
und somit die erste Inklusion. Wegen I',.(K) = 1I',(K) und A}, (r,a) = 1A, (r, a)

T

ist dann die zweite Inklusion offensichtlich. O

PROPOSITION 5.4. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

(i) Es existiert ein Ry > Ry, sodass fir allev =1,...,n und alle r > Ry
die Abschdtzung

o, (r)] < 4

gilt.
(il) Fir allev =1,...,n ist

lim o, (r) = 0.
Beweis. (i) Wir wihlen ein Ry > R, sodass
1+ <2 firaller > R,
r

erfiillt ist. Fiir ein beliebiges » > Ry machen wir die

ANNAHME: Es gilt |/ (r)| > 4 fur ein v € {1,...,n}.

Dann erhalten wir fiir alle z € I'/.(K') wegen I').(K) C A'(r,a), dass
o] <14 <2

und damit
2 —al,(r)] > oy, (r)] — |2 =4 —2=2> |2]
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gilt. Insbesondere ist also fiir alle z € I'.(K)\{c,(r); p=1,...,n}

T, ()| =

= Ip(2)|
mit einem normierten Polynom p vom Grad n. Fiir eine Maximumstelle zy €
E(p,I'.(K)) (die dann natiirlich in I'.(K)\{a},(r); p=1,...,n} liegt) erhalten
wir schlielich

HT}:/T(K)HF;(K) > |T71;;"(K)(Zo)| > |p(20)‘ = ||P||F;(K)

im Widerspruch zur Minimalitétseigenschaft von Tp "5 auf IV (K). Also war
die Annahme falsch und es folgt die Behauptung (i).

(il) Wir machen die

ANNAHME: (1) := () (r),...,al(r)) konvergiert nicht gegen (0,...,0) fur
r — 00.

Wir koénnen dann ein € > 0 und eine Folge (14)%2; aus (0, 00) mit r, — oo fiir
k — oo finden, sodass
! (7)o = max |l (ry)] > fiirallek €N
erfiillt ist. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir dariiber hinaus
annehmen, dass die Folge ()%, bereits in (Rq,00) liegt. Nach (i) gilt dann
zudem
|/ (ri)]|eo <4 fiir alle k € N,

sodass die Folge (o/(ry))72, ganz in
S ={(z1,...,2,) € C"; e <||7||o <4}

enthalten ist. Aufgrund der Kompaktheit von S muss (o/(ry))72, eine gegen
ein Vektor (4], ..., A") € S konvergente Teilfolge besitzen. Nach Ubergang zu
dieser Teilfolge konnen wir annehmen, dass bereits

khm (O/l(rk)u s 7041(7“19)) = khm Oé/(Tk) = (Alla s 7A;1)

erfiillt ist. Daher konvergiert wegen

n

() =[[(z= (), z€C

p=1

)
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die Folge (T}, (K))zoz kompakt auf C gegen ein Polynom 7,, mit
(5.4) H z—A), z€C.

Wir zeigen nun, dass |1, [|sp < 1 erfiillt ist.

Fiir alle k € N wihlen wir uns hierzu ein &, € I}, (K) mit der Eigenschaft

I, (K) 7., (K)
1T ey, ) = 1T ™ (&)

und setzen

dp := max |z|.
=€l (K)

Wegen T, (K) C A'(ry,a) nach Lemma gilt dann dj, — 1 fir k£ — oo.
Weiter finden wir ' € 9D mit
|1 Tnllon = 1T ()]

Weil die Familie (K, )gen nach Lemma eine kompakte Ausschopfung von
C darstellt, weshalb ein ky € N existiert mit 0 € int(k,,) fiir alle k > ko. Wir
konnen dann fiir alle k& > kq ein

e € {tn's t >0} NI, (K)
finden. Man beachte hierbei, dass der unbeschrinkte Weg
v: [0,00) = C, t+—tr

nicht ganz im Kompaktum - - 1<y, verlaufen kann, also den Punkt 0 € int (+ Krk)
mit einem Punkt aus (C\( Tk) verbindet, d.h. es gibt ein ¢, € (0, oo) mit
n, = tgn € a(rk ) = F;k(K). Insbesondere erhalten wir wegen 7, €
I (K) € A(ry,a) fijr alle k > ko, dass ty = |px| — 1 fir & — oo und
somit auch n, = tyn’ — 7' fiir k — oo gelten muss.

Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Wir finden dann ein k. € N mit k. > ko,
sodass

=

T.(n)| = ' — A

=
Il
—

IN
=

(In" =kl + Ik = e, ()| + |, (ri) — AL)

=

—-

IA

(o, - &;m»\ te
pn=1

I ()
= 5™ ()l +e
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fiir alle & > k. gilt. Hierbei beachte man, dass
kh_)rglo nm, =1 und ]}1_)11;10 a,(r) =A, p=1,....n
und damit ferner

sup [, — ()| < M fiirallep=1,...,n
keN

mit einer von k und p unabhéngigen Konstanten M > 0 gilt. Da nun aufgrund
der Minimaleigenschaft der Tschebyscheffpolynome

I, () I, ()
T ()| < (1T

fiir alle k > k. erfiillt ist, folgt zusammenfassend
To(n)] < di + &
Da ¢ > 0 beliebig vorgegeben war und d; — 1 fiir £ — oo gilt, folgt schliefllich
[ Tallon = |Tn(n')] < 1.

Nach Beispiel |4.7] ist aber T = ¢, und ||T?%|lsp = 1, sodass aufgrund der
Eindeutigkeit des Tschebyscheffpolynoms fiir 9D bereits T;, = TP = e,, erfiillt
sein muss. Aus (5.4]) erhalten wir den Widerspruch

0,...,0)=(A47,...,A)e S

zur Definition von S. Also war unsere Annahme falsch, womit auch die Be-
hauptung (ii) gezeigt ist. O

Iy, ) < llenllry, () = di;

Als direkte Folgerung erhalten wir

SATZ 5.5 (erster Satz von Heuser-Mohr). Ist K C C ein beliebiges zuldssiges

Kompaktum und n € N beliebig gewdhlt, so konvergiert o auf C kompakt
gegen e, firr — oo und es gilt

lim ||e, — T};;(K)HF’T(K) =0.

r—00

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall eines zentrierten zuléssiges Kom-
paktums K C C. Stellen wir 75" fiir n € N und r > r(K) in der Form

TF/ ﬁz—a zeC

dar, so folgt nach Proposition
lim (o} (r),...,a,(r)) = 0.

Damit konvergiert Tpr ") fiir r — 0o kompakt gegen e,. Da IV (K) nach Lem-
ma [5.3| fiir gentigend grofte r > r(K) in A,,(r, a) enthalten ist und ferner

A, (r,a) € D(0,p) mit p:=1+ %

gilt, erhalten wir
lew = Tor " ey ey < llew — T

Do) 0 fiir r — oo
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und damit schliellich
. (K
lim ||e, — an( )HI"T(K) =0,
r—00

womit die Behauptung in diesem Spezialfall bewiesen ist. Ist nun K C C ein
beliebiges zuldssiges Kompaktum, fiir welches die Laurententwicklung um oo
der zugehorigen biholomorphen Abbildung ¥k : Ayx) — Q(K) die Gestalt

Yrl(z) =2+ bz ™" z€ Al
n=0

besitzt, so stellt L := K — by ebenfalls ein zuléssiges Kompaktum dar, zu
welchem nach dem Beweis zu Satz 2.23 die durch
(55) "(/JL(Z) = 'QDK(Z) — b fiir z € AT‘(L) = A’I‘(K)

bestimmte biholomorphe Abbildung ¥ : A,x) — Q(L) gehért, d.h. L ist
zentriert. Geméf dem obigen Ergebnis gilt daher

lim |le, — T ||py 1) = 0
T —00

Der in (5.5)) formulierte Zusammenhang zwischen 17, und 1k liefert ferner fiir
alle r > r(K) =r(L)

[ (K)=T.(L)+by und  TL(K)=T)(L)+—,

sodass wir nach Satz [4.10]

||en _ TJQ(K)HF;(K) _ sup ‘en(z) _ T{Q(K)(zﬂ
z€l.(K)

) b
= sup |en(z) — T (2 — 2
2€T.(K) r

)|

b /
= sup Jea(z+ =) = ThH(2)]
z€l' (L) r

b /
< sup en(z+ =) = en(2)] + llen = T3P lry )
z€D(0,p) r
erhalten, wobei verwendet wurde, dass wir nach Lemma fiir das zentrierte
Kompaktum L eine Zahl ¢ > 0 und damit p := 1+ % finden konnen, sodass

fiir hinreichend grofe r > r(L) die Inklusion I'.(L) C A(a,r) C D(0, p) erfiillt
ist. Nach Wahl von L konvergiert nun der zweite Summand auf der rechten
Seite gegen 0. Da offenbar auch
b
lim sup |e,(z+ 2y — en(2)] =0
el z€D(0,p) r

gilt, ergibt sich schliefslich

hm ||€n — TE;"(K)HF’T(K) = O,

womit die Behauptung vollstandig bewiesen ist. 0
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Die Aussage des ersten Satzes von Heuser-Mohr stimmt mit der Intuition iiber-
ein: Fiir geniigend grofe r > r(K) sind fiir ein zuldssiges Kompaktum K C C
die Kurven IV (K) der Kreislinie 0D immer @hnlicher, sodass man erwarten
kann, dass sich auch die Tschebyscheffpolynome zu I".(K) und 0D immer we-
niger voneinander unterscheiden.

Dass diese Vorstellung allerdings auch sehr tduschen kann, zeigt der zweite
Satz von Heuser-Mohr, dessen Beweis wir nun in Angriff nehmen wollen.

2.2. Zweiter Satz von Heuser-Mohr. Sei wieder K C C ein zuléssiges
Kompaktum und n € N beliebig vorgegeben. Fiir alle r > r(K) finden wir zu

T () geméf Satz eine Darstellung der Form

(5.6) T = BN ST ENES = FE 4+ b, () FE,,
v=1

v=1

wobei wir fiir v = 1,...,n die Bezeichnung
() 1=l (575

verwenden. Nach Satz finden wir fiir v = 1,...,n Funktionen fX €
O(D(0, — 7)), sodass

77«(_[(
K v 1 K 1 .
(5.7) (F) ovpi)(2) = 2" + ;fl, (;) fiir alle z € Ak

erfiillt ist. Damit erhalten wir mit (5.6) fiir alle z € A,k
TS (Wr(2) = (EFodr)(2)+ D b (r)(FL, 0v)(2)
v=1

— <z" + Zn:by(r)z"_”> +§ (ff(%) T ibv(” f‘”(i))

bzw. fiir alle z = ¢ mit r > 7(K) und ¢ € OD

o) (vx (7)) = (1 Py br—(”c> +§:i (f,f (6)+ S 00 f(g)) |

sodass insbesondere

s (sn(2)] - e oo

mit

(5.8)  ®(r,() = iby(T)r”V@ + CHTH (ff (%) + i bu(r) L(%))

erfiillt ist. Wir zeigen nun das folgende
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LEMMA 5.6. Es gibt ein R > r(K) und eine Konstante C,, > 0 mit der Eigen-
schaft, dass

Cy
1T ey < HE Nirvo < 7+ =2
fur alle r > R erfillt ist.

Beweis. Wir betrachten die Darstellung in ((5.7]) und wéhlen ein R > r(K),
sodass
sup £ (2) = fo (0)] <1
2€D(0,%)
und daher auch
sup [ fy ()| < 1+ |fu(0)] =: C,
ZGD(O,%)

mit der Konstanten C),, > 0 erfiillt ist. Fiir alle » > R gilt also

IEY o vllopos) = max

1 /1 c,
z"—l——ff(—)‘ <r"+—
2€0D(0,r) zZ r

z

und damit aufgrund der Minimaleigenschaft der Tschebyscheffpolynome

n, COn
17 ) < IES ey = IF 0 Yacllonan <"+ =,
womit die Behauptung bewiesen ist. 0

Damit ergibt sich zusammenfassend, dass

1 1 T
1+ —d ) - — ’TFT(K)< P(_>>‘
Iclé%DX rm (r,¢) " Igré%XD " v ¢

= T_nHT” “Fr <1+ yntl

(5.9)

fiir alle r > R gilt.

Wir definieren nun fiir alle r > r(K)

B(r) := max b, (r)|r" ™"

e

und zeigen die folgende

PROPOSITION 5.7. Mit den obigen Bezeichnungen gilt
lim B(r) = 0.

r—00

Beweis. Nehmen wir an, die Behauptung wére falsch, dann miisste es ein
v > 0 und eine Folge (74)72; aus (r(K),00) geben mit r, — oo fiir k& — oo
und B(ry) > v fir alle k£ € N. Wir betrachten dann die durch

bl(rk)rgfl
1| ba(re)rp™®
l?(rk) E ’
bn(Tk)

O = keN
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bestimmte Folge (5;)2; in C". Nach Definition von B folgt unmittelbar
_ by (ri)riy”"
=lon - B(ry)
fir alle £ € N, d.h. die Folge (8)%2; liegt in der kompakten Menge
S={veC" |vl|e =1}
und besitzt daher eine gegen einen Vektor (B, ..., B,) € S konvergente Teil-

folge. Nach Ubergang zu dieser Teilfolge konnen wir annehmen, dass bereits
die ganze Folge (6k)72, gegen (By,..., B,) konvergiert. Fir v = 1,...,n gilt

also ()
b, (ry)r "
li v k
ko B (ry)
Wir definieren dann ein Polynom ¢* durch

o*(2) == ZB,,Z”, z € C,
v=1

welches offensichtlich ¢*(0) = 0 erfiillt und wegen (By,...,B,) € S nicht
konstant sein kann. Weiter stellen wir fest, dass

e die Folge der Abbildungen

" b, (ri)rE
CHZ—B(W’; ¢

=1

= B,.

v=1
fir k — oo gleichméfig auf 0D gegen ¢*|gp konvergiert.
o fiir v =1,...,n die Folge der Abbildungen

¢ o (S)
Tk
fir £ — oo gleichméfig auf 0D gegen f,,_,(0) konvergiert und somit
wegen
b, (7%) by (rg)ry " 1 .
B(ri)re| | Blre) | g™ —0 0 Mk
<1

auch die Folge der Abbildungen
by (ri) ¢
C ~ B(Tk)Tk fnil/ <a)

fiir k — oo gleichméfig auf JD gegen 0 konvergiert.
e ecbenso auch die Folge der Abbildungen

e

Tk

fir £ — oo gleichmékig auf dD gegen f,,(0) konvergiert, sodass wegen

L gi—>0 fiir k — oo
B(rk)rk YTk
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auch die Folge der Abbildungen

1 ¢ )
— nl—
C B(rk)rk f <Tk
fiir k — oo gleichméfig auf 0D gegen 0 konvergiert.
Setzen wir nun ®*(r, () = %@(rk,g) fir alle ¥ € N und alle ¢ € 9D, so

rechnen wir mit (5.8]) nach, dass ®* die Darstellung

w00 = S e (g () S ()

v=1

besitzt, weshalb mit obigen Feststellungen die Folge der hierdurch definierten
Abbildungen ®*(ry, -) fiir k — oo gleichmébig auf 0D gegen ¢*|sp konvergiert.
Da nun ¢* eine nicht konstante holomorphe Funktion darstellt, welche ¢*(0) =
0 erfiillt, ist nach dem Satz von der Gebietstreue mit D auch ¢*(D) ein Ge-
biet in C, welches den Punkt 0 enthélt und offenbar beschrinkt ist. Der Weg
unbeschrankte
v: [0,00) = C, t—t

kann also nicht vollstédndig in ¢*(ID) verlaufen, muss also insbesondere einen
Punkt aus 0¢*(D) = ¢*(0D) enthalten, d.h. es gibt ein ¢ € 9D mit ¢*(¢) €
(0, 00).

Da ®*(ry, () — ¢*(¢) fiir £ — oo gilt, finden wir insbesondere ein ky € N,
sodass

2°(71,0)  9°(0)] < 56°(0)

alle k > kg erfiillt ist. Durch eventuelles Vergréfsern von ky kdnnen wir wegen
ry — oo fir k — oo erreichen, dass zudem 7, > R fiir alle k > ko gilt. Wir
rechnen nun nach, dass

Bln)

L+ 526°(0) < 1+ 90
k
- e B - g0t
< [+ 2| - ot - 070 212
B B
< |(+ ﬁg%*(o) - i:k) (6(0) ~ #(11. )]
|
1y o
Tk
und damit
Ty < 2Cn <
79*(¢)
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fiir alle & > kg erfiillt sein muss, was aber wegen r, — oo fiir k — oo nicht mog-
lich ist. Die obige Annahme war also falsch, womit die Behauptung bewiesen
ist. U

Wir kénnen nun den folgenden Satz beweisen:

SATZ 5.8 (zweiter Satz von Heuser-Mohr). Sei K C C ein zulissiges Kompak-
tum. Dann gilt fir alle n € N

Tim | £ = T, ) = 0.

Insbesondere konvergiert T auf C kompakt gegen FX fiir r — oo.

Beweis. Sei also n € Ny gegeben. Fiir alle r > r(K) gilt dann nach ([5.6))
T = FS ) b (nEL,
v=1
und daher nach Lemma [5.6) und Proposition [5.7] fiir alle r > R

170" = e, < D 1OIES a0
v=1
- n—v Cn—V
> bl (7 + =)
v=1
. n—v Cn*l/
= YO+ )
v=1

< B(T)Z(HT([?)”%)

v=1

IA

T—00
— 0,

womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist. Nach dem Maximumprinzip
gilt nun

T3 = Fflle, a0 = 1T — Eif I,
fiir alle r > r(K) und damit, weil (K, ),~,(x) nach Lemma eine kompakte
Ausschépfung von C liefert, auch der Zusatz. O

Im Gegensatz zum ersten Satz von Heuser-Mohr [5.5| widerspricht der zweite
Satz von Heuser-Mohr [5.8| der geometrischen Intuition: Auch wenn I',(K) fiir
gentigend grofse r > r(K') kaum noch von dD(0, r) unterschieden werden kann,
enthalten die zugehorigen Tschebyscheffpolynome noch ausreichend viele In-
formationen iiber das Kompaktum K, damit im Grenzfall die Faberpolynome
aus ihnen hervorgehen.

BEISPIEL 5.9. In Beispiel haben wir gesehen, dass fiir das von der Hypo-
cycloiden mit 3 Spitzen berandete Kompaktum Hj fiir alle r > 1 die Beziehung

3 1
T:S(HS)T(QU) = w? — <§+@>, weC
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gilt. In Beispiel haben wir dariiber hinaus schon festgehalten, dass

3
Ff"’(w):w?’—g, w e C.
Fir alle » > 1 bemerken wir also
(Hs)r _ pHy L
T3 3 — F3 3 - 87«6’

was nicht nur ein konkretes Beispiel fiir den zweiten Satz von Heuser-Mohr lie-
fert, sondern auch zeigt, dass dabei durchaus beachtliche Konvergenzgeschwin-
digkeiten moglich sind.



KAPITEL 6

Lemniskaten

Wir haben gesehen, dass Faber- und Tschebyscheffpolynome unter affin linea-
ren Abbildungen des Kompaktums und unter Spiegelungen des Kompaktums
an der reellen Achse ein identisches Transformationsverhalten zeigen (vgl. Satz

2.25] und [£0).

In diesem Kapitel wollen wir nun das Transformationsverhalten unter poly-
nomialen Abbildungen des Kompaktums untersuchen. Den richtigen formalen
Rahmen bilden hierzu die verallgemeinerten Lemniskaten.

1. Definition und erste Eigenschaften
In Beispiel hatten wir bereits die klassische Lemniskate
L={z€C; |2-1] <1}
kennen gelernt, welche sich mit dem Polynom Q(z) := 2% — 1 in der Form

L = Q!(D) darstellen liisst. Dies veranlasst uns zu der folgenden

DEFINITION 6.1. Ist @) ein beliebiges komplexes holomorphes Polynom vom
Grad deg(Q) > 1, so nennen wir Q~!(D) die Lemniskate zu Q.

Als weitere Verallgemeinerung dieser in der Literatur gdngigen Definition wol-
len wir im Folgenden unter einer Lemniskaten ein polynomiales Urbild einer
beliebigen kompakten Menge verstehen:

DEFINITION 6.2 (verallgemeinerte Lemniskaten). Sei K C C eine beliebige

kompakte Menge und sei () eine beliebiges komplexes holomorphes Polynom
vom Grad deg(Q) > 1. Dann nennen wir das Urbild Q!(K) die Lemniskate
zu K unter Q.

Bevor wir nun erste Eigenschaften verallgemeinerter Lemniskaten erarbeiten,
halten wir zunéchst die folgende einfache aber niitzliche Hilfsaussage fest:

LEMMA 6.3. Sei (X, ) ein topologischer Hausdorffraum.

(i) Sei Q eine offene Teilmenge von X. Wird Q mit der Relativtopologie
Tlo von (X, T) versehen, so ist eine Teilmenge K C Q genau dann
kompakt in (Q, T]q), wenn diese kompakt in (X, 1) ist.

(i) Ist (X, T) kompakt und ist f : X — X eine stetige Abbildung, so ist

flie s (P 7l0) = (7o)
fiir jede offene Teilmenge €2 von X eigentlich.

103
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Beweis. (i) ,= Sei K C Q kompakt in (2, 7|q) und sei (U;);er eine be-
liebige in (X,7) offene Uberdeckung von K. Wegen K C  ist dann auch
(U;NQ)ser eine Uberdeckung von K durch (nach Definition der Relativtopolo-
gie) in (2, 7|) offene Mengen. Da K in (2, 7|g) kompakt ist, existieren endlich
viele Indizes 11, ...,%, € I mit

c Jw,noycJu
k=1 k=1

Insbesondere ist also (U, k=1, » eine endliche Teiliiberdeckung von (Uj;);er.
Definitionsgeméf ist K in (X, 7) kompakt.

,<=" Sei umgekehrt K C Q kompakt in (X,7) und (U;);e; eine beliebige
in (Q,7|q) offene Uberdeckung von K. Nach Definition der Relativtopologie
finden wir daher eine Familie (V;);c; von in (X, 7) offenen Mengen, sodass
U; = V;NQ fiir alle ¢ € [ erfiillt ist. Insbesondere ist (V;);cs eine in (X, 7) offe-
ne Uberdeckung von K. Da K in (X,7) kompakt ist, finden wir endlich viele
Indizes iy, ...,i, € I mit K C |J;_, Vi,. Wegen K C 2 erhalten wir genauer

KcanJv, =W no =JU,
k=1 k=1 k=1
sodass (U;, )k=1....n eine endliche Teiliiberdeckung von (U;);e; darstellt. Defini-
tionsgeméf ist K in (€, 7]q) kompakt.

(ii) Sei K C € eine beliebige in (2, 7|q) kompakte Teilmenge. Nach (i) ist
K auch in (X, 7) kompakt, also insbesondere abgeschlossen. Da f : X — X
stetig ist, stellt f~!(K) eine in (X, 7) abgeschlossene Teilmenge dar, ist also
(da (X, 7) kompakt ist) auch kompakt in (X, 7). Wegen K C Q gilt f~}(K) C
f71(R), sodass geméf (i)

(fli1) (K) = fHK)

eine in (f1(Q), 7|f-1(q)) kompakte Menge darstellt. Also ist f|;-1(q) definiti-
onsgemiél eigentlich. O

LEMMA 6.4. Ist Q ein komplexzes holomorphes Polynom vom Grad deg(Q) > 1,
dann ist die durch Q) gegebene Abbildung () : C — C eigentlich. Insbesondere ist
die Lemniskate Q1 (K) zu einer kompakten Menge K C C unter Q kompakt.

Beweis. Wie im Beweis zum Fundamentalsatz der Algebra angegeben
induziert () durch Q(c0) := oo eine holomorphe Abbildung @) : C — C, welche
nach Lemma auf Q7!(C) = C eigentlich ist. Nach Deﬁnitionist fiir eine
kompakte Menge K C C auch Q7'(K) C C kompakt, womit die Behauptung
bewiesen ist. O

Im Folgenden wird fiir uns unter anderem die Frage wichtig sein, ob die Lem-
niskate Q' (D) zu einem beliebigen komplexen holomorphen Polynom @ vom
Grad deg(®)) > 1 zusammenhingend ist. Hierzu gibt Ch. Pommerenke in
[Pom61]| dieses Kriterium an:
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SATZ 6.5 (Theorem 10 in [Pom61]). Sei @ ein normiertes Polynom und seien
21y, 2n € C die (nicht notwendig paarweise verschiedenen) Nullstellen von
@, d.h. Q besitzt die Linearfaktorzerlegung

n

Q) =]~ =)

v=1

Setzen wir nun

n n
1 g1 2
ZO::EE 2y und o :ﬁg |20]°,
v=1 v=1

so gelten im Fall zo = 0 die beiden folgenden Aussagen:

(i) Gilt |z,| < 3V2 oder z, € [—-1,1] fir alle v = 1,...,n, dann ist
Q'(D) zusammenhingend.
(i) Ist Q~Y(D) zusammenhingend, dann gilt |z,| < 2 fir allev=1,...,n

und o < /2.
In Abschnitt 83 von Kapitel 17 seines Buchs [Mar65| erortert A. I. Markus-

hevich die Gestalt der verallgemeinerten Lemniskaten Q~1(D(0,7)) bei festem
Polynom @ € P,(C) und variierendem r > 0. Als Anwendung des Maximum-
prinzips fiir holomorphe Funktionen zeigt er dabei die folgende Aussage, wobei

deren Formulierung an unsere Situation angepasst ist:

LEMMA 6.6 (Chap. 17, Sec. 83 in [Mar65]). Sei Q € P,(C) mitn > 1 gegeben.
Ist L := Q Y(D(0,r)) fir ein v > 0 zusammenhingend, dann ist L bereits
einfach zusammenhdngend und damit zuldssig.

In Verbindung mit diesem Lemma, [6.6] liefert Satz ein Kriterium, mit dem
iiberpriift werden kann, ob die Lemniskate zu einem vorgegebenen holomor-
phen Polynom zuléssig ist.

BEISPIEL 6.7. Unter Verwendung dieses Kriteriums lassen sich eine Vielzahl
von zulédssigen Lemniskaten angeben. Eine kleine Auswahl findet sich in Tabelle
. Wir verwenden dort die Abkiirzungen o := %(1 +i) und B := %\/51

Die Situation gestaltet sich natiirlich schwieriger, wenn wir die Zuldssigkeit
beliebiger verallgemeinerter Lemniskaten nachweisen wollen. Uns stehen daher
nur wenige Beispiele zur Verfiigung: Neben dem m-Stern S,,, aus Beispiel
von welchem wir unter die Eigenschaft S,, = e,!'([-2,2]) festgehalten
haben, konnen wir an dieser Stelle noch das nachfolgende Beispiel geben:

BEISPIEL 6.8. Wir fixieren ein 0 < ¢ < 3 und betrachten das Polynom () €
P1(C), welches durch

Q(2) :=2* —qz fir alle z € C

gegeben ist. Eine einfache Kurvendiskussion der auf R reellen Funktion () zeigt:
e Die (reellen) Nullstellen der Funktion @ liegen bei 0 und £,/3.
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TABELLE 1. zuldssige Lemniskaten

e Esist Q'(t) = 3t? — g fiir alle t € R. Als lokale Maximumstelle ergibt
3
sich —\/g mit dem lokalen Maximum 2(%)2 < 2. Als lokale Mini-

3
mumstelle erhalten wir \/g mit dem lokalen Minimum —2(%) 2> -2

Es gibt also ein eindeutiges d > /g mit Q(d) = 2, fiir welches die Bedingung

erfiillt ist. Damit definieren wir die stetigen Wege

(6.1)

und

7 [—d,d] - C, t—

Y : [—d,d] - C, t—t

NI— NI

t+\/4q—3t2), 4g — 3t > 0

i 3t2—4q>, 4g— 312 < 0
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und

t——«/4q——3ﬁ), 4g— 312> 0
t——i«/3t2——4q), 4g—312 <0

Yo i [—d,d] - C, t—

NI N

Man rechnet leicht nach, dass damit

(6.2) Qv;(t) = Q(¢) fir alle t € [—d, d]
fir j =0,1,2 gilt. Wegen (6.1)) ist also insbesondere
o([=d, d)) U ([=d,d]) Ura([~d.d]) € Q7'([-2,2]).
Wir zeigen nun, dass hlerbel sogar Gleichheit gilt: Ist w € [—2, 2] vorgegeben,

50 finden wir wegen ein t € [—d,d| mit der Eigenschaft Q(t) = w. Nach
(6.2)) erhalten wir also

(6.3) {7(t); 5=0,1,2} C Q™' ({w}).

Wir unterscheiden nun die folgenden Félle:
FALL 1: Die Punkte ~o(t), 71(f) und 72(¢) sind paarweise verschieden.

Da das Urbild Q'({w}) nach dem Fundamentalsatz der Algebra aus
hochstens 3 verschiedenen Punkten bestehen kann, gilt in diesem Fall bei obiger
Inklusion (/6.3|) offenbar Gleichheit und damit

Q' ({w}) S ([=d. d]) Uyi([—d,d]) Una([—d.d]).
FALL 2: Es gilt v1(t) = 72(1).

Im diesem Fall erhalten wir nach Definition der Wege v; und ~, unmittelbar
die Bedingung 4q — 3t> = 0. Es ist also ¢ # 0 und daher

t
n(t) =) =5 #t="n0()
Beachten wir, dass damit
(T ) ( t ) 2 1.,
)Y =3(2) —g== —4q) =
Q (2 3(5) —a=70B8—49)=0
gilt, so konnen wir folgern, dass v (t) = v2(t) sogar eine doppelte Nullstelle des

Polynoms z +— Q(z) — w ist, d.h. es gilt auch in diesem Fall in (6.3]) Gleichheit
und damit

Q' ({w}) € 1o([~d. d]) Uni([~d,d]) Uz([~d,d]).
FALL 3: Es gilt vo(t) = 7 ().

Nach Definition der Wege v und ~; ergibt sich in diesem Fall die Bedingung
t = /4q — 3t?, welche offenbar nur fiir ¢ = /g erfiillt ist. Damit konnen wir

w=Q{)=t"—qt=0.
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folgern, womit sich nach dem Fundamentalsatz der Algebra unmittelbar

Q" ({w}) ={-v4.0,va} = {7(=v@) %(0), %0 (va)}

unter Beachtung von £,/q € [—d, d] ergibt. Es folgt schlieflich
Q™ ({w}) € v([~d. d]) Umn([~d,d]) Ura([~d,d)).

FALL 4: Es gilt vo(t) = 72(1).

Nach Definition der Wege vy und 7, ergibt sich in diesem Fall die Bedingung
t = —+/4q — 3t2, welche offenbar nur fiir t = —, /g erfiillt ist. Wir kénnen dann
wieder

w=Q) =t —qt =0
nachrechnen, womit sich nach dem Fundamentalsatz der Algebra

Q' ({w}) = {-v4.0.va} = {7(=v@),7(0), % (va)}

und damit, wie in Fall 3, die Inklusion

Q™' ({w}) € 10([=d. d]) Uni([~d.d]) Ure([~d.d])
ergibt.

Da w € [—2,2] beliebig vorgegeben war, folgt zusammenfassend die behauptete
Gleichheit:

Demnach lésst sich die verallgemeinerte Lemniskate Q~*([—2,2]) als Vereini-

gung der Spuren der Wege 7o, 71 und 7, beschreiben. In Abbildung[6.1]ist dies
fir verschiedene Werte ¢ € (0, 3) dargestellt.

2. Tschebyscheffpolynome zu Lemniskaten

Sei K ein Kompaktum, welches aus mindestens n + 1 Punkten besteht und
Q(K) die verallgemeinerte Lemniskate zu K unter einem normierten komple-
xen Polynom @ vom Grad m := deg(Q) > 1. Besteht die Lemniskate Q' (K)
aus mindestens mn+1 Punkten, so konnen wir uns die Frage stellen, ob es einen
Zusammenhang zwischen den damit eindeutig bestimmten Tschebyscheffpoly-
nomen wa; HE) und T,f( gibt.

Za diesem Problem wahlen wir allerdings den etwas allgemeineren Zugang iiber
Tschebyschefffunktionen (vgl. Deﬁnition, da sich dieser ohne Mehraufwand
behandeln lésst: Ist namlich f € C'(K) gegeben, sodass sowohl f ¢ P<,,_1(K)
als auch f o Q@ ¢ Pcpm_1(Q H(K)) erfiillt ist, so konnen wir die entsprechende
Frage stellen, welcher Zusammenhang zwischen T und T/°% besteht.

LEMMA 6.9. Sei Q@ € P,,(C) mit m > 1. Dann gibt es eine Familie von
Polynomen (P?)2,, sodass fiir jedes w € C die Funktion

n=0-
2Q'(2)

z _

Q(z) —w
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ABBILDUNG 6.1. Q7([-2,2]) zu Q(z) = 2* — ¢z fiir ¢ = 1,

N

;1,2

wmn etner Umgebung von oo eine Laurententwicklung der Form
2Q'(2) i -
=Y PR
Qlz) —w =
besitzt. Diese Polynome erfiillen ferner
n
6.4 deg(P?) < L_J
(6.4) ca(PR) < | =
fiir alle n € Ny.
Beweis. Sei also @ € P,,,(C) fiir m > 1 mit einer Darstellung

Q(2) = gn2™ + gm-12"""+ -+ qo

gegeben. Ist nun w € C beliebig vorgegeben, so besitzt die Gleichung Q(z) = w
nur endlich viele Losungen, d.h. wir konnen ein r > 0 wahlen, sodass z —
Q(z) —w auf A’ keine Nullstellen besitzt. Insbesondere erhalten wir eine wohl-
definierte holomorphe Funktion

. * ZQ/(Z)
fw . AT - C, Z m
Wegen
Q'(z) Q(z) —w

= Mmgm und lim —— =g,
-1 2—00 zm

lim
z—o0 M
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ist f,, nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz im Punkt oo holomorph
durch den Wert

lim f,(z) = lim ZQ/(Z) = Mm _

I 2 QE) — v dm

erginzbar, d.h. wir erhalten eine holomorphe Funktion f, : A, — C. Wir
konnen daher f,, in einer Umgebung U, von oo in eine gleichmékig absolut
konvergente Laurentreihe entwickeln:

ZQ/ Z P9 (w : ze U,

Fir alle z € U}, rechnen wir nun nach, dass

Ein Koeffizientenvergleich mit

=z (Z lqlzl_l) = Zlqlzl, z € Uy \{oo}
=1 I=1
zeigt, dass die Koeffizientenfolge (P (w))%,, den Bedingungen
quHP,?(w):lql firl=1,...,m
k=0

und

Z qu,fil(w) —wPP(w) =0  firleN,

genigt.
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Wir kénnen also P¢(X),..., P¢ | (X) aus dem Gleichungssystem

2¢2 B @ - gm 0 P1Q(X)
¢ qQ - Gm-1 Gm POQ(X)

bestimmen, d.h. P2(X),..., P2 (X) sind konstante Polynome aus C[X] und
erfiillen somit die Gradbedingung (/6.4]). Damit bestimmen wir rekursiv

65)  P2,(X)=— (XPF(X) B qmik(X)) . leN,

m k=0

Hierdurch wird eine Familie (P%(X))%, von Polynomen definiert, welche der
Gradbedingung (6.4) geniigen. In der Tat iiberzeugt man sich, dass fiir alle
d € Ny und fur alle r € {0,...,m — 1} die Aussage

) < meerJ g

(6.6) deg(P%

dm++r

erfillt ist: Fiir d = 0 ist offenbar fiir alle r € {0,...,m — 1} giiltig, da
P(? . Pg_l, wie bereits oben bemerkt, Polynome vom Grad 0 darstellen.
Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fir alle d € {0,...,do} und
alle r € {0,...,m — 1} mit einem dy € Ny bereits gezeigt ist.

Fiir r = 0 rechnet man unter Verwendung obiger Rekursion unmittelbar
nach, dass

Q Q
P(d()+1)m<X) = Pd()m-l—m(X)
m—1
1
- am (chgm(X) - Z Qch%erk(X))
m k=0

und damit deg(P(le0 t1ym) < do + 1 gilt, da nach Voraussetzung

o X Pdcgm(X ) ein Polynom vom Grad < dy + 1 und
° Pdcierk(X) fir k=0,...,m — 1 ein Polynom vom Grad < d
darstellt. Ist nun bereits fir alle r € {0, ..., 7o} mit einem ry € {0,..., m—

2} gezeigt (im Fall m = 1 kann dieser Schritt ausgelassen werden), dann er-
halten wir mit der Rekursion in (/6.5))

P (X) = P¢ (X)

(do+1)m+(ro+1) (dom~+ro+1)+m

m—1

1 Q Q

= q_ <Xpd0m+(ro+1)(X) o Z qkpdom-‘rm-i-l'i‘k(X))
m k=0

und damit deg(P(?loH)er(roH)) < dy + 1, da nach Voraussetzung

o XP¢

dom+(ro+1)(X) ein Polynom vom Grad < dy + 1 und
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* PC?om—i-ro—l-l—i-k(X) fir k=0,...,m — 1 wegen

dom+ro+1+k <dym+ro+m=(dy+ 1)m+ rg

ein Polynom vom Grad < dy + 1

darstellt. Induktiv ist damit fiir d = dy + 1 und alle r € {0,...,m — 1}
gezeigt.

Ebenfalls induktiv ergibt sich damit die Giiltigkeit der Abschitzung fiir
alle d € Ny und alle r € {0,...,m — 1}. O

SATZ 6.10. Sei K C C kompakt und sei n € N mit #K > n + 1 gegeben. Fiir
[ € C(K)\P<n(K) und Q € PL(C) mit m > 1 gelte #Q ' (K) > nm + 1 und
foQ ¢ Pepm_1(Q YK)). Dann ist

T/ =TI 0 Q.

Beweis. Fiir f € C(K)\P<,(K) finden wir nach Satz (ii) eine Faber-

Sesquilinearform
Bl Au(f) x Au(f) = C
21 (P<p-1(K), f,p;,(f)) der Form
Bi(p,g)= Y a(wp(w)(w), firpqge A, (f)

weE(T] K)

mit einer endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung o auf E(TY, K). Ist nun Q €
PL(C) mit m > 1 und einer Darstellung

Q(z) = 2"+ gm-12"" 4+ qo

gegeben, so definieren wir eine Abbildung

B QUETLK)) — 0.1, v PACE) o),

m

Hierbei bezeichnen fiir alle w € C und v € Q' ({w}) mit pg(v, w) die Viel-
fachheit, mit der ) an der Stelle v den Wert w annimmt, d.h. es gilt

O —w= [ (- oyt
veQ 1 ({w})
und zudem

Z MQ(man) —1

veQ~ ! ({w})
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Insbesondere erfiillt 3 die Bedingungﬂ

> oo = Yy refll gy,

veQ~H(E(T{ K)) weE(T] k) veQ~*({w})

= > (2 e

weB(T{,K) ~veQ ' ({w})

weE(TL K)
Wir setzen nun L := Q7 '(K) und definieren eine Sesquilinearform
B s Aun(f 0 Q) X Aun(f 0 Q) — C
durch
Bikwa)= >, Bp)alv) firalep,qe Aum(foQ).
veQ Y (E(T.K))
Wir rechnen nun nach, dass diese eine Faber-Sesquilinearform fiir 7/ o Q dar-
stellt, also die Eigenschaften (i) bis (iv) aus Definition [4.4] hat.
(i) Fiir alle p € A,,,,(f o Q) gilt offensichtlich BS°?(p, p) > 0.

(i) Fiir alle p € Apn(f 0 Q) gilt |p(v)] < [lplls fiir alle v € Q™ (E(T, K)) C L
und damit

BlRpp)= Y AP < ( > ﬁ(v)) IpIIZ = IlpIlz

veQ N (B(T] K)) veQ N (B(T] K))

S/

21
(iii) Ist nun w € K gegeben, so finden wir nach obigem Satz ein r > 0, sodass
Q'({w}) C D(0,r) erfiillt ist und zudem die Funktion

2Q'(2)
Q(z) —w

auf A, eine Laurententwicklung um oo der Form
/
a0 = L
besitzt, wobei PkQ fiir alle k£ € Ny ein Polynom vom Grad

o) < | £

Z =

IMan beachte, dass die in diesem Beweis auftretenden Summen wie endliche Summen
behandelt werden konnen, da hochstens endlich viele Summanden auftreten.
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darstellt. Fiir 7/ > r ist diese dann auf 9D(0,7”") gleichméfig absolut konver-
gent. Ist nun p € P<pm_1(L) gegeben, so rechnen wir mit Hilfe der verallge-
meinerten Cauchyschen Integralformel nach, dass

1

Q'(2) 1 / p(2) QU
—_— p(2) ——t—dz = - P,
2mmi /mD(O’,,/) ( )Q(z) —w 2mmi Jo, po. Z b (
kzg 27m 0, D0,y Z° 1

nm-—
1
m

und ferner unter Verwendung des Argumentprmmps AT

1 Q) , po(v, w)
2mi /8+D<07T’>p<2) Q)" " veQ‘Zl({w}) w

erfiillt ist. Definieren wir also eine Funktion p: K — C durch

:%”mz ), w e K,

k=0

so erfillt diese

pELH{P2|k; k=0,....,nm—1} C Peyy_1(K)

und ferner
~ po (v, w
= Y ) ek
veQ™ ! ({w})
Damit rechnen wir nun (unter Beachtung von E(T/, K) C K) nach:
BRXwTleoQ) = > BepOTIQW)

veQ~H(E(T K))

-y y el g Tin)

m
weE(T] k) veQ™({w})

- X (2 "0)awil

weB(T{,K) ~veQ'({w})
= Y apw)Ti(w)
weE(TY K)
= B (B T])
Da B eine Faber-Sesquilinearform fiir 7/ ist und p € P<,_1(K) erfiillt ist,
gilt BS(p, T) = 0 und somit auch B2?(p, T o Q) = 0.
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(iv) Zudem iiberzeugen wir uns, dass

BT 0Q, T 0Q) = S BW|THQW)]

vEQ~H(E(T{ K))

-y e gu il

weE(T] K) veQ ' ({w})

- Y aw( ¥ )

weE(T] K) veQ ! ({w})

-1
2
= Y aw)]|Ti(w)]
weB(TE K)

= BUTLT).
Da B/ eine Faber-Sesquilinearform fiir 7/ ist, gilt B (T, T/) = ||T/||% und
damit auch

BT 0 QT 0 Q) = BI(T]. T]) = |T] % = T = QlI%.

da offensichtlich Q(L) = K gilt.

Damit stellt Bf°% eine Faber-Sesquilinearform fiir das normlerte Polynom T7 o
() dar, womit T,{ o nach Satz 4.5/ ein Minimalpolynom fiir (AL,,(foQ), ||- || )
sein muss. Besteht nun L = Q~'(K) aus mehr als nm—+1 Punkten so ist dieses
nach Satz eindeutig bestimmt, muss also mit 7}/°¢ iibereinstimmen muss.
Es gilt also

Tt =Tl Q,
womit die Behauptung bewiesen ist. Il

Damit erhalten wir als Antwort auf die eingangs gestellte Frage und als Erkla-
rung fiir unsere Beobachtungen in Beispiel unmittelbar

KOROLLAR 6.11. Sei K C C kompakt und sein € N mit #K > n+1 gegeben.
(i) Fir Q € PL(C) mit m > 1 und #Q 1 (K) > nm + 1 gilt
Ta " =T o Q.
(ii) Fir Q € Pp(C) mit m > 1 und #Q'(K) > nm+1 gilt

79 K — iTK 0Q,

nm
I,

wobei wir das Polynom @ darstellen als
Q(2) = gz + G2+ +qz+q, z€C.

Beweis. Aussage (i) ergibt sich unmittelbar als Anwendung von Satz[6.10]
im Fall f = e,.
Fiir den Nachweis der unter (ii) angegebenen Formel definieren wir zu @ €
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P, (C) das normierte Polynom Q= qimQ sowie das Kompaktum K := qimK
und rechnen nach, dass Q~*(K) = Q~(K) und damit gemif (i) auch

. S = o~ 1
T =12 ") = TK 6 = q—an °0Q

gilt, wobei wir im letzten Schritt Lemma [4.10] (i) verwendet haben. O

An dieser Stelle sei bemerkt, dass sich Satz bereits als Theorem 2.1 bzw.
Korollar als Corollary 2.2 in der Arbeit [FP01] von F. Peherstorfer und B.
Fischer findet, wobei aber der dort angegebene Beweis im Gegensatz zu unse-
rem die zusétzliche Forderung nétig macht, dass das Polynom ¢ nur einfache
Nullstellen besitzt. In allgemeinerer Form werden derartige Fragestellungen
von F. Peherstorfer und R. Steinbauer auch in [PS01] untersucht.

Zudem stellen wir fest, dass dieses Resultat in einem gewissen Sinne eine Ver-
bindung zwischen den Sétzen und herstellt.

3. Faberpolynome zu Lemniskaten

Ist K C C ein zuldssiges Kompaktum und ) ein normiertes holomorphes Po-

lynom vom Grad m > 1, so kénnen wir, sofern Q'(K) ebenfalls zulissig
-1

ist, die Frage stellen, ob auch die Faberpolynome FX und F2, %) in einem

ahnlichen Zusammenhang wie die Tschebyscheffpolynome stehen. Unser Ziel

wird es sein einen zu Korollar [6.1T analogen Satz fiir Faberpolynome zu zeigen.

Wir beginnen mit

PROPOSITION 6.12. Sei K C C zuldssig mit r(K) = 1. Ist Q € P}, (C) mit m >
1 gegeben, sodass auch L := Q7Y (K) zulissig ist mit 0 € L, dann kommutiert
das folgende Diagramm

Ay 5 (L)

eml lQ
Ay~ Q(K)
Insbesondere liegen bereits alle Nullstellen von Q" in L.

Beweis. Sei also Q € P! (C) mit m > 1 gegeben, sodass L := Q (K)
zuldssig ist und 0 € L gilt. Nach Satz ergibt sich ¢(L) = ¢(K) und
somit nach Satz auch r(L) = r(K) = 1. Wir beginnen mit der einfachen
Feststellung, dass wegen

C=Q'(0)=Q (K UQK)) =Q"(K)UQ " (QK))

auch Q(L) = (E\L = Q Y(Q(K)) gilt, wobei wir @ in bekannter Weise (vgl.
) als holomorphe Funktion ) : C — C auffassen. Mit der Voraussetzung

0 € L ist also B
P: Q(L)—C, ZHM

Zm
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wohldefiniert, holomorph und dariiber hinaus offensichtlich nullstellenfrei. We-
gen @ € P} (C) gilt
-1
lim P(z) = lim Vre (Q2) = lim Q)

2Z—00 2—00 zm z—o0 M

=1,

sodass sich P nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz zu einer holomor-
phen und nullstellenfreien Funktion P : (L) — C fortsetzen lasst. Aufgrund
der Nullstellenfreiheit von P konnen wir P auch als holomorphe Funktion
P :Q(L) — C* auffassen.

Da e,, : C* — C*, wie man sich direkt iiberzeugt, eine unverzweigte unbe-
grenzte Uberlagerungsabbildung darstellt und P(o0) =1 = e,/(1) gilt, finden
wir nach Satz cine holomorphe Funktion f : Q(L) — C* mit f(o0) = 1,
die eine Liftung von P iiber e, darstellt, d.h. wir haben das kommutative
Diagramm

~ C*
-
Q(L) L
Fiir alle z € Q*(L) erhalten wir aus
F)™ = (emo f)(2) = P(2) = W

unmittelbar N
(emo f)(2) = (2£(2))" = v (Q(2))

mit der holomorphen Funktion

fi QL) > C, 2 2f(2),
welche sich nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz[1.§ zu einer holomorphen
Funktion f : Q(L) — C mit f(oo) = oo fortsetzen lisst, die insbesondere
em © f =¥ 0 Q und somit

FUL)) € e, (k! 0 Q)QUL))) = €, (Y5 (AUK))) = €,/ (A1) = Ay
erfiillt. Damit kénnen wir nun das folgende, kommutative Diagramm betrach-

ten:

1
D 371 o A, YL
|
|
pl
|
|
Y

Q(L)

f

fovr

|
|
|
| Q

¢ ' Ip

|
\ oem
A, — K Q(K)

Hierbei bezeichnen wir mit (Uj, ¢;) die Karte aus Beispiel (¢) und mit
p D — D die durch das Diagramm induzierte holomorphe Abbildung

pi=¢1la, o (fotr)od; p.
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Diese erfiillt wegen ¢1(00) = 0, ¢1(00) = co und f(00) = oo offenbar p(0) = 0
und wegen f(oco) = 1 zudem

Y © B (1)
p0) = I A0

cbl(f(%( )
(2)

= lim !
Fee f@%( )
_ b
f(0)
= 1.

Nach dem Lemma von Schwarz muss daher bereits p = idp gelten und wir
erhalten f oy, =ida, bzw. f ="
Aus der oben gezeigten Gleichung e, o f = 1/1;(1 o () folgt nun

wl}loQowL:(emof)owL:em
und damit
QO¢L:wKO€m7

womit die Kommutativitdat des im Satz angegebenen Diagramms gezeigt ist.
Insbesondere ergibt sich fiir alle z € A}

Q'(WL())¥L(2) = (Qovr)(2) = (¥i 0 em) (2) = ma" i (™) # 0,

sodass " auf Q*(L) = ¢ (A) und damit natiirlich auch auf ganz Q(L) keine
Nullstellen haben kann. Es gilt also (Q')™'({0}) € L = Q"!(K) und damit die
Behauptung. O

BEMERKUNG 6.13. Man beachte, dass wir mit dem Beweis zu Proposition
eine Darstellung von ¢, = zp;l fiir zulassige verallgemeinerte Lemniskaten
L =Q *K) mit 0 € L zu einem Polynom @ € P} (C) mit m > 1 und einem
zuldssigen Kompaktum K C C mit r(K) = 1 gegeben haben, ndmlich

-1
¢ QL) — Ay, 2z 24, M,
Z’m
wobei die holomorphe m-te Wurzel durch Liftung der Funktion z +— P(z) =

PCIO)] (Q( ) iiber e, konstruiert wurde.

Im Fall K = D findet sich diese Formel als Beispiel 2 im Abschnitt 14 von
Kapitel 3 im Buch [Mar67|, dort allerdings ohne Beweis.
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Wir bemerken, dass wir in der vorangegangenen Proposition [6.12] auf die For-
derung 0 € L verzichten kénnen.

SATZ 6.14. Sei K C C zulissig mit 7(K) = 1. Ist Q@ € PL(C) mit m > 1
gegeben, sodass auch L = Q~Y(K) zuldssig ist, dann kommutiert das folgende
Diagramm

A5 Q(L)
eml iQ
YK
Insbesondere liegen bereits alle Nullstellen von Q" in L.

Beweis. Gilt 0 € L, so folgt die Behauptung nach Proposition [6.12, An-
dernfalls wéhlen wir ein @ € L und definieren mit der Abbildung

A: C—-C, z—2z+a

das zulassige Kompaktum L= A~Y(L) und das Polynom Q:=Qole PL(C).
Man rechnet leicht nach, dass damit 0 € L = Q!(K) gilt. Nach Proposition
erhalten wir also das folgende kommutative Diagramm

by ~
Ay —Q(L)
eml l@
A 5 Q(K)
Dartiber hinaus haben wir im Beweis zu Satz [2.23] gesehen, dass die biholo-
morphen Abbildungen 7 und ¢, tiber ; = A~! 0 ¢, zusammenhéngen. Es
folgt also

Y oen=Qoyp=(QoN) o\ o) =Qoyy
und damit die Kommutativitdt des im Satz angegebenen Diagramms. Den

Zusatz tiber die Lage der Nullstellen von )’ rechnet man genau wie im Beweis
zu Proposition [6.12] nach. O

Abschliefsend wollen wir zeigen, dass aus Satz auch noch die Bedingung
r(K) =1 entfernt werden kann.

SATZ 6.15. Sei K C C zulissig. Ist Q € PL(C) mit m > 1 gegeben, sodass
auch L := Q7 Y(K) zulissig ist, dann kommutiert das folgende Diagramm

Insbesondere liegen bereits alle Nullstellen von Q" in L.
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Beweis. Fiir L := Q !(K) gilt unter den obigen Voraussetzungen nach
Satz ¢(L)™ = ¢(K) und somit nach Satz auch r(L)™ = r(K). Insbe-
sondere ist bildet e,, die Menge A,z auf A, k) ab (wobei wir e, geméf dem

Beweis zu Satz als holomorphe Abbildung e,, : C — C auffassen). Ebenso
bildet natiirlich auch @ die Menge Q(L) auf Q(K) ab.
Wir definieren nun die beiden offenbar biholomorphen Abbildungen

GKI@H@,ZH und 0p: C—C, z+—

r(K)
und erhalten damit die beiden zulédssigen Kompakta
K :=0g(K) und  L:=60y(L),

welche nach Satz die Bedingungen r(K) = 1 und r(L) = 1 erfiillen.
Dariiber hinaus gilt auch

Ox(QK) =QK) und  0,(QL) = Q(L).
Ferner erhalten wir durch Q := 6 0Qof; " wegen r(L)™ = r(K) offensichtlich

ein Polynom @ € PL(C). Mit diesem gilt dann natiirlich auch L = Q~!(K)
und wir erhalten die kommutativen Diagramme

(L) =)  baw.  QI) —= QL)

und

eml iem

9
Apgy ——= Ay

Nach Satz ergibt sich nun zusétzlich die Kommutativitit des folgenden
Diagramms:

vi ~
Ay —=Q(L)

em l l Q
Pz ~
A1 —> Q(K)
Diese Diagramme fiigen wir zusammen

1
0L 157 ~ 0

Ay Q(L) ——Q(L)

Arr)
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und rechnen nach, da geméf Satz die Beziehungen
Vg =0 otpp ol  und =07 otz o0,
bestehen, dass
¢K06m = (9;}101%}091()06171 = ef}low[?o(el(oem)
= leozﬁf(o(emoﬁL) = 9;_(10(1/1[}06m)09L
= Gglo(éowz)oeL == (Hi}lo@)owzoﬁL
(QOHZI)O@Z)EOHL = Qo(QZlowzoﬁL)
= QoY

Somit erhalten wir letztlich die behauptete Kommutativitiat von

Ay - QL)

eml lcz

Ay - Q(K)
Den Beweis des Zusatzes erbringt man wie zuvor. U

Nachdem wir nun die Struktur der zu verallgemeinerten Lemniskaten gehoren-
den normierten biholomorphen Abbildungen verstanden haben, wollen wir uns
der Untersuchung der zugehorigen Faberpolynome zuwenden. Hierbei werden
uns die obigen Resultate hilfreich sein. Zunéchst bendtigen wir aber noch:

LEMMA 6.16. Seien K und L zwei beliebige zulissige Kompakta mit r(L)™ =
r(K) fiir einm € N. Gibt es ein Polynom Q € P} (C), fiir welches das folgende
Diagramm

kommutiert, dann gilt bereits
L) = QNQK)  wnd  L=QN(K).

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass aufgrund der Voraussetzung r(L)™ =
r(K) die Abbildung e,, : A,y — A, x) wohldefiniert und surjektiv ist. Damit
rechnen wir nun

QL)) = (Q o vr)(Arwy) = (VK 0 em)(Arw)) = Yk (Arx)) = QUK)
nach, d.h. es gilt
O(L) CQUAK)  baw.  LCQK).

Fiir einen beliebigen Punkt w € Q*(K) enthilt die Menge Q! ({w}) maximal
m verschiedene Punkte. Wegen w € Q*(K) = ¢k (A} i) und der Surjektivités
der Abbildung €, : A} ;) — A ) existiert ein (o € A7 ;) mit (Vi 0e)(Co) =
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w. Ist nun ¢ € p,,(C) gegeben, so ist wegen e,,(C(o) = en(p) offenbar auch
(YK 0 em)(C(p) = w. Damit ergibt sich nun

Q(1r(CC)) = (Q 0 ¥r)(CG) = (Yx © em)(Clo) =
fir alle ¢ € pu,,(C), sodass

{¢L(CCO)§ ¢ € um(C } C Q '({w}).
Da 1, injektiv ist, sind die Punkte ¢ (((y) € Q*(L) mit ¢ € p,,(C) paarweise
verschieden, sodass bereits
{w}) = {v(C); €€ pm(C)} S hr(Ayy) = Q7 (L)

gelten muss. Da w € Q*(K) beliebig vorgegeben war und dariiber hinaus
offensichtlich Q7*({o0}) = {oc} erfiillt ist, ergeben sich die noch fehlenden
Inklusionen

QN QK)) QL) bzw.  QH(K)CL,
womit die Behauptung bewiesen ist. |

KOROLLAR 6.17. Sei K C C zuldssig und sei Q € PL(C) mit m > 1 gegeben,
sodass auch L = QYK zulissig ist. Fiir alle r > r(L) gilt dann

Q(LT) - Q_I(Q(Krm)) Und L - Q_l(KTm).
Beweis. Nach Satz[6.15]erhalten wir unter den Voraussetzungen des Satzes
das folgende kommutatlve Diagramm:

Ay - L)

eml i@

Ayiae) - Q(K)

Fiir r > r(L) kommutiert daher auch das eingeschréankte Diagramm

A, (L)
emi lQ
VK,m

A~ QK )
Nach Lemma folgt also
L) = QN QKm)  wnd L, = Q7 (Kym),
womit die Behauptung bewiesen ist. 0

Wir kénnen nun, wie angekiindigt, eine zu Satz analoge Aussage fiir Fa-
berpolynome zeigen:
SATZ 6.18. Sei K C C zuldssig.
(i) Ist Q € PL(C) mit m > 1 gegeben, sodass auch Q™ Y(K) zulissig ist,
dann gilt fir allen € N

FOE) — FK o Q.
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(i) Ist Q € Ppn(C) mit m > 1 gegeben, sodass auch Q™ (K) zulissig ist,
dann gilt fir allen € N

_ 1
FQ ) = q—an °Q,

wobei wir das Polynom @ darstellen durch
Q(2) = 2" + qm-12""" 4+ + @12 + qo, z € C.

Beweis. (i) In der Situation des Satzes setzen wir wieder L := Q'(K).
Ist nun r > r(L) beliebig vorgegeben, so gilt nach Korollar die Beziehung
L, = Q Y(K,m), so dass wir mit Korollar die Identitat

(6.7) Ty = T3, ) =T, 0 Q
erhalten. Nach dem zweiten Satz von Heuser-Mohr konvergiert nun T2
fiir  — oo kompakt gegen FZ und TX™ fiir r — oo kompakt gegen FX. Da
Q : C — C stetig ist, konvergiert offensichtlich auch 75 o ) kompakt gegen
FEoQ@Q. Aus (6.7) erhalten wir daher fiir » — oo

FR U — pL — pK o,

womit die Behauptung (i) bewiesen ist.

(ii) Die verallgemeinerte Aussage (ii) beweist man analog zu Satz (ii): Wir
definieren das normierte Polynom (@) := quQ sowie das zulédssige Kompaktum

K = quK und zeigen, dass Q~'(K) = Q~*(K) und damit gemaR (i) auch

. . = o~ 1
RS0 = F3N0 — FF oG = LF0Q

m

gilt, wobei wir im letzten Schritt Lemma (i) verwendet haben. O

BEISPIEL 6.19. Das obige Resultat lasst sich etwa in den folgenden Situa-
tionen anwenden:

e Wir wihlen X = D. Dann liefert Satz fiir die in Beispiel
angegebenen Polynome @ mit d := deg(Q)) die Aussage

Fﬁ_l(ﬁ) = F?o Q=Q" fiir alle n € N.

e Wir wihlen K = E = [—2,2]. Fiir die m-Sterne aus den Beispielen
und gilt Sy, = e }(E) fiir alle m € N. Nach Satz folgt
also

FSn = Fl=22 6 ¢ fir alle n € N.

4. Multiplikative Kompakta

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir uns einem bemerkenswerten Spezi-
alfall zuwenden:
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DEFINITION 6.20. Ein zuldssiges Kompaktum K C C heiftt multiplikativ,
falls (K) = 1 gilt und zudem die Bedingung

F50¢K:¢Koem fur alle m € N

erfillt ist, d.h. das folgende Diagramm kommutiert:
A, 25 Q(K)
eml lpg
AL 5 Q(K)
Diese Definition rechtfertigen wir durch die folgenden Beispiele:

BEISPIEL 6.21. Es gilt:

e Die zulissige Menge K = D ist multiplikativ.
e Die zuldssige Menge K = E = [—2, 2] ist multiplikativ. In der Tat ist

1
(F£O¢K>(Z):Zm+z—m:<'¢K06m)(2)7 ZGAl
fir alle m € N.

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar die folgende Eigenschaft der Faber-
polynome zu multiplikativen Kompakta, die die Begriffsbildung , multiplikativ*
begriindet.

KOROLLAR 6.22. Die Faberpolynome zu einem multiplikativen Kompaktum
K C C erfiillen
FXoFE = FE
fur alle n,m € N.
Beweis. Ist K C C multiplikativ, so gilt nach Definition
FfowK:szoen fiir alle n € N

bzw.
FE =g oe,onhyt fiir alle n € N.
Fiir alle n, m € N rechnet man nach, dass damit
Fj{ o Fn[f = (W oe,o0 wj_(l) ) (z/;K 0 €y O 1/;[_(1)
Vi 0 (en 0 €m) 0 Yy

= P 0 enm 0 VR

= X
erfillt ist. |
Wir erhalten die folgende Charakterisierung multiplikativer Kompakta.

SATZ 6.23. Ein zuldssiges Kompaktum K C C mit r(K) = 1 ist genau dann
multiplikativ, wenn die Bedingung

(6.8) (FEY"YK)=K  firallem €N
erfillt ist.
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Beweis. Sei also K C C ein zulissiges Kompaktum mit r(K) = 1.

,= Ist K multiplikativ, so kommutiert fiir alle m € N definitionsgeméf das
Diagramm

A 5 Q(K)

€m l i Fy}g

AL 5 Q(K)
womit die Voraussetzung zu Lemma erfiillt ist. Wie behauptet folgt also
(FKY"1(K) = K fiir alle m € N, d.h. es gilt (6.8).

<" Sei nun umgekehrt die Bedingung erfillt. Fir m € N ist dann
insbesondere die verallgemeinerte Lemniskate (FX)71(K) = K zu K unter
FE zulissig, d.h. wir erhalten nach Satz das kommutative Diagramm

AL -5 Q(K)
em l \L Frfrf
Ay 5 Q(K)
weshalb K definitionsgeméaf multiplikativ ist. U

Fiir den Fall multiplikativer Kompakta lésst sich die Theorie der verallgemei-
nerten Lemniskaten auch wie folgt entwickeln:

SATZ 6.24. Sei K C C ein multiplikatives Kompaktum. Ist L := Q™ Y(K) fir
ein Polynom Q € P} (C) mit m > 1 zulissig, so gilt

(i) Das Diagramm
Q(K) )
PN
Q(L) Q(K)
W

kommutiert. Es gilt also
Qo = Fyy ovk.
(ii) Fiir allen € N gilt
FL =FKoQ.
Beweis. (i) Da K C C multiplikativ ist, gilt definitionsgeméf

anfowK:wKoem-
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Nach Satz [6.15] ist dariiber hinaus
QoL =Yk oep,

sodass sich unmittelbar die behauptete Gleichheit ergibt:
Qo = Fy otk

(ii) Fiir n € N definieren wir das normierte Polynom P, := FX o () vom Grad
nm und stellen unter Beachtung von Korollar [6.22] fest:

PnoqﬂL:FnKo(QogbL) = (Ffan{f)owK:anowK

Damit bestimmen wir fir v =0,...,nm
1 P,
Cf(Pn) — _/ (77Z)LEZ))dZ
2mi Jo posy 2T
1 FE
21 Jo, pory 2! ’

wobei r > r(K) = r(L) = 1 beliebig vorgegeben ist. Die Faberentwicklung
gemal Satz liefert dann

FfoQ=P,=> c(P)F} =F}

nm>
v=0

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Es stellt sich nun unweigerlich die Frage, ob es neben den in Beispiel
angegebenen multiplikativen Kompakta D und E = [—2, 2] noch weitere gibt.
Hierzu bendtigen wir die folgenden Begriffe:

DEFINITION 6.25. Zwei beliebige holomorphe Polynome p und ¢ heifen
e vertauschbar, falls gilt
peg=gqop.
e dhnlich, falls es ein Polynom A der Form
Az) =az+b, z2e€C
mit mit a € C\{0} und b € C gibt, sodass gilt
p=XAtogol

Eine Kette ist eine Folge (p, ), von holomorphen Polynomen mit deg(p,) =
n fir alle n € N, sodass je zwei Polynome der Folge vertauschbar sind.

Zwei Ketten (p,)32,; und (¢,)22,; heifen dhnlich, falls es ein Polynom A der
Gestalt

A(z) = az + b, 2e€C
mit a € C\{0} und b € C gibt, sodass

Pn=A1tog, o\ fiir alle n € N.
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Es gilt nun der folgende bemerkenswerte Satz, der sich in dieser Form als
Theorem 1.2 in [ZimO07] findet. Zuriick geht er auf die beiden Arbeiten [Rit23]
bzw. [Rit24] von J. F. Ritt und [Jul22| von G. Julia.

SATZ 6.26 (von Julia-Ritt). Seien P,Q € P(C) zwei beliebige holomorphe
Polynome und sei m = deg(P) > 2 bzw. n = deg(Q) > 2. Sind p und q
vertauschbar, dann gilt eine der folgenden Aussagen:

(i) P und Q sind beziiglich der gleichen Abbildung \ dhnlich zu FX und
FE mit K = F =[-2,2].
(ii) P und Q sind beziiglich der gleichen Abbildung X\ dhnlich zu FX und
FX mit K =D.
(iii) Es gibt eine holomorphes Polynom R, ein v € N und (1, (s € p,.(C),
sodass P und @ beziglich der gleichen Abbildung \ dhnlich sind zu
GG und (GM, wobei das holomorphe Polynom G definiert ist durch
G(z) == zR(2") und a(rdeg(R)+1) = m und b(r deg(R)+1) = n gilt.
Hierbei kann die Aussage (1ii) ersetzt werden durch
(iii)’ Es gibt p,v € N mit PV = QW

Der Satz von Julia-Ritt liefert im Rahmen dieser Theorie das folgende Resultat:

KOROLLAR 6.27. Jede Kette ist dhnlich zu (FX)22, mit K = D oder K =
E=1-22].

Elementarer, d.h. ohne Riickgriff auf den Satz von Julia-Ritt, wird dieses Ko-
rollar auch in den Arbeiten [BT51] von H. D. Block und H. P. Thielman und
[Jac55| von E. Jacobsthal bewiesen.

Wir stellen fest, dass die Folge (FX)°° | zu einem multiplikativen Kompaktum

K C C nach Korollar [6.22] eine Kette darstellt. Das folgende Lemma gibt nun
eine erniichternde Antwort auf die oben gestellte Frage.

LEMMA 6.28. Sind K und L zwei multiplikative Kompakta, deren zugehorige
Ketten (FX) und (FE)°, dhnlich sind. Dann gilt bereits K = L.

n n

Beweis. Sind also (FX)°, und (F¥)°2; dhnlich, so finden wir definitions-

gemaf ein Polynom A der Form
Mz)=az+b  furallezeC
mit a € C\{0} und b € C, sodass
FE=X'oFlo)X fiiralleneN
erfiillt ist. Wir zeigen die Behauptung in mehreren Schritten:
(i) Fiir alle n € N gilt wegen FX = X\7to FLo X auch Ao FX = FLo ), sodass
ein Vergleich der fithrenden Koeffizienten beider Seiten (wobei man beachtet,

dass die Faberpolynome normiert sind) die Bedingung a = a™ liefert. Da dies
fiir alle n € N gelten muss und nach Voraussetzung a # 0 ist, erhalten wir
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a=1.

(ii) Mit der Einschrankung a = 1 aus (i) muss nun fiir alle n € N
FX(w) = FE¥(w +b) — b, weC

gelten. Wir wéhlen nun ein r > 1 = r(K) = r(L), fiir das sowohl D C K, als
auch b+D C L, erfiillt ist (vgl. Lemma [2.10)), und kénnen damit nachrechnen,
dass

Xk, (W, 2) ZFK ZFL (w+b)z bZz“: (w+b, z)— Zb_zl

fiir alle w € ID) und alle z € A;ﬁ gﬂt. Insbesondere erhalten wir wegen

lim xg,(w,z) =1 und lim xp. (w+b,2)=1 firweD
im Grenziibergang z — oo die Bedingung 1 =1 — b bzw. b = 0.
(iii) Mit (i) und (ii) wissen wir also, dass F¥ = FL fiir alle n € N gilt. Ist

r > 1 wie in (ii) gewdhlt, so erhalten wir fiir damit fiir alle w € D und alle
z e A

% = xk, (0, 2) = x1, (0, 2) = %
bzw.
bzw.

Vic(2)0n(2) — L (2)¥x (2) = w(¥(2) — ¥ (2)).
Da dies bei festem z € A7 fiir alle w € D erfiillt sein muss, konnen wir
Ui ()Pn(2) = r(2)Yx(2) =0 und  ¢e(2) =9y (z) =

folgern, womit sich

0 = ¢ (2)¥r(2) — YL(2)Vx (2) = Vi (2) (Vx(2) — ¥r(2))
und daraus wegen ¥y (z) # 0 letztlich ¥k (z) = 1r(z) ergibt. Die beiden
holomorphen Funktionen g, v € O(Al,@) stimmen also auf der offenen
Menge A und daher nach dem Identitétssatz auf ganz A, lberein. Es
gilt also Q(K) = Yi (A1) = Yr(Ay) = Q(L), womit die Behauptung K = L
gezeigt ist. 0

Neben D und [-2,2] gibt es also keine weiteren multiplikativen Kompakta:
Ist néimlich L C C multiplikativ, so stellt (FX)%, eine Kette dar, welche nach
Korollaréihnlich zu (FX)> | fir K = Doder K = E = [~2,2] ist. Lemma
6.28 zeigt dann, dass L = D oder L = E = [~2,2] gelten muss. Wir halten
fest:

KOROLLAR 6.29. Die zulissigen Kompakta
K=D und K=FE=][-272

sind die einzigen multiplikativen Kompakta.



KAPITEL 7

Radiale Abhangigkeit

Betrachten wir die Tschebyscheffpolynome zur abgeschlossenen Einheitskreis-
scheibe K = D oder zum Intervall K = [—2, 2], so stellen wir fest, dass diese bei
,konformem Aufblasen” des zugrunde liegenden Kompaktums erhalten bleiben,
d.h. fiir jedes n € N gilt TX» = TX fiir alle r > r(K), wobei wir fiir 7 > r(K)
mit K, wieder das durch ¥ x(A,) = Q(K,) bestimmte zuldssige Kompaktum
bezeichnen (vgl. Definition [2.9). Nach dem zweiten Satz von Heuser-Mohr
hat dies zur Folge, dass T = FX fiir alle n € N erfiillt sein muss. Ahnlich wie
durch die Charakterisierung der multiplikativen Kompakta in Korollar [6.29]
wird den Kompakta K = D und K = [-2,2] hierdurch eine Sonderstellung
gegeniiber anderen Kompakta, wie etwa den von Hypocycloiden umrandeten
Kompakta H,, aus Beispiel 2.19] zuteil.

In diesem letzten Kapitel wollen wir dieses Phénomen genauer verstehen, in-
dem wir fiir ein zuldssiges Kompaktum K C C untersuchen, wann ein belie-
biges normiertes Polynom als Tschebyscheffpolynom fiir ein K, mit r > r(K)
auftreten kann.

1. Bezeichnungen

In diesem Abschnitt sei K C C ein zuléssiges Kompaktum und P € P}(C) fiir
ein n € N ein holomorphes Polynom.

DEFINITION 7.1. Sei B := {Qo, ...,Q,_1} eine beliebige Basis von P<,_1(C).
(i) Fir v =0,...,n — 1 definieren wir durch
(U, P) (¢ 2) = P(Ur(20)Qu (Vi (2Q))  fiir (€T, 2 € Ay
eine Funktion
WS P T XAl —C
(ii) Damit erhalten wir durch
VPP = (V5 ,P,..., V5 | P)
eine Funktion
WP T x Al — C".
(iii) Fur r > r(K) definieren wir die Mengen
My (P, K,r) :={C€T; [P(Yx(rQ)| = IPlx.}
und

YE(P,K,r) = conv {(VEP)((,r); ( € M,(P,K,r)} CC".

129
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Wir halten im folgenden Lemma unsere ersten Beobachtungen fest:

LEMMA 7.2. Ist B := {Qo,...,Qn_1} eine beliebige Basis von P<,_1(C), so
gilt firv e {0,...,n—1}:

(i) Fiir alle ¢ € T ist die Funktion (V5 ,P)(¢,-) : Ay — € holomorph.
Insbesondere stellt dann auch (VEP)((,-) : A%y — C" eine holo-
morphe Funktion dar.

(ii) Fir alle = € A ) gehdrt die Funktion (U8 ,P)(-,2) : T — C zu 20,
der Wiener—Algebrﬁﬂ d.h. (U5, P)(-, ) besitzt eine absolut konvergen-
te Fourierreihendarstellung der Form

(W8,P)(C,2) = (WE,P)(2),¢"  CeT.
keZ

Dariiber hinaus sind die hierdurch gegebenen Funktionen

—

A:(K) —C" 2z (‘IJE,VPX"Z)

k
mit k € Z holomorph.

Beweis. (i) Fiir ¢ € T sind offenbar die Funktionen

z+— P(Yk(2Q)) und 2 Q,(Vk(Z¢)) mitv=0,...,n—1

auf A7 ;) holomorph, sodass auch deren Produkt (U5, P)(¢, ) holomorph ist.
Beachten wir nun, dass Holomorphie C"-wertiger Funktionen équivalent zur
komponentenweisen Holomorphie ist, so ergibt sich bereits die Giiltigkeit der
Behauptung (i).

(ii) Ist umgekehrt z € A7 (k) vorgegeben, so stellt

w = P(px (2w))Qy (Vi (Zw))

fiir v = 0,...,n — 1 eine auf einer offenen Umgebung von T beliebig oft re-
ell partiell differenzierbare Funktion dar, sodass deren Einschrankung auf T
insbesondere zu C*(T) gehért. Da bekanntlich schon C*(T) C 20 gilt (vgl.
Theorem 1.6.2 in [Kat04]), gehoren diese zur Wiener-Algebra 20 und besitzen
somit eine absolutkonvergente Fourierreihenentwicklung der Form

(U8, P)(¢,2) =Y (U5, P)(2),¢5, (€T,

kEZ
wobei sich die Fourierkoeffizienten geméaft der Formel

(WEP)(,2), = / (W8, P)(C, ) Fdm((),  keZ

berechnen lassen. Hierbei bezeichnen wir mit m das normalisierte Lebesgue-
Mafs auf T. Die bekannten Sétze iiber parameterabhéngige Integrale liefern
nun unter Beachtung von (i) fiir alle k£ € Z die gewiinschte Holomorphie der
Abbildung

—

Ai(K) - C? z = <\P57VP)(.7Z)]€7

IFiir mehr Details zur Wiener-Algebra 2 sei auf Abschnitt 1.6 in [Kat04] verwiesen.
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womit auch (ii) bewiesen ist. O

DEFINITION 7.3. Fiir eine beliebige Basis B von P<,,_1(C) und alle r > r(K)
setzen wir

UB(P,K,r) := LH{((wgﬂ.,mk) v=0,...,n— 1} VA

keZ’
Wir bemerken

LEMMA 7.4. Fiir alle r > r(K) ist US(P, K,r) von der speziellen Wahl der
Basis B unabhdngig. Den hierdurch fiir r > r(K) bestimmten Untervektorraum
von (1(Z) bezeichnen wir mit U, (P, K,r).

Beweis. Sei r > r(K) beliebig und fest vorgegeben. Wir definieren eine
sesquilineare Abbildung

[, 1%+ P(C) x P(C) — C>(T)

durch
[Q1, Q)" (C) := Q1 (¥ (r€)) Q2 (Vi (1€)), fir Q1,Q2 € P(C)und ¢ €T

und damit eine weitere sesquilineare Abbildung

[, 1% : P(C) x P(C) — £(Z)
durch

[ 1% =20, %,
wobei wir mit ¢ die durch
1 C%(T) = (Z), | (i)rez

bestimmte lineare Abbildung bezeichnen. Wir stellen nun fest, dass damit fiir
eine Basis B = {Qo,...,Qn_1} von P<,_1(C) die Beziehungen

(‘I’S,VP)('/”) =[P, QV]K firallev =0,...,n—1

bzw.

—

((‘I’g,yp)('ﬂ’))kez =[P,Q,]* firaller =0,...,n—1

gelten. Insbesondere erhalten wir

—

UB(P,K,r) = LH{((xpg,,P)(-,r)k)kez; V:O,...,n—l}
= LH{[[P,QV]]K; 1/20,...,71—1}

— LH{[P.QI; Q € P&, 1(C)}

womit die Unabhingigkeit von UP(P, K,r) von der speziellen Wahl der Basis
B bewiesen ist. O

Im Folgenden bezeichnen wir mit

(-,-y: €NZ) x £°(Z) — C
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das durch
(@r)rez: Wlkez) = Y _xpyr  fiir alle (vx)rez € £1(Z), (yi)kez € (7(Z)
keZ
definierte Dualsystem. Dieses ist bekanntlich perfekt, d.h. durch

02(Z) — LNZY, (y)rez = (-, (Yr)kez)

ist ein isometrischer Isomorphismus zwischen ¢*°(Z) und dem topologischen
Dualraum (*(Z)’ von (*(Z) gegeben.

Ist M C (*(Z) eine beliebige Teilmenge, so kénnen wir daher den Annihilator

Li={pctZ); Yo e M: ¢(x) =0}
auch als Untervektorraum von ¢°°(7Z) auffassen.
DEFINITION 7.5. Fiir alle r > r(K) bezeichnen wir mit A,,(P, K,r) den durch
An(P,K,7) :=U,(P,K,r)*

bestimmten Untervektorraum von ¢*(Z)’, den wir geméf obiger Vorbemerkung
als Untervektorraum von ¢>(7Z) auffassen. Wir setzen dariiber hinaus

Zo(P,K,r) == conv {(("rez; ¢ € Mo(P,K,7)} C (>(Z).
Welche Bedeutung diesen Rdumen zukommt, zeigt nun

SATZ 7.6. Mit den Bezeichnungen dieses Abschnitts sind fir r > r(K) die
folgenden Aussagen dquivalent:
(i) P ist das n-te Tschebyscheffpolynom fir K,.
(ii) Es gibt eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf M, (P, K, r),
sodass die durch

B(Q1,@2) = Y MOQi(x(r)Q2(vx(r())

CEM(PK,r)
fir Q1,Qa € P<,(K,) definierte Sesquilinearform
B P<n( ) X P<n( 7") —C

eine Faber-Sesquilinearform fiir (PL(K,), || - P) darstellt.
(iii) Fir jede Basis B von P<,—1(C) ist die Bedmgung 0 € Y5(P K,r)

erfillt.
(iv) Es gibt eine Basis B von P<,_1(C), sodass 0 € Y,5(P, K, r) erfiillt ist.
(v) Es gilt

A (P, K, r)N Z, (P, K,r) # 0.
Insbesondere liefert eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf der Men-

ge M,,(P, K,r) genau dann eine Faber-Sesquilinearform fir (P K,), ||| ., P),
wenn die Bedingung

Z )‘(C)(Ck>k€Z € An(Pa Ka T)
CeEMy, (P,K,r)
erfillt ist.
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Beweis. Die Giiltigkeit der Aquivalenz (i) < (ii)“ haben wir bereits in
Korollar m gesehen. Die Aquivalenz von ,(ii) < (iii)* ergibt sich unmittelbar
aus dem Satz von Rivlin-Shapiro und Korollar [3.18] (und den dortigen
Beweisen). Dariiber hinaus ist die Implikation ,,(iii) = (iv)* trivial.

Um die noch fehlenden Aquivalenzen anschliefien zu kénnen, bemerken wir
zunéchst, dass bei einer beliebigen Basis B von P, _1(C) fiir alle ¢ € T und
v=0,....,n—1

(7.1) <((‘PB P)1) ) rezr (C)eea) = D (W5, P)(,7),¢F = (W5, P)(C, )

keZ
erfiillt ist. Damit erhalten wir fiir jede Konvexkombination der Form

A= > MO(CPhrez:
CeEMp(P,K,r)
zu einer endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf M, (P, K, r) und fiir alle
v=20,...,n—1 die Bezichung
(B, P)7),) e A)

= > MOUEPI),) e (€ cs)

(72) CEM,(P,K,r)
()
TS \O@E, P,
CeMn(P,K,r)

Sei nun die Aussage (iv) erfiillt, d.h. wir finden eine Basis B von P<,_1(C),
sodass 0 € Y5(P, K, r) gilt. Definitionsgemi® gibt es also eine endliche Wahr-
scheinlichkeitsverteilung A auf M, (P, K,r) mit

D AP r) =0
CeEMy,(P,K,r)
oder gleichbedeutend
> ANOWEP)¢r) =0  firr=0,...,n-1
CEMy, (P,K,r)
Nach Gleichung ([7.2)) erfiillt die zugehorige Konvexkombination
A= Z )\(C)(Ck>k€Z € Zn(P7 K7 T)
CEMy, (P,K,T)

fiir alle v =0,...,n — 1 die Bedingung
<((\I/§7VP>(',T>’€)]€€Z,A> = 07
d.h. A ist in
_— 1
LH{((\IIE’VP)(-,r)k)keZ; v=0,....n— 1} = AB(P,K,r) = A, (P, K, )

enthalten. Zusammenfassend folgt also A € A, (P, K,r)NZ, (P, K, r) und damit
die Giiltigkeit der Aussage (v).
Ist umgekehrt (v) erfiillt, d.h. gibt es ein A € A, (P, K,r) N Z,(P, K,r), so
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finden wir nach Definition von Z,, (P, K, r) eine Konvexkombination fiir A der
Form

A= Y MOz

CeMn(P,K,r)

mit einer endlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf M, (P, K,r). Wegen
A € A,(P,K,r) erhalten wir fiir eine beliebige Basis B von P<,_1(C) die
Eigenschaft

—

<((\Ij§,l/P)(’ r>k)k€Z’ A> =0
fir v =0,...,n — 1, sodass sich mit Rechnung (7.2)) unmittelbar
D MOWEP)Cr) =0
CEM, (PK,r)
fir v =0,...,n — 1 ergibt, womit (iii) gezeigt ist:
0= Y ANOWEP)( ) €YE(PK,r)
CEM, (P,K,r)

Da eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung A auf der Menge M, (P, K, )
genau dann eine Faber-Sesquilinearform zu (PL(K,), ||| x,, P) induziert, wenn
die zugehorige Konvexkombination in Y5(P, K, r) die Eigenschaft

>0 MO =0
CEM,,(P,K,r)
hat, und dies nach den vorangegangenen Rechnungen dquivalent zu
S MO ez € Au(P K, )
CEM,,(P,K,r)

ist, haben wir auch den Zusatz der Behauptung gezeigt. 0

2. Ausbau der Charakterisierung

Mit Satz erlauben die im vorangegangenen Abschnitt definierten Objekte
eine alternative Charakterisierung der Tschebyscheffpolynome. Daher wollen
wir diese nun genauer untersuchen.

2.1. Das Dimensionsargument. Wir berechnen in dem nachfolgenden
Lemma zunéichst die Dimensionen der auftretenden Vektorraume.

LEMMA 7.7. Sei K C C ein zulissiges Kompaktum und P ein Polynom aus
PL(C) fiir ein n € N. Fiir alle r > r(K) gilt

dimU,(P,K,r)=n

und entsprechend
codim A, (P, K,r) = n.
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Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die Folgen
((\II7BL,VP)(7T)k)kEz’ VZO,...,TL—l

fiir eine beliebige Basis B = {Qo, ..., Qn-1} von P<,_1(C) linear unabhingig
sind. Hierzu geben wir uns beliebige wy, . ..,w,_1 € C vor, fiir welche

Zw,, \PB P )k)keZ =0

erfiillt ist. Fiir alle ¢ € T erhalten wir dann speziell (vgl. (7.1))

0 — <Zw,, \IJB LP)( )k)kez’(gk)kez>

- Zwy (W, P)(-s), ) e (CFez)

= Z Wu(‘ljg,up) <C7 T)'

Nach Definition von W5 P ergibt sich damit weiter

n—1
0 = > w, (¥, P)¢r)
v=0

- (wK TC <Zwal/ Q/}K TC)))
= PWK(TQ)QWK(TC));

wobei wir mit () das durch
n—1
= Z w_VQV
v=0

bestimmte holomorphe Polynom bezeichnen. Insbesondere verschwindet die
Funktion w — P(w)Q(w) auf

{(r(); €T} = 0K,

sodass () auferhalb der hochstens endlich vielen Nullstellen von P auf 0K,
identisch 0 sein muss. Nach dem Identitatssatz gilt also () = 0 und damit

n—1
Z w_VQV =0
v=0

Da die Polynome Q, ..., Q,_1 als Basis von P<,_;(C) linear unabhéngig sind,
muss daher also wg = - - = w,,_1; = 0 gelten, womit die lineare Unabhéngigkeit
der Folgen

(W5, P)(7),) e
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in ('(Z) bewiesen ist. Somit stellt

—

U.(P,K,r) = US(P,K,r) = L { (W5, P)(7),) pegs ¥ = 0s.eeymt — 1}
wie behauptet einen n-dimensionalen Untervektorraum von ¢'(Z) dar. Wegen
A, (P, K,r) = U, (P, K,r)" gilt nach [A.2] weiter

>°(Z7) A (P, K, ) = (Y(Z) |U (P, K,r)" 2 U,(P,K,r) =C"
uns daher
codim A, (P, K,r) = dim (KOO(Z)/ATL(P, K, 7")) =n,
womit auch der zweite Teil der Behauptung bewiesen ist. 0

DEFINITION 7.8. Ist F ein beliebiger Untervektorraum von ¢*°(Z), so definie-
ren wir den kanonischen Epimorphismus

wF: (L) = L7(Z)F.
Wir erhalten damit das folgende

KOROLLAR 7.9. Set K C C ein zuldssiges Kompaktum und P ein Polynom
aus PL(C) fiir ein n € N. Weiter seien fiir r > r(K)

e cin Untervektorraum F von A, (P, K,r) von endlicher Kodimension
in >(Z)
e cine endliche Teilmenge G von M, (P, K,r)

vorgegeben, sodass die Bedingung
(7.3) codim F < #G

erfillt ist. Dann gibt es eine nicht identisch verschwindende Abbildung A : G —
C mit der Figenschaft

> MO ke € F.

ceaq
Beweis. Sind die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt, so konnen wegen
dim (¢*(Z)/F) = codim F < #G

die #G Vektoren 7#((¢*)rez) mit ¢ € G in £*°(Z)/F nicht linear unabhéingig
sein, d.h. es gibt eine nicht identisch verschwindende Abbildung A : G — C
mit der Eigenschaft

Z MO mr(((Frez) = 0.

ceG
Es gilt also

oder gleichbedeutend
Z MO rez € F,

ceG
womit die Behauptung bewiesen ist. 0
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Wollen wir also das Polynom P € P!(C) als das n-te Tschebyscheffpolynom
zu K, fiir ein zuldssiges Kompaktum K C C und ein r > r(K) entlarven,
so bendtigen wir geméf Satz eine Konvexkombination der Folgen (¢*)gcz
mit ( € M,(P, K,r), welche in A, (P, K,r) enthalten ist. Beachten wir, dass
nach Lemma die Bedingung codim A,,(P, K, r) = n erfillt ist, so liefert uns
das in Korollar formulierte Dimensionsargument zumindest eine komple-
xe Linearkombination, falls M, (P, K,r) aus mindestens n + 1 verschiedenen
Punkten besteht. Im Hinblick auf Satz ist diese Forderung auch wenig
verwunderlich.

2.2. Zusatzliche Struktur. Es stellt sich nun unweigerlich die Frage, ob
sich dieses Dimensionsargument unter gewissen zuséatzlichen Voraussetzungen
derart ausbauen ldsst, dass man anstelle einer im Allgemeinen komplexen Li-
nearkombination die benétigte Konvexkombination konstruieren kann. Dass
dies tatsdchlich moglich ist, werden wir im Folgenden sehen.

Die wesentliche Idee dabei ist, den in Lemma betrachteten Objekten eine
genauere Struktur zu geben. Hierzu bendtigen wir

DEFINITION 7.10. Fir alle ¢ € T bezeichnen wir mit Mé den durch
Mé D U(Z) — L2(Z), (Th)rez = (Ckl’k)kez
bestimmten Operator aus £(¢>°(Z)) mit ||M{|| = 1.

DEFINITION 7.11. Ist G eine beliebige endliche Teilmenge von T, so bezeichnen
wir mit (G) den komplexen Vektorraum aller Abbildungen A : G — C. Ferner
definieren wir in dieser Situation die Abbildung

Oc : UG) = L2(Z), A= > MO)(CH ez
(e@
DEFINITION 7.12. Fiir jedes v € Z fithren wir durch
0y 1 U(Z) — C, (zk)pez — T

ein stetiges lineares Funktional auf ¢*°(Z) ein.
Wir kénnen nun unsere zentrale Idee in der folgenden Proposition formulieren:
PROPOSITION 7.13. Sei K C C ein zuldssiges Kompaktum und P ein Polynom
aus PH(C) fiir ein n € N. Weiter seien fir r > r(K)

(i) eine endliche (multiplikative) Untergruppe G von T, die in M, (P, K,r)

enthalten ist

(ii) ein Untervektorraum F von A, (P, K,r) von endlicher Kodimension
in (*(Z), der unter allen Operatoren M{ mit ¢ € G invariant ist

vorgegeben. In dieser Situation ist die Bedingung

(7.4) ker(mr 0 ©¢) € ker(dp 0 O¢)
genau dann erfillt, wenn

1
(7.5) e > (Fez € F C Au(P. K1)

ce@
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gilt. Gilt also eine (und damit beide) der dquivalenten Bedingungen, so folgt
nach Satz dass schon T = P sein muss.

BEMERKUNG 7.14. Die in obiger Proposition gestellte Bedingung (|7.4))

impliziert insbesondere

ker(mz 0 ©g) # {0},
d.h. es muss ein 0 # A € ¢(G) mit O¢(\) € F geben. Dies wurde in Korollar
durch die Dimensionsbedingung ([7.3)) erzwungen.

Beweis von Satz [7.13] Die Forderung ([7.4)) impliziert, dass es eine nicht-
triviale Abbildung A : G — C geben muss, fiir die

A= @G Z )\ fk keZ
£eG
einerseits in F C A, (P, K,r) enthalten ist, aber andererseits nicht in ker(dy)

liegt. Wir setzen dann
0= M) =d(A) #0.

Weil nun F nach Voraussetzung unter allen Operatoren M, é mit ( € G invariant
ist, folgern wir

ZA(C_l keZ—Z)\ (¢rer Jkez = M{A € F.

£eG eq
Somit ist wegen
STMA =3 ST E ez = 3 (ZA (e ) (s = 0 3 ez
ceqG CeqG EeG {eG\ ceG feG

N~
=0

auch

o> (ez =Y MAE€FCA(PK,r)
£eGq CeG

und damit (7.5 erfiillt ist. Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit von ((7.5)), dass
die durch

A G—C, CHL

#G
definierte Gleichverteilung auf G in ker(mz o ©¢) enthalten ist, wihrend offen-
bar A nicht in ker(dy o0 O) liegt, d.h. es muss (7.3)) gelten. O

Anhand des Beweises zu Proposition iiberzeugt man sich leicht, dass wir
die dort unter (ii) formulierte Invarianzforderung an den Unterraum F von
(>°(Z) zu der Forderung

M:(F) C Au(P,K,r)  fiir alle ¢ € G

abschwiichen konnen, ohne die wesentliche Implikation P = T+ einzubiifien.
Genauer erhalten wir:
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KOROLLAR 7.15. Sei K C C ein zuldssiges Kompaktum und P ein Polynom
aus PY(C) fiir ein n € N. Weiter seien fiir r > r(K)
(i) eine endliche (multiplikative) Untergruppe G von T, die in M,,(P, K, )
enthalten ist

(ii) ein Untervektorraum F von A,(P, K,r) von endlicher Kodimension
in (>°(Z) mit

M(F) C A, (P, K,r) fir alle ¢ € G

vorgegeben, sodass die Bedingung

(7.6) ker(mr 0 O¢) € ker(dp o O¢)
erfillt ist. Dann gilt
1
(77) %Z(Ck”cel S An(Pv Ka T),
ce@

sodass nach Satz|7.6| bereits TX" = P sein muss.

Im Hinblick auf weiterfiihrende Untersuchungen, die es eventuell sogar ermog-
lichen, das Eintreten des Falls

ker(mz 0 ©¢) C ker(dp 0 O¢)

a priori auszuschlieffen, scheint mir die gewahlte stiarkere Forderung aber ge-
eigneter zu sein. Wir werden in einem spéteren Abschnitt feststellen, dass
zumindest in den beiden wichtigsten Fillen K = D und K = [-2,2] diese
starkere Bedingung auch tatséchlich zu erfiillen ist.

2.3. Die Invarianzforderung. Um die Invarianzforderung (ii) aus Pro-
position besser verstehen zu konnen, bendtigen wir einige weitere Bezeich-
nungen:

DEFINITION 7.16. Fiir ¢ € T definieren wir den Operator
M : €MZ) — (1(Z), (zi)rez = (CFx1)ies

aus L(¢*(Z)) mit |[M;]| = 1 und zudem den linearen Operator
Te: CF(T) — C2(T), f—=T¢f,

wobel wir (T f)(z) := f((z) fiir alle z € T setzen. Wie zuvor sei
1 O%(T) = £1(2), > (firez

Es gilt dann

LEMMA 7.17. Fir alle ( € T kommutiert das folgende Diagramm:

T;

C°(T) —> C>(T)

o |o

A(z) —~ e(2)
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Beweis. Fiir alle f € C°°(T) rechnen wir nach, dass

Teh = 5 [T dm(e)

2
1 —k
- > /T F(C2)= dm(2)
- %Af<z><<—lz>‘kdm<z>

= 5 [ 1)

= '
fiir alle £ € Z und daher
(OT) f = O(Tef) = (Tef ke = (¢ Fidvez = Mc(fidrez = (M) f
erfiillt ist. Wir erhalten also
T, = M:P
und damit die Behauptung. O

Versehen wir den Unterraum C*°(T) von C(T) mit der eingeschrénkten Supre-
mumsnorm || - ||r, so erhalten wir einen normierten komplexen Vektorraum.
Ist nun G C T eine endliche (multiplikative) Untergruppe von T, so iiberzeugen
wir uns leicht, dass ||T;|| = 1 fiir alle ( € G gilt und durch

T: G— GL(C™(T)), (—1T¢
ein Gruppenhomomorphismus gegeben ist. Ebenso stellt auch
M : G — GL((*(Z)), ¢ — M;

einen Gruppenhomomorphismus dar. Dariiber hinaus ist ® : C*(T) — (*(Z)
linear, stetig und (nach Theorem 2.7 in [Kat04]) injektiv

Seien nun ein Polynom P € P!(C) mit n € N und eine Basis B = {Qq, ..., Qn_1}
von P<,_1(C) gegeben. Fiir r > r(K) definieren wir dann den Unterraum

VB(P, K,r) = LH {(\I’SVP)(-,T); v=0,...,n— 1},
von C*°(T). Mit der im Beweis zu Lemma [7.4] definierten Sesquilinearform
[, + P(C) x P(C) — C>(T),
von welcher wir dort
Ul P(-,7) = [P,Q,~ firallev =0,...,n—1
festgehalten haben, iiberzeugt man sich leicht, dass V5(P, K, r) wegen
VE(P, K1) = LH{[P,Q"; Q € Py 1(O)

von der speziellen Wahl der Basis B unabhéngig ist. Wir schreiben daher
einfach V,,(P, K,r) statt VB(P, K,r). Dariiber hinaus stellen wir fest, dass
OV, (P, K,r)) =U,(P,K,r) gilt.
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Wegen Lemma liefert uns nun Lemma eine (ordnungserhaltende) Ab-
bildung
w: Jp(C=(T),Vo(P, K, 1)) — JM(él(Z), Ul(P,K,r)), Vi ®V).

Hierbei sind (ebenfalls nach Lemma [B.1)) die Mengen J7(C*(T), V,,(P, K,))
und Iy (€1(Z), Uy (P, K, 7)) nicht leer.

Wir halten noch die folgende, nach Definition des Dualsystems (¢*(Z), (>*(Z))
offensichtliche Tatsache fest:

LEMMA 7.18. Fiir alle x € (1(Z) und y € (>(Z) gilt
Beziiglich (-, -) ist also M der zu M, transponierte Operator.

Da wir offenbar auch durch
M': G — GL({>(Z)), ¢+ M
einen Gruppenhomomorphismus erhalten, liefert uns Lemma [B.2] wegen Lem-
ma eine (ordnungsumkehrende) Abbildung
W' Ty ((NZ), Un(P K, 7)) — Ty (0(Z), An(P, K, 7)), U — U
Da Ty ((1(Z),Un(P, K, 1)) auch Ty (€°(Z), A, (P, K,r)) nicht leer ist, finden

wir in der Tat einen unter M/ fiir alle ¢ € G invarianten Unterraum F von
¢°°(T) mit endlicher Kodimension, der dariiber hinaus in A, (P, K, r) enthalten
ist. Genauer gilt noch: Wir kénnen einen der Forderung (ii) in Proposition[7.13]
geniigenden Unterraum JF aus einem endlichdimensionalen Unterraum V' von
C>°(T) konstruieren, der unter den Operatoren 7, mit ¢ € G invariant ist und
noch den Unterraum

V(P K,r) = LH {(\IJE’VP)(-,T); v=0,...,n— 1}
enthélt.

3. Anwendungsbeispiele

Wir wollen nun den in den beiden vorangegangenen Abschnitten entwickelten
Zugang in einigen Beispielen erproben.

BEISPIEL 7.19 (abgeichlossene Einheitskreisscheibe). Fiir die abgeschlossene
Einheitskreisscheibe D ist wegen

Vg A — QD) 22

offenbar D, = D(0,r) fiir alle r > 1 = r(D). Ist ein beliebiges n € N fest
vorgegeben, dann wahlen wir B := {ey, ..., e,_1} als Basis fiir P<,,_1(C) und
rechnen nach:

(i) Fir alle r > 1 gilt
M,(e,,D,r) =T.
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(ii) Fiir alle v =0,...,n—1und alle ( € T, z € A} ist

(Uren)(C2) = en(¥5(C2))en (¥5(C2)) = 2" ¢,
Insbesondere ergibt sich fiir alle » > 1:

((qjg,uen)('v r)k)kEZ = (rn—i_ydk,nfu)kez

(iii) Fiir r > 1 ist damit

Vi(en,D,7) = VB(e,,D,r)

= LH {T”Jr”en,,,\qy; v=0,...,n— 1}

= LH{6V|T; Vzl,...,n}

und
Un(en?ﬁ7r> - UE(‘?n,E,T)
= LH {(Tn+y5k,n—u)kez; v=0,...,n— 1}
= LH {(5k,u)kez; v=1,... n}
und

An(en,D,r) = Un(en,D,r)*
i
= LH {(5kz,u)kez; v=1,... ,n}
= {(yk)kez S goo(Z); VeE=1,....,n: y = O}.

Insbesondere ist A,(e,,D,r) von der speziellen Wahl von r > 1 unabhéingig.

Setzen wir G := fi,41(C) und F := A,(e,,D,r) fiir ein r > 1, so sind damit
offenbar die Voraussetzungen fiir Korollar (insbesondere ([7.3))) erfiillt. Da-
neben geniigt dies auch den formalen Forderungen in Proposition[7.13] Dass zu-
dem auch die Bedingung ([7.4)) gilt, schen wir aber leider erst dadurch, dass die
Gleichverteilung A auf G offenbar eine Faber-Sesquilinearform fiir (P}(D,), e,)
induziert und somit nach Satz A € ker(mr 0 ©g) gilt, obwohl A natiirlich
nicht in ker(dy 0 O¢) liegt.
BEISPIEL 7.20 (Intervall). Fiir £ = [—2, 2] gilt nach Beispiel

1

Yp: A — QE), z— 2+ —
2

und fiir alle » > r(E) = 1 stellt E, die Ellipse mit den Halbachsen r + 1
dar. Ist nun n € N beliebig aber fest vorgegeben, dann wéhlen wir die Basis
B={FF,...,FE |} von P<,_;(C) und halten fest:

(i) Fir alle r > 1 ist
Mo (FF . E,r) = p2,(C).
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(ii) Fir alle v =0,...,n—1und alle € T, z € A} gilt
(Un, EC2) = FP(Wn(C2)FF(Ye(Cz))

n . n 1 UV 1
- (o) (7 zs)

1
_ Zn—',-uCn—z/ +Zn—u<n+l/ + n_ug—(”‘*'l’) + -
z z

C—(n—l/)'

Damit ergibt sich unmittelbar

((qjg,va)(" r)k) kez r <5”—V7k)kez + (5”+Vvk)kez
1 1

o O-wrk) ez + o 0= #) e

(iii) Wir definieren fiir festes r > 1 den Unterraum
1

TTL*V

YV :=LH {UV = r"e, |t +
von C(T) und stellen fest, dass dieser
Vi(FE E,r)=VZ(FF E,r)CV
erfiillt. Weil ferner fiir alle { € po,(C) die Gleichung
— 1
(Tevu)(2) = vu(C2) = r"(C2)" ™" +

Tn—l/
fir alle v € {0,%1,...,n—1} gilt, ist V unter T; fir alle ¢ € p,(C) invariant.
Demnach erfiillt

U = V)
1

— 1H {rw (Bu-vi) e+ 2 (O-urnni)egs ¥ = 0, EL ., £(n - 1)},

die Bedingungen

e_tminlr; v =0,%1. .. £(n— 1)}

(C2) " =" (2),  2€T

U FE E,r)=UE(FF E,r)CU,
und
AFE BEr)=U,(FF E,r)* DU,
wobei U unter M, und U+ unter M fiir alle ¢ € p2,(C) invariant ist. Wegen
dimU < 2n — 1 stellen wir zudem auch codimU* < 2n — 1 fest.

Setzen wir G := i2,(C) und F := U+, so sind damit die Voraussetzungen zu
Korollar [7.9 erfiillt. Um aber iiber die formalen Bedingungen aus Propositi-
on auch die Giiltigkeit von nachweisen zu kénnen, miissen wir uns
wieder auf die Vorarbeit in Beispiel stiitzen, die dann aber das Resultat
iiberfliissig macht.

Bemerkenswert ist dennoch, dass wir die von r unabhéngige Gleichverteilung
auf G wahlen konnen, obwohl ¢/ und damit auch F in Abhéngigkeit von r
gewihlt werden miissen.






ANHANG A

Niitzliche Hilfsaussagen

Wir beziehen uns in dieser Arbeit auf die nachfolgende Variante des Argument-
prinzips, die sich in dieser Form in [AIb07| findet. Alternativ kénnte man an
den entsprechenden Stellen auch die unter Satz 7.8 in [FB06| angegebene Fas-
sung verwenden.

SATZ A.1 (Argumentprinzip). Sei ) C C offen, E C 2 ein Greenscher Bereich
und F € O(Q). Die Punkte zy, ...,z € int(E) seien Polstellen der Ordnung
ni,...,ng emer auf Q\{z1, ..., zi} holomorphen Funktion f, die auf OFE keine
Nullstellen habe. Dann hat f héchstens endlich viele Nullstellen wy, ..., w; der
Ordnung mq, ...,my in int(E). Es gilt:

1 f'(2) ! k
2mi 0LE ) f(z) = p; mpEp) - anF(zq)~

q=1

Von Bedeutung wird auch das nachfolgende Korollar aus dem Satz von Hahn-
Banach sein, welches sich etwa als Ubungsaufgabe 6.2 in [AlbO8] und als Satz
I11.1.10 in [Wer07] findet.

KOROLLAR A.2. Sei (X, ||-]|) ein Banachraum und U C X ein abgeschlossener
Unterraum. Zu jedem ¢ € U’ finden wir dann mit dem Satz von Hahn-Banach
eine Fortsetzung v € X' und wir setzen s(¢) := ¢ + UL. Hierdurch ist dann
eine wohldefinierte Abbildung

s: U — X' Ut

gegeben. Versehen wir X' /UL mit der Quotientennorm , so stellt s sogar einen
1sometrischen Isomorphismus dar.

Das folgende Lemma fasst ein einfaches, aber in dieser Arbeit héufig verwen-
detes Argument:

LEMMA A.3. Sei m € N gegeben. Dann ist durch
1 — ;
(F.9hmi=— > f(Qa(Q)  fir f.g€C(T)

CEUm ((C)
eine Sesquilinearform

(,)m: C(T)xC(T) - C
definiert. Diese erfillt

1, k=1 mod m
<6k76l>m -
0, k%11 mod m

145
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fir alle k,l € Z. Insbesondere gilt daher:

& 1, k=0 mod m
Z ¢ = {ews opm = 0, %0 mod m
Ceﬂm (©) ’

Beweis. Dass durch (-, -),, in der Tat eine Sesquilinearform definiert wird,

ist nach Definition offenkundig. Sind nun k,l € Z beliebig vorgegeben, so
erhalten wir

eeda=— 3 al@ald =+ Y o

¢epm(C) ¢epm(C)

Gilt nun £ = [ mod m, was gleichbedeutend ist mit k—! = 0 mod m, dann gilt
offenbar (*~! =1 fiir alle ¢ € p,,,(C) und damit, wie erwartet, {ex, e;),, = 1.
Gilt andernfalls £ # [ mod m oder gleichbedeutend £ — [ % 0 mod m, so
erhalten wir (unter Verwendung der bekannten Formel fiir die geometrische
Summe) unmittelbar

m—1
1 _ 1 j(k—1
(erset)m = m Z Ckl: EZCS( )
Ceum(c) J=0
1@t
- _Z T FT =0
0

wobei wir mit (, die prlmltlve m-te Einheitswurzel (, := exp ( ) bezeichnen
und beachten, dass (¥~ in diesem Fall von 1 verschieden ist. O]

Hilfreich wird uns auch das folgende Argument sein:

LEMMA A.4. Sei P € P,(K) ein beliebiges komplexes holomorphes Polynom
vom Grad n auf einem Kompaktum K C C, welches aus mindestens n + 1
Punkten besteht. Ist fiir k € N die Bedingung

(A.1) P(¢z) =("P(z) fiir alle z € K und ¢ € ux(C),
so gilt
Pe LH{ej]K; j€40,...,n}, j=n mod k}

Beweis. Da nach Voraussetzung #K > n + 1 gilt, bildet das System & :=
{eo|k, .. en|k} eine Basis von P<,(K). In der Tat ist fiir n + 1 paarweise
verschiedene Punkte zg, ..., z, € K die Vandermonde-Determinante

De(zo, ...y 2n) #0,

weshalb jede Linearkombination von 0 € P<,(K) nur trivial sein kann. Wir
finden daher fiir P eine eindeutige Darstellung der Form

(A.2) P(z) = apn2" + -+ + a1z + ao, ze K
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mit Koeffizienten ay, ..., a, € C. Fiir alle ¢ € p(C) kénnen wir damit wegen
(A.1) nachrechnen:

n

P(z) =("P(C2) =) (4,07, z€eK

§=0
Ist ¢ primitiv, also etwa ( = exp(%), so liefert die Eindeutigkeit der Darstel-

lung von P, dass
a;(77" = a, fir alle j € {0,...,n}
oder gleichbedeutend
(A.3) a;(("=1)=0 fir alle j € {0,...,n}
gelten muss. Fiir alle j € {0,...,n} mit j —n # 0 mod k erzwingt
bereits a; = 0. Also ist
P = Z aje;| i,

j€{0,...,n}
j=n mod k

womit die Behauptung bewiesen ist. U






ANHANG B

Endlichdimensionale invariante Unterraume

Fiir einen normierten komplexen Vektorraum F bezeichnen wir im Folgenden
mit GL(F) die Gruppe der stetig invertierbaren Operatoren in L£(E) (mit der
Komposition o als Verkniipfung).

e Ist G eine endliche Gruppe und A : G — GL(F) ein Gruppenhomo-
morphismus, so bezeichnen wir fiir einen endlichdimensionalen Unter-
raum F' von F mit

3A(l? ) F )
die Menge aller endlichdimensionalen Unterrdume von E, die F' ent-
halten und zudem unter A(g) fiir alle g € G invariant sind.

e Ist G eine endliche Gruppe und A : G — GL(FE) ein Gruppenho-
momorphismus, so bezeichnen wir fiir einen Unterraum F' von F mit
endlicher Kodimension mit

TA(E,F)
die Menge aller Unterrdume von E mit endlicher Kodimension, die in
F enthalten sind und zudem unter A(g) fiir alle g € G invariant sind.

Fiir einen Operator 7' € L(F) bezeichnen wir mit 7" den transponierten Ope-
rator, d.h. den durch
T: FE —FE, ¢r—0¢oT

definierten Operator 7" € L(E'). Ist A : G — GL(F) ein auf einer endli-
chen abelschen Gruppe G definierter Gruppenhomomorphismus, so ist damit
offenbar auch

A': G — GL(E"), g— Ag)
ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

LEMMA B.1. Seien E und F zwei normierte komplexe Vektorrdume und sei
® : E — F ein injektiver, stetiger, linearer Operator. Weiter seien A : G —

GL(E) und B : G — GL(F) auf der gleichen endlichen Gruppe G definierte
Gruppenhomomorphismen, die fir alle g € G die Bedingung

®oAg)=B(g)o®

erfillen. Ist nun Ey C E ein endlichdimensionaler Untervektorraum, so gilt
(1) Ja4(FE, Ey) ist nicht leer.
(ii) Wir haben eine ordnungserhaltende Abbildung

w: Ja(E, Ey) — Ip(F, Fy), Uw— ®(U)
(i) Fir alle U € T4(E, Ey) gilt dimU = dimw(U).
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Beweis. (i) In der Situation des Lemmas definieren wir den Unterraum

U= Alg)(E)

geG

von E, der offensichtlich endlichdimensional und unter allen Operatoren A(g)
mit ¢ € G invariant ist und dartiber hinaus Fy = A(e)(Ey) (wobei e € G das
neutrale Element bezeichnet) enthélt. Es gilt also U € J4(FE, Ey) und damit
die Behauptung (i).

(ii) Sei U € J4(F, Ey) beliebig vorgegeben. Dann stellt ®(U) einen endlichdi-
mensionalen Untervektorraum von F dar (da U nach Definition von J4(F, Ey)
endlichdimensional ist), der Fy = ®(Ey) C ®(U) (wegen Ey C U) erfiillt und
fiir g € G wegen

B(g)y = B(g)(®x) = (B(g) o ®)x = (P 0 A(g))x = ®(A(g)x) € (V)

fur alle y = &z € ®(U) mit x € U unter B(g) invariant ist. Man beach-
te hierbei, dass A(g)z € U fir x € U gilt, da aufgrund der Voraussetzung
U € J4(E, Ey) der Unterraum U von E unter A(g) invariant ist. Definitions-
gemék gilt also ®(U) € Tp(F, Fy), d.h. w ist wohldefiniert. Dass w dariiber
hinaus auch ordnungserhaltend ist, ist nach Definition der Abbildung offen-
sichtlich.

(iii) Da @ injektiv ist, sind fiir alle U € J4(F, Ey) die Vektorrdume U und ®(U)
vermoge der Abbildung ®|; isomorph, besitzen also die gleiche Dimension. Es
folgt

dimU = dim®(U) = dimw(U) fir alle U € Ja(E, Ey)
und damit die Behauptung (iii). O
LEMMA B.2. Sei F' ein komplexer Banachraum und sei
() FxF = C, (2,6) - 6()

das kanonische Dualsystem. Weiter sei B : G — GL(F') ein auf einer endlichen
abelschen Gruppe G definierter Gruppenhomomorphismus. Ist nun Fy C F ein
endlichdimensionaler Untervektorraum, so gilt:

(i) Wir haben eine ordnungsumkehrende Abbildung
W' Ip(F, Fy) — I (F Fy).
(ii) Fir alle V € Tp(F, Fy) gilt dim'V = codimw' (V).
Beweis. (i) Sei V € Jp(F, Fy) beliebig vorgegeben. Dann stellt V- einen

Untervektorraum von F” dar, der wegen Fy C V auch V+ C Fy- erfiillt. Zudem
kénnen wir fiir alle ¢ € G und alle ¢ € V- nachrechnen, dass

(x,B(g9)'¢) = (B(g)x,¢) =0  firalez eV

2%



B. ENDLICHDIMENSIONALE INVARIANTE UNTERRAUME 151
erfiillt ist, d.h. es gilt B(g)'¢ € V*, sodass V! unter B(g) invariant ist. Gem#f
Korollar ist dartiber hinaus

codimV+ = dim F'/V*+ =dimV’' < oo wegen dimV < oo.

Insbesondere hat damit Fj- endliche Kodimension. Zusammenfassend erhalten
wir also V4 € 3%, (F', Fy), womit o’ wohldefiniert ist. Dass w’ dariiber hinaus
ordnungsumkehrend ist, folgt unmittelbar aus der Definition.

(i) Sei V' € Jp(F, Fy) beliebig vorgegeben. In (i) haben wir bereits gesehen,
dass
codim V* = dim F'/V+ = dim V"’
erfiillt ist. Da V' endlichdimensional ist, gilt dariiber hinaus auch
dim V' = dimV

und damit zusammenfassend die Behauptung. U
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