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Zufallsmatrizen, das Zahlen von
Flachen und Freie
Wahrscheinlichkeitstheorie

Roland Speicher

Zufallsmatrizen haben nach einer Bliite in der Physik
auch in der Mathematik in den letzen 15 Jahren eine
zentrale Rolle zu spielen begonnen. Wir wollen in die-
sem Artikel einen wesentlichen Grund fiir die Bedeutung
der Zufallsmatrizen aufzeigen: die Wechselwirkung zwi-
schen analytischen und kombinatorischen/geometrischen
Aspekten. Grob gesagt beschreiben Zufallsmatrizen In-
tegrationen iiber (hochdimensionale) Raume. Wir be-
schrénken uns hier auf die einfachsten Klassen von Zu-
fallsmatrizen, dann sind diese Integrale GauBsche Inte-
grale beziiglich der Normalverteilung. Erstaunlicherwei-
se haben solche Integrale einerseits eine kombinatorische
Bedeutung — d.h. sie zdhlen interessante kombinatorische
oder geometrische Objekte —, sind aber andererseits auch
analytischen Manipulationen zugénglich. Letztere fiihren
dann oft zu neuen, nicht offensichtlichen Beziehungen
zwischen den kombinatorischen GréBen. Die Intention
dieses Artikels ist es, diese Wechselwirkung von kombina-
torischen und analytischen Gesichtspunkten an einfachen,
aber typischen Beispielen, zu veranschaulichen, und dabei
auch den Bogen zur Freien Wahrscheinlichkeitstheorie zu
schlagen.

Die Freie Wahrscheinlichkeitstheorie wurde von Dan Voi-
culescu im Zusammenhang mit grundlegenden Fragen
tiber Operatoralgebren vor etwa dreiBig Jahren eingefiihrt
und hat sich seitdem zu einem sehr aktiven und erfolg-
reichen Gebiet der Mathematik mit erstaunlichen Quer-
verbindungen weiterentwickelt. Eine Facette dabei ist der
Zusammenhang mit Zufallsmatrizen, welchen wir im letz-
ten Teil des Artikels ansprechen werden.

Wir mochten betonen, dass unsere Betrachtungen sich
nur sehr selektiv auf wenige illustrative Aspekte der Zu-
fallsmatrizen und Freien Wahrscheinlichkeitstheorie kon-
zentrieren. Diese Gebiete sind viel reichhaltiger, siehe z.B.
[1, 2, 7, 10, 11, 13, 14]. Wir hoffen, dass unser Appeti-
zer eine Anregung gibt, sich ndher mit diesen modernen
Gebieten der Mathematik auseinanderzusetzen.

1 Eindimensionale GauB3sche Integrale

Als Einstieg betrachten wir eindimensionale GauBsche In-
tegrale. Wir bezeichnen mit v das GauBmaB (oder Nor-
malverteilung) auf R, also
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und betrachten Momente beziiglich dieser Verteilung, al-
so Integrale der Form [, 2" d~y(x). Wir haben unsere Nor-
mierung und Skalierung so gewahlt, dass v ein Wahr-
scheinlichkeitsmaB mit Varianz 1 ist:

/d’y(x) =1, /x2d'y(ac) =1.

Weiterhin verschwinden wegen der Symmetrie von e
in x alle ungeraden Momente. Als nicht-triviale GroBen
bleiben also die geraden Momente. Wie man relativ ein-
fach nachrechnen kann, sind diese Integrale durch natiirli-
che Zahlen gegeben, niamlich:

/wQ"d'y(x) =(2n -1 (1)
wobei wir folgende Notation benutzen:

Cn—-—1:=2n-1)-2n—-3)---5-3- 1.

—z2/2

Aus der analytischen Perspektive gibt es keinen offen-
sichtlichen Grund, warum wir als Ergebnisse hier immer
natiirliche Zahlen erhalten. Diese Zahlen (2n — 1)!! ha-
ben nun aber eine sehr konkrete Bedeutung, sie zdhlen
namlich folgende kombinatorischen Objekte:

(2n — 1)!! = Anzahl der Paarungen von 2n Elementen.

Dabei ist eine Paarung von 2n Elementen eine Zerlegung
der Menge {1,2,...,2n} in n disjunkte Teilmengen mit
jeweils zwei Elementen.

Unsere Behauptung, dass die GauBschen Integrale Paa-
rungen zdhlen, erscheint auf den ersten Blick nicht sehr
plausibel, sie ist aber nichts anderes als die Tatsache, dass
die GauBverteilung der Grenzwert im zentralen Grenz-
wertsatz ist; insbesondere erhalten wir die GauBvertei-
lung auch als Grenzwert der mit vk skalierten k-fachen
Faltung der GauBverteilung mit sich selbst, d.h. unsere
Momente kdnnen wir auch berechnen als

2n
. Ty 4+ T
kli}rgo . (\/E) dy(zy) ... dy(zk).

Man iiberzeugt sich dann leicht, dass nach Ausmultipli-
zieren der Potenz in diesem Grenzwert nur die Terme
tiberleben (und jeweils den gleichen Beitrag liefern), bei
denen jeweils zwei der 2n Faktoren iibereinstimmen, also
genau die Terme, die Paarungen entsprechen

Graphisch wollen wir eine solche Paarung von 2n Elemen-
ten durch ein 2n-Eck veranschaulichen, bei dem wir die
Seiten paarweise gemaB unserer Paarung identifizieren.
In Abbildung 1 sind die drei Paarungen eines Vierecks
gezeigt, die der Rechnung [ 2%dy(z) = 3-1 = 3 entspre-
chen.

2 Geometrischer Einschub: das Geschlecht von
Paarungen

Wenn man die in Abbildung ?? gezeigten drei Paarungen
ernst nimmt und versucht die der Paarung entsprechen-
den ldentifikationen konkret auszufiihren, so kann man
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Abbildung 1. Die drei Paarungen {(1,2), (3,4)},
{(1,4),(2,3)}, {(1,3),(2,4)} der Menge {1,2,3,4}.

dies fiir die erste und zweite Paarung ohne Probleme tun;
die dritte Identifikation ist jedoch nicht ohne Kreuzung
der verbleibenden Kanten in der Ebene machbar. Will
man ein kreuzungsfreies Bild so kann man dies allerdings
erreichen, indem man das Ganze auf der Oberfliche eines
Torus ausfiihrt, wie in Abbildung 2 gezeigt. Die beiden
ersten Paarungen sind von Geschlecht g = 0, ein so ge-
paartes 4-Eck kann auf der Oberfliche einer Kugel gemalt
werden; die dritte Paarung hingegen ist von Geschlecht
g = 1. Allgemein kann man einer Paarung eines 2n-Ecks
ein Geschlecht g zuordnen, als das kleinste Geschlecht
(also die Anzahl der Henkel) einer Oberflache, auf der
man die nach der Paarung verbleibenden n Kanten kreu-
zungsfrei malen kann. Man sollte sich klar machen, dass
man dieses Geschlecht gemaB der Euler-Formel sehr ein-
fach kombinatorisch aus Daten des nach der Identifizie-
rung erhaltenen Graphen beschreiben kann. Die Euler-
Formel sagt namlich, dass 2 — 2g = V — E + F'; dabei
sind V, E, und F' die Anzahlen der Vertizes, der Kanten
und der Flachen nach der Identifizierung. Da wir durch
eine Paarung die 2n Kanten jeweils paarweise identifizie-
ren gilt immer E = n, und fiir die Fldchen bleibt immer
nur die duBere Komponente unseres Poligons iibrig, also
F = 1. Nur die Anzahl der Vertizes V ist je nach Paarung
verschieden, und nicht ohne weiteres aus der Paarung ab-
lesbar. Auf jeden Fall haben wir die Beziehung

V=n+1-2g. (2)

Mit e4(n) bezeichnen wir die Anzahl der Paarungen ei-
nes 2n-Ecks vom Geschlecht g. Diese Zahlen stellen in-
teressante geometrische Information dar und spielen zum
Beispiel eine wichtige Role in der Arbeit [5] von Harer und
Zagier zur Bestimmung der Euler-Charakteristik des Mo-
dulraumes von Kurven. Im Folgenden wollen wir sehen,
wie Zufallsmatrizen erlauben, nicht-triviale Information
iiber diese GroBen zu erhalten.

Wahrend der Fall von Geschlecht Null relativ einfach zu
verstehen ist — als Ubungsaufgabe versuche man zu zei-
gen, dass g9(n) gleich der n-ten Catalan-Zahl C, :=
n_1|_1 (22”) ist — bereiten hohere Geschlechter ungleich
groBere Probleme und es gibt keine offensichtliche Formel

fiir allgemeines e4(n).

Beispiel 1. Fiir ¢ = 0 erhalten wir also die Catalan-
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Abbildung 2. Graphen der drei Paarungen von 4 Elementen
nach Identifikation der Kanten: die beiden ersten haben
Geschlecht g = 0 und kénnen ohne Kreuzungen auf einer
Kugeloberfliche gemalt werden; die dritte Paarung kann
ohne Kreuzung nur auf einem Torus gemalt werden und hat
Geschlecht g = 1; man beachte auch, dass die beiden ersten
Graphen drei Vertizes haben, wahrend der dritte nur einen
Vertex besitzt, im Einklang mit Formel (2).
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Zahlen
eo(1) =1, e0(2)=2, &(3)=5, eo(4) =14,

Fiir hohere Geschlechter kann man sich zumindest fiir
kleine n durch direkte Inspektion aller Paarungen von 2n
Elementen folgende Anzahlen verschaffen:

61(2) = 1, €1<3) = 10, 61(4) = 707 82(4) =21

Wie wir gesehen haben, "z3dhlen" unsere GauBsche In-
tegrale liber R Paarungen, allerdings konnen sie nicht
zwischen verschiedenen Geschlechtern unterscheiden; wir
erhalten hier die eher triviale Aussage

> eg(n) = / 2" dy(z).

920

Gehen wir allerdings zu hoheren Dimensionen iiber, so er-
halten wir mehr Spielraum, der uns letztendlich erlauben
wird, zwischen verschiedenen g zu unterscheiden.

3 Mehrdimensionale GauBBsche Integrale

Wir betrachten nun die Verallgemeinerung unserer GauB-
maBe von R auf R” fiir eine beliebige natiirliche Zahl
k. Wiederum zentrieren wir unsere Verteilung (d.h., die
ersten Momente verschwinden), allerdings wollen wir die
zweiten Momente offenlassen, deren Information wird
in einer quadratischen Form gespeichert. Sei also B =
(bij)fﬁjzl eine strikt positive k x k-Matrix, dann betrach-
ten wir auf R¥ das MaB mit Dichte

du(z) = Vdet B - e” 2 Bu®) gy - day,.

b
(277)k/2

Dabei ist * = (x1,...,7;) € R¥ und (Bz,z) =
k

> jot bijwit;.

Die Normierung ist so gewahlt, dass p ein Wahrschein-

lichkeitsmaB ist; die ersten Momente verschwinden und

die zweiten Momente sind gegeben durch die Kovarianz-
matrix (cij)ﬁjzl = C := B! gemiB

/R’« rixjdpu(z) = ¢ .

Wiederum sind aus Symmetriegriinden alle ungeraden
Momente gleich Null, und fiir die geraden Momente gilt
die sogenannte Wick-Formel, welche beliebige Momente
mit Hilfe der zweiten Momente ausdriickt:

Akxi(1)~--xi<zn)du(x)= Z H Ci(s)i(t)-

TEP2(2n) (s,t)ET
®3)

Hier bezeichnen wir mit P2(2n) die Menge aller Paarun-
gen von 2n Elementen. In dem Produkt multiplizieren wir
n Faktoren, die den n verschiedenen Paaren der Paarung
entsprechen. Diese Formel ist eine kanonische Verallge-
meinerung des ein-dimensionalen Falles. Um ein 2n-tes
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Moment zu berechnen, miissen wir wiederum alle Paa-
rungen von 2n Elementen betrachten, allerdings gibt nun
nicht jede Paarung den gleichen Beitrag (wir zdhlen also
nicht nur alle Paarungen), sondern tragt mit einem Fak-
tor bei, welcher ein Produkt der n zweiten Momente ist,
die den gepaarten Variablen entsprechten. Das folgende
Beispiel fiir den Fall n = 2 mit unseren drei wohlbekann-
ten Paarungen sollte dies klar machen.

/ﬂ?i(l)$i(2)$i(3)$i(4)du($) = Ci(1)i(2)Ci(3)i(4)
* Ci(1)i(4)Ci(2)i(3) T Ci(1)i(3)Ci(2)i(4)-

Die Formel (3) ist nach dem Physiker Gian-Carlo Wick
benannt, der sie im Jahre 1950 in der Physik einfiihrte;
dort ist sie ein wesentliches Handwerkszeug in der Quan-
tenfeldtheorie und zu der Berechnung von Feynman-
Integralen. Allerdings findet sich diese Formel zur Berech-
nung von Momenten von GauB-Integralen auch schon in
Arbeiten des Stochastikers Leon Isserlies aus dem Jah-
re 1918. Wiederum ist diese Isserlies-Wick-Formel recht
einfach zu beweisen, wenn man beachtet, dass unsere
GauBverteilung die Grenzwertverteilung in einem (multi-
variaten) zentralen Grenzwertsatz ist.

Wahlen wir unsere Kovarianzmatrix C' als Diagonalma-
trix, so treten in dieser Wick-Formel nur Paarungen auf,
welche gleiche i-Indizes miteinander paaren. Durch ge-
eignete Wahlen der Indizes i(1),...,i(n) kdnnen wir nun
also verschiedene Paarungen voneinander unterscheiden.
Allerdings ist nicht offensichtlich, ob wir so einen Zu-
griff auf das Geschlecht unserer Paarungen bekommen.
Wenn wir die Vektoren im R* (fiir k = N?2) nun aber zu
Matrizen im RY*N umsortieren, so erméglicht die Matri-
zenmultiplikation gemeinsam mit der Wick-Formel genau
eine solche Differenzierung.

4 GauBsche Zufallsmatrizen

Daher wollen wir nun statt iiber Vektoren iiber Matrizen
integrieren, insbesondere iiber den Raum

Hy := {selbstadjungierte komplexe N x N-Matrizen}.

Den Raum dieser Matrizen k2'dnnen wir kanonischerweise
als Vektorraum mit dem RY" identifizieren, gem3B
N ~Y
A= (aij)i,jzl =
(aii (Z = 1, RN N), ?Raij (Z < j), %a,;j (l < ])),

wenn man beachtet, dass die Bedingung A = A* be-
deutet: @;; = aj; (¢ > j), insbesondere sind also alle
a;; reell. Vermoge dieser Identifizierung kdnnen wir al-
so ein GauBsches MaB auf dem RY” auf den Raum der
selbstadjungierten N x N-Matrizen transportieren. Un-
sere Konzession an die Tatsache, dass wir den RN nicht
einfach als Vektorraum ansehen, sondern als Raum von
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N x N-Matrizen, liegt nun darin, dass wir eine quadra-
tische Form B zur Definition unseres GauBmaBes benut-
zen, welche die Matrizenstruktur beriicksichtigt, ndmlich

<BA1, A2> = Tr(A1 . Ag), (4)

wobei Tr die tibliche Spur von Matrizen bezeichnet. Somit
betrachten wir auf Hy = RY" ein GauBmaB mit Dichte

1

2 _1Te(A2
WQ(N N)/26 2T(A )dA (5)

du(A) =

Der Raum H  versehen mit diesem Wahrscheinlichkeits-
maB heiBt Ensemble von GauBschen Zufallsmatrizen.

Wenn wir nun Momente beziiglich dieses MaBes berech-
nen, so sind wir wiederum nur an solchen Momenten in-
teressiert, die die Matrizenstruktur beriicksichtigen, d.h.
wir wollen nicht {iber beliebige Funktionen der Eintrage
a;j unserer Matrix A integrieren (ansonsten wiirden wir
ja einfach GauBsche Integrale im RN betrachten), son-
dern nur iiber spezielle Funktionen der Form Tr(A™).

Aus Symmetriegriinden verschwinden wieder Integrale
tiber Spuren von ungeraden Potenzen von A. Somit blei-
ben als die wesentlichen nicht-trivialen GréBen Integrale
der Form [ Tr(A%")du(A). Durch Auswerten der Spur
und der Matrixmultiplikation erhalt man

N
Z / @i(1yi(2) * * ican)i()dp(A).  (6)
HN

i(1),...,i(2n)=1

Das Integral iiber die Produkte der Eintrage ist nach der
Wick-Formel durch eine Summe iiber Paarungen gege-
ben; dabei z3hlen wir, gem3B unserer Wahl (4) der qua-
dratischen Form B, nur die Paarungen welche a;; mit aj;
identifizieren. Indem wir die Summe iiber die Indizes mit
der Summe iiber die Paarungen vertauschen erhalten wir
in (6) fiir jede Paarung einen Beitrag der Form NV, wo-
bei V' die Anzahl der verschiedenen Vertizes in unserem
2n-Eck nach der Identifizierung von Seiten gemaB der
Paarung bezeichnet. Diese konnen wir nach der Euler-
Formel (2) mit dem Geschlecht der zugehdrigen Paarung
in Zusammenhang setzen, und wir erhalten folgende fun-
damentale Aussage:

Satz 2 (Entwicklung nach dem Geschlecht). Fiir un-
sere GauBschen Zufallsmatrizen gilt fiir alle natiirlichen
N undn

[T = 3 e mnm (@)
HN

920

In der mathematischen Literatur tauchte diese Entwick-
lung zum ersten Mal wohl in der Arbeit von Harer und
Zagier [5] aus dem Jahre 1986 auf; in der physikalischen
Literatur waren solche Entwicklungen seit langem eher
Folklore und lagen insbesondere Feynman-Diagramm-
Rechnungen in der Quantenfeldtheorie zu Grunde. Als
wegweisend zur Etablierung solcher topologischen Ent-
wicklungen in der Physik kann hier insbesondere die Ar-
beit von t'Hooft [6] aus dem Jahre 1974 genannt werden,
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sowie [3]. In der mathematischen Gemeinschaft waren
diese physikalischen Ideen in den 80er Jahren groBten-
teils unbekannt und wurden seitdem erst langsam wie-
derentdeckt (und auf eine rigorose Grundlage gestellt).
Der Artikel [15] von Zvonkin (siehe auch [9]) war ein
wichtiger Zwischenschritt, um die physikalischen Ideen
den Mathematikern nahezubringen und lieferte eine we-
sentliche Anregung fiir den vorliegenden Beitrag.

Beispiel 3. Unter Benutzung der Zahlen £4(n) aus Bei-
spiel 1 haben wir somit:

/HN Tr(A4%) = N?

/ Tr(A*) =2N3 + N

HN

/ Tr(A®%) = 5N* + 10N
HN

/ Tr(A®) = 14N® + 70N + 21N
HN

Wir haben also gesehen, dass unsere GauBintegrale iiber
die hermiteschen Zufallsmatrizen Paarungen, gewichtet
mit ihrem Geschlecht, zihlen. Dies ist zwar recht erstaun-
lich, allerdings ist vermutlich nicht offensichtlich, ob die-
se Verkniipfung uns neue Erkenntnisse iiber die Zahlen
£g(n) zu gewinnen erlaubt.

5 Basiswechsel: GauBsche Integrale in
Eigenwert-Koordinaten

Bis jetzt haben wir unsere GauBintegrale als Integrale
beziiglich den Eintragen der Matrizen gesehen (und die
Berechnung in diesen Koordinaten hat uns letztlich die
Entwicklung nach dem Geschlecht gegeben). Fiir Matri-
zen drangt sich aber eine andere Darstellung geradezu
auf: die nach Eigenwerten und Eigenvektoren. Der fol-
gende klassische Satz sagt uns, wie wir unsere Integrale
in diesen Koordinaten auswerten konnen.

Satz 4 (Weyls Integrationsformel, 1924). Sei F' eine
unitdr invariante Funktion auf Hy, also F(UAU*) =
F(A) fir alle A € Hy und alle unitiren N x N-
Matrizen U. (Somit hdngt F also nur von den Eigenwer-
ten A1, ..., Ay von A ab, und wir kénnen es in der Form
F(A) = F(M\1,...,An) schreiben, wobei F' symmetrisch
in seinen Argumenten ist.) Dann kénnen wir unser GauB3-
integral iiber die Funktion I’ auch in den Eigenwerten
folgendermaBen durchfiihren:

L F(A)du(4) = e / FOuoe )

RN

II i=2)%dv(A) - v(w), (8)

1<i<j<N

wobei die Konstante ¢y nur von N abhingt.
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Dies ist nichts anderes als die Anwendung der Trans-
formationsformel fiir mehrdimensionale Integrale, wobei
man von den Eintrdgen der Matrix auf Eigenwerte und
Eigenvektoren transformiert. Da unsere Funktion nur
von den Eigenwerten abhingt, kann man die Integrati-
on iiber die Eigenvektoren trivialerweise ausfiihren, dies
ergibt nur einen konstanten Beitrag, der in der Konstan-
te ¢y steckt. (Die technischen Einzelheiten hier sind et-
was verwickelter, da die Transformation von Eintragen
auf Eigenwerte/Eigenvektoren keine Bijektion ist.) Die
Jakobi-Determinante aus der Transformationsformel ist
in unserem Fall explizit durch die in (8) auftauchen-
de Vandermonde-Determinante [[(\; — \;)? gegeben.
Im Gegensatz zu den Eintrdgen sind die Eigenwerte al-
so nicht unabhidngig voneinander, sondern durch die-
sen Vandermonde-Term gekoppelt. Da dieser klein wird,
wenn zwei der Eigenwerte geringen Abstand haben, ist
die Wahrscheinlichkeit einer solchen Konfiguration also
klein; diese Tatsache wird normalerweise als AbstoBung
der Eigenwerte von Zufallsmatrizen angesprochen.

6  Verkniipfung zwischen Geometrie und
Analysis: die Formel von Harer und Zagier

Die alternative Beschreibung unseres GauBschen Inte-
grals gemaB Satz 4 erlaubt nun dieses Integral nicht
nur in Abhangigkeit von N, sondern auch von n zu
verstehen. Nach der Entwicklung (7) ist das Integral
fHN Tr(A?")du(A) ja ein Polynom in N (vom Grad
n + 1). Unser neuer Blickwinkel liefert nun die iiberra-
schende Erkenntnis, dass wir im Wesentlichen auch po-
lynomiales Verhalten in n haben.

Lemma 5. Der Ausdruck

G [, T (A )

ist ein Polynom vom Grad N — 1 in n.

Nur fiir N = 1 ist diese Ausage offensichtlich, da wir
dann nach (1) fiir das eindimensionale GauBintegral das
Ergebnis (2n — 1)!! erhalten, der Ausdruck (9) also kon-
stant gleich 1 und somit ein Polynom vom Grad 0 in n
Ist.

Beweis. Wegen Tr(A%") = \2" 4 ... \3" folgt aus der
Weylschen Formel (8)

[T -
= o [ 08+ 8 TI = AP () - dr(A)
=Noey [ A Jv =A% dy() - dy(Aw)

N
R i<j

= N-CN//\f"pN(Al)dV(Al),
R
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wobei py (A1), das Ergebnis der Integrationen iiber As, ..., Ay,
ein gerades Polynom in A\; vom Grad 2(N —1) ist, dessen
Koeffizienten nur von N abhangen. Wegen

/A?“ﬂh@ﬁ:(%ﬁﬂk—nﬂ

und der Tatsache, dass % ein Polynom in n vom
Grade k ist, folgt dann die Behauptung. O

Aus diesem neuen Verstandnis der Integrale folgt dann
relativ rasch folgende Aussage.

Satz 6 (Harer-Zagier, 1986). Die Zahlene,(n) geniigen
folgenden Rekursionen:

(n+2)ey(n+1) = (4n+2)ey(n)+(4n* —n)ey_1(n—1).

Diese Rekursionen sind kombinatorisch nicht offensicht-
lich; sie wurden von Harer und Zagier in der Tat mittels
der oben beschriebenen Zufallsmatrizenintegrale bewie-
sen (um daraus die Euler-Charakteristik der Modulrdume
Mg abzuleiten); und zwar zu einer Zeit, als Zufallsma-
trizen in der Physik zwar Folklore, in der Mathematik aber
noch recht exotische Objekte waren. Es dauerte ziemlich
lange bevor rein kombinatorische Beweise fiir die Formel
von Harer und Zagier gefunden wurden, siehe [4, 8].

7  Verallgemeinerung auf mehrere
Zufallsmatrizen und Freie
Wahrscheinlichkeitstheorie

Eine neue Dimension er6ffnet sich, wenn wir die vorherge-
henden Betrachtungen von dem Fall einer Zufallsmatrix
auf die gleichzeitige Betrachtung mehrerer Zufallsmatri-
zen verallgemeinern. Wiederum wollen wir hier nur den
allereinfachsten Fall erw3dhnen, bei dem die verschiede-
nen Zufallsmatrizen voneinander unabhingig sind; d.h.
wir betrachten nun auf dem Raum Hy" von r-Tupeln
von selbstadjungierten N x N-Matrizen das r-fache Pro-
duktmaB. Dann kann man Integrale iiber Spuren von Pro-
dukten von solchen Matrizen ebenso wie vorher mit Hilfe
der Wick-Formel gemiB dem Geschlecht von Paarungen
entwickeln. Der einzige Unterschied besteht nun darin,
dass nur solche Paarungen beitragen, die jeweils die glei-
chen Matrizen untereinander paaren; wir erhalten somit

/ Tr(Ap) -+ Apan))dp(Ar) - - - du(A;)
M x-xHy

= eg(p(1),...,p(2n))N" 1729, (10)
g=>0

wobei wir mit €4(p(1),...,p(2n)) die Anzahl der Paa-
rungen 7 vom Geschlecht g bezeichnen, fiir die zusatzlich
noch fiir jedes Paar (s,t) € 7 gilt dass p(s) = p(t).

Wihrend fiir r = 1 der Fall g = 0 recht trivial war und
wir unser Hauptaugenmerk darauf gelegt haben, durch
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analytische Hilfsmittel die Kombinatorik fiir allgemeines
g besser zu verstehen, stellt nun fiir beliebiges r selbst
der Fall von Geschlecht g = 0 eine Herausforderung da,
und wir werden im folgenden nur diesen betrachten.

Man sollte sich zunichst klarmachen, dass wir unsere
analytische Herangehensweise aus dem letzten Kapitel
zwar imitieren konnen, also unter Benutzung der Trans-
formationsformel von Eintragen der Matrizen auf ihre Ei-
genwerte und Eigenvektoren umrechnen kdnnen. Aller-
dings bringt dies nun keinen Vorteil, da wegen der Nicht-
Kommutativitdt von unseren r» > 2 Matrizen die betrach-
tete Spur im Allgemeinen nicht nur eine Funktion der
Eigenwerte ist, sondern auch die Eigenvektoren in einer
nicht kontrollierbaren Art und Weise enthilt.

Einen gewissen Ersatz liefert aber nun folgende Einsicht,
mit Hilfe derer wir wiederum einen mehr analytischen Zu-
gang zu unseren kombinatorischen Objekten bekommen.

Satz 7. Betrachte Operatorenl; (i =1,...,r)auf einem
Hilbertraum H und einen ausgezeichneten Einheitsvektor
Q € H, die fiir allei,j = 1,...,r die folgenden Relatio-
nen erfiillen:

71 = 6;5id, rQ=0.
Dann gilt mit z; :=1; + [}

go(p(1),...,p(2n)) = (Tpa) - - - Tp2n) % Q) (11)

Wir sollten hier anmerken, dass es solche Operatoren
auch wirklich gibt (diese hdngen mit der sogenannten
Cuntz-Algebra zusammen) und diese auch sehr einfach
(auf dem sogenannten vollen Fockraum) explizit konstru-
iert werden kdnnen.

Beispiel 8. Insbesondere gilt obiger Satz auch fiir den
Fall r = 1, d.h. wir erhalten unsere Catalan-Zahlen also
auch folgendermaBen:

Cp =co(n) = (I+1")?"Q,Q), falls 1"l =id, I*Q = 0.

Der Operator [ ist einer der wichtigsten Operatoren auf
Hilbertraumen, der sogenannte einseitige Shift. Es ist in-
struktiv, sich klarzumachen, dass wir auf der rechten Sei-
te die Worter in [ und [* zdhlen miissen, die gemaB den
Relationen den Beitrag 1 liefern; z.B.

n=1:10% n=2: ["I*l, ["lI*]
VORI T A A A R0 A A TR VR A A VR A T T

Wir haben oben die geometrisch/kombinatorischen Zah-
len eg(p(1),...,p(2n)) als Momente von Operatoren ge-
schrieben. In Analogie zur klassischen Wahrscheinlich-
keitstheorie sprechen wir diese nun als Momente ei-
ner nicht-kommutativen Verteilung an. Die Freie Wahr-
scheinlichkeitstheorie — die von Dan Voiculescu um 1983
initiert und seitdem stetig und sehr erfolgreich vorange-
trieben wurde — hat es sich zum Ziel gesetzt, Konzep-
te und Werkzeuge zur Beschreibung von solchen nicht-
kommutativen Verteilungen zu entwickeln.
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Abbildung 3. Vergleich der Halbkreisverteilung (rote Kurve)
mit dem Histogramm (blau) der 4000 Eigenwerte einer
gemiB der Verteilung (5) zuféllig gewéhlten GauBschen
4000 x 4000-Zufallsmatrix.

Beispiel 9. Man beachte, dass wir im Fall einer Variablen
die Momente mit einem WahrscheinlichkeitsmaB identi-
fizieren konnen. So sind die Catalan-Zahlen C,, die Mo-
mente der sogenannten Halbkreisverteilung, d.h. es gilt

1 (2
f/ 274 — t2dt = C,,.
—2

™

Somit ist die Verteilung des Realteils [+1* des einseitigen
Shifts durch diese Halbkreisverteilung gegeben. Auf der
Seite der Zufallsmatrizen bedeutet dies dann, dass wir
nach geeigneter Skalierung diese Verteilung als asympto-
tische Eigenwertverteilung unserer GauBschen Zufallsma-
trizen erhalten. Dieses Wignersche Halbkreisgesetz (wel-
ches von Eugene Wigner 1955 bewiesen wurde), ist in
Abbildung 3 veranschaulicht.

Fiir mehrere nicht-kommutierende Variable ist diese Gleich-
setzung zwischen Momenten und Wahrscheinlichkeitsma-
Ben nicht mehr moglich, und eine der fundamentalen Fra-
gen in der Freien Wahrscheinlichkeitstheorie lautet, was
eine sinnvolle analytische Entsprechung davon sein soll.
Die Entwicklung von Theorien zur Beantwortung dieser
Frage ist zur Zeit ein sehr aktives und spannendes Gebiet.
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