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Definition

Andere Bezeichnung: Kugelgeometrie
Modell fir elliptische Geometrie
Befassung mit Punkten und Punktmengen auf Kugel

Kugel = Menge aller Punkte im dreidimensionalen, euklidischen Raum, die von einem
festen Mittelpunkt M den selben Abstand R haben

Standardkugelgleichung mit Mittelpunkt M = (m, n, 0) und Radius R:

(x —m)?+(y —n)?+(z — 0)?= R?



Grundlagen

Befassung mit nicht-euklidischer Geometrie erst seit dem 19. Jahrhundert
Unerfolgreicher Versuch des Beweises des Parallelenaxioms = Entwicklung der nicht-euklidischen Geometrie

Ubertragung vieler Begriffe der euklidischen Geometrie in die sphérische Geometrie mdglich



Grundbegriffe

Punkt = Schnitt von Kugel und Ebene mit Abstand "-~.‘.°.A
d=R zum Mittelpunkt
Kugelgleichung : v + y* + z* = 25 B




Kreis = Schnitt von Kugel und Ebene mit Abstand 0<d<R zum Mittelpunkt:

GroRRkreis = Ebene mit Abstand d=0 zum Mittelpunkt Kleinkreis = Ebene mit Abstand d<R zum Mittelpunkt

Kugelglcichung : 1* + 3 + 22 = 25 Kugelgleichung : 1* + y* + 2* = 25
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Senkrechte auf Grof3kreisebene durch Mittelpunkt
M schneidet Kugel K in zwei Punkten - Pole
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GroRkreisbogen = Kreissektor des GroRRkreises
zwischen zwei Punkten A und B

-~ Sphérischer Abstand = Kirzerer der beiden
Grol3kreishogen

d=4AMB *R
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Spharischer Abstand von Punkt P zum GroRkreis
K = L&nge des spharischen Abstandes des Lotes
von P auf K

- Eindeutig bestimmbar
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Kugelzweieck = Gebiet zwischen zwei
verschiedenen GroRRkreisen

Winkel des Kugelzweiecks = Scheitelwinkel )
der Schnittebenen, die die Groltkreise bilden :
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Kugeldreieck = Gebiet zwischen drei Grolikreisen

- Drei Grol3kreise bilden acht Kugeldreiecke, davon
sind jeweils zwei Dreiecke zentralsymmetrisch/
kongruent zueinander.
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Darstellung der Seitenldngen eines Kugeldreiecks durch Zentriwinkel zwischen den beiden
angrenzenden Punkten

z.B.:

b=4AMC

Eulersches Kugeldreieck : Kugeldreieck, in dem alle Dreieckswinkel kleiner als
180° und alle Seitenléngen kleiner als R * 180° sind .




Vergleich zu euklidischer Geometrie

Punkt Punkt

Gerade Grol3kreis

Strecke Grol3kreisbogen

Abstand Krzerer GroRkreisbogen

Sinussatz: _ - = Sizﬁ = Sir";y Sinussatz: ZEZ = ;IEZ = :z;

Dreiecksumfang: U =a+ b + ¢ Dreiecksumfang: U =a+b+cmit0°<a+b+c <
360°

Winkelsummensatz: a + f + y = 180° Winkelsummensatz: 180° < a + f + y < 540°

Axiome: Inzidenz-, Anordnungs-, Kongruenz-, Parallelen-,  Axiome: Inzidenz-, Anordnungs-, Kongruenz-,
\ollstandigkeitsaxiome \ollstandigkeitsaxiome




Beweis Seitensumme Eulersches Dreieck: 0°< a+ b + ¢ < 360°

é@- =o Der Definihon koreesk Shrecke zuischen 13 ud C 180°- b
= |CAI+|AB| > & _ ] ;
mit la—z\l=/180°-b wd ’AB\ :/180 -C {:olst:

A80™b+ A80- c > o
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Beweis Winkelsumme Eulersches Dreieck: 180° < a + f +y < 540°
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Axiomatik der spharischen Geometrie

Gultigkeit der Axiome aus euklidischer Geometrie bis auf Parallelenaxiom

Erganzung durch Elliptisches Parallelenaxiom: ,, Es existieren drei verschiedene Geraden a, b, ¢, die
paarweise orthogonal sind.“ < Es existiert ein Dreieck mit drei rechten Winkeln, das Polardreiseit.

Aufhebung vieler Satze der euklidischen in der sphérischen Geometrie, z.B. keine Gultigkeit des Satz des
Pythagoras C

Beweis: Sei a=b=c.
Dann SUC nac") %ansoras:
0= o +o é Oic\ersPruch
Annahme: Axiome = Parallelenaxiom = alle Satze der euklidischen Geometrie gelten

nicht alle Satze gelten =» Axiome # Parallelenaxiom

Beweis, dass euklidisches Parallelenaxiom sich nicht aus Gbrigen Axiomen herleiten lasst



Flachenberechnung

* 2 - - -
Zweiecksflache: Ay = ”9:0 *§°  mit §° = Winkel des Kugelzweiecks

k 2 - -
Dreiecksflache: Ay = = Eree mitee= a°+ B°+y°—180°und a, S, y Winkel des

Kugeldreiecks

>|



[/(ongruenz :

A ABRC wd

Q/@C ond

o [Flachenin
=2 AAABC+AA§BC +AAK§C +AAA§C = ZT{R (\ZOJU(USJL\QH)
AABC,AABC, AABRC bilden mit

AABCAABCAARC e Ktﬁe\zueieclfxe
wit Cinkelr oy nd 2

1
Avate +Anmic = 57 8
P

m)’r 45/—@5 =a ARC Qola{ir
R? .
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/z & Apane = '/’%gg": (0(‘}/37"3)‘7773:
o\ - Wm‘zgf (& +/3%-480)
Bt € A

&
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Kongruenz und Dualitat

Kongruenz: Dualitat (Ableitung von Eigenschaften
3SS geometrischer Korper aus anderen Korpern):
SWS SSS und WWW
SSW (entsprechende Gegenwinkel missen SWS und WSW
beide spitze, stumpfe oder rechte Winkel sein) SSW und SWW (nicht eindeutig)
WWW Vertauschen von Winkel und Seitenlénge ftihrt
WSW zu Dualitat

WWS (entsprechende Gegenwinkel mussen
beide spitze, stumpfe oder rechte Winkel sein)



Anwendung

Gradnetz der Erde:
Aquator = GroRkreis

Meridian/Langenkreis = Grol3kreis
durch Polare des Aquators

Breitenkreis = paralleler Kleinkreis
zum Aquator

Koordinatensystem mit orthogonalen
L&ngen- und Breitenkreisen

Geografische Ortsbestimmung Aquator



Koordinaten:

Zahlung der Breitengrade vom Aquator aus Richtung Norden und Siiden

Zahlung der Langengrade von festgelegtem Nullmeridian Richtung Westen und Osten

Winkel entgegengesetzt zum blichen Koordinatensystem
Bsp.: Saarbriicken: 49° N, 7° O

Teilweise Verlust von Winkel- und Langentreue bei Ubertragung von
dreidimensionalen Kugelkoordinaten in zweidimensionale Karten

Beibehaltung durch Anwendung verschiedener Projektionen

z.B. Mercator-Projektion: Erhaltung der Winkeltreue unter Verlust der Langentreue
Anwendung bei Luftfahrt, Nautik, Vermessungen auf Erdoberflache




Punktgruppen:

Isometrie der Kugel: Kugel bildet durch bijektive Abbildung Kreisdreieck auf kongruentem
Kreisdreieck ab

Figuren kongruent, wenn sie durch Symmetrieoperationen ineinander tberfihrbar sind

Symmetrieoperationen: Identitat, Drehung, Inversion, Spiegelung, Drehspiegelung

Kugelisometrie bildet Gruppe

Entwicklung der Punktgruppe zur Beschreibung der Symmetrie endlicher Korper -
Anwendung in der Chemie: Kristallgeometrie (Symmetrie einer Kristallstruktur bzw. eines
Molekils)

> “=\
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FlieRschema zur Ermittlung \\
der Punktgruppe \




Ermittlung von Punktgruppen

nein

lineare Molekiile

E'., ;J mehrere hoch-
nJ zahlige C, (n = 3)?

|

nein [ nein

Molekiile
geringer
Symmetrie

C,, ist Hauptachse (= z-Achse)

\

Gibt es n C,-Achsen senk-
recht zur Hauptachse?

nein

Molekiile nein
mit axialer
Symmetrie

Molekile sehr hoher Symmetrie

B ja

(6 Cs 72—

nein

\

Molekile mit
Diedersymmetrie
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Astronomie:

Darstellung von Himmelskorpern in Karten durch Verwendung zweier geozentrischer Koordinatennetze
Ubereinander - &quatoriales Koordinatensystem

Angabe der Position durch Polarkoordinaten von ausgewahlter Bezugsebene aus
Koordinatenursprung z.B. Erdmittelpunkt, Beobachter auf Erdoberflache, Sonne
Bestimmung der Koordinaten der Sonne als Grundlage fir Zeitrechnung

Ansétze der sphérischen Geometrie bereits sehr lange erkennbar

Spharische Geometrie bildet wichtige Grundlage zahlreicher Anwendungsbereiche
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