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Differentialgeometrie

o Schnittstelle zwischen Analysis und
Geometrie

o Gebiet der Mathematik, in dem die
Differentialrechnung auf Flachen und
Kurven angewandt wird




Historischer Ursprung

o Carl Friedrich Gauf® (1777- 1855)

o Vermessen von Land
- Gebogene Flachen
- Effektives Verfahren

o Begrunder der modernen
Differentialgeometrie




Klassische / Elementare
Differentialgeometrie

o Untersuchung lokaler Eigenschaften von
Kurven und Flachen im R3

o Ziel: Berechnung der Krummung




Anwendung: klassische
Differentialgeometrie

o Allgemeine Relativitatstheorie
- z.B. Vorhersage der Lichtablenkung
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Differentialtopologie =
moderne Differentialgeometrie

o Differentialtopologie Grundlage moderner
Differentialgeometrie

o Intrinsische Beschreibung geometrischer
Objekte

o Verbindungen zw. lokalen analytischen und
globalen topologischen Eigenschaften

o Zentraler Begriff: differenzierbare
Mannigfaltigkeit




Anwendung moderne

Differentialgeometrie

o (Satteliten-)Navigation

- Pyramide zwischen Satteliten und Person an
deren Spitze »

¢ Robotik
- Bewegungsablaufe
o Interaktive V|suaI|S|erung




Definition Mannigfaltigkeit

o Eine k-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist eine Menge M mit einer
Familie (M;);c; von Teilmengen, fur die gilt:

1) M= Ui M;
(i) Vi € 13¢;: M; > R¥ injektiv mit @;(M;) offen in R¥
(i) @i(M; N M) offenin R¥ v M;, M; disjunkt und
@j* @i~ @i (M; N M) = @;j(M; N M;) ist
differenzierbar Vi,j € I.
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Mannigfaltigkeit - anschaulich

o Oberbegriff fir Raume (Kurven, Flachen,...),
die im Kleinen wie der R™ aussehen

o Bsp.: Erdoberflache - Flache R?
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Mannigfaltigkeit — Beispiel (I)
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Mannigfaltigkeit — Beispiel (II)
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Mannigfaltigkeit — Beispiel (III)




Erste Fundamentalform
Definition

Seien M c R" eine n-dimensionale UM, peM,
X,,Y, € T,M.
Dann heifdt:

gp: TyM x T,M - R mit g,(X,,Y,) = (X,,¥)
Erste Fundamentalform von M bei p auf dem

Vektorraum TpM.




Erste Fundamentalform

Nutzen
o Wiederholung Skalarprodukt:
<5, B> =1d | b | cos(p)

o Berechnungen mit Hilfe der ersten
Fundamentalform:

o Schnittwinkel zwischen 2 Kurven

o Lange einer Kurve auf einer gegebenen
Flache

o Flacheninhalt eines Flachenstucks




Riemannsche Geometrie

o ldee von Riemann: Man kann alle
geometrischen Objekte (Langen, Flachen,
Volumen, Winkel, Krummungen,...) durch ein
einziges algebraisches Objekt ausdricken

- Riemannsche Metrik

o Geometrische Untersuchung riemannscher
Mannigfaltigkeiten
— zusatzlich: Langenmessung




Kurven im R3

o Stetige Abbildung f:1 - R3 mit] c R
beliebig

¢ Bsp. Schraubenlinie:
f: R-> R3,f(t) = (cos(t),sin(t),t/2m)




Regulare Flache
Detfinition
0 Sei U c R3 offen und f: U - R glatt.
Dann heiRt M = f~1(0) = {p € U: f(p) = 0}

eine (regulare) Flache, wenn gilt:

df df df

dxy; dx, dx;

gradf (p) = ( )(p) +0Vp € M.

o Glatt: unendlich oft stetig differenzierbar




Flachen - anschaulich

o Flachen sind zweidimensionale Objekte im
dreidimensionalen Raum




Regulare Flache
Beispiele
o 2-Sphare:

M —Sei=t e RS- s = — i
¢ Hyperboloid:

M =He e Ro-pliie, byt
A




Hauptkruimmung

o Flache schneiden mit Ebene, die durch
Normalenvektor und einem Tangentialvektor
aufgespannt ist 2 Raumkurve

o Deren Krimmung > Hauptkrimmung

o Immer 2 Tangentialvektoren in einem Punkt
- 2 Hauptkrimmungen k; und k, (minimal
und maximal)

o Hauptkrummungsradius:
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Gauf$scher Krimmungsbegrift

o Wichtigster Krummungsbegriff in der
Differentialgeometrie

o GauB-Krummung einer regularen Flache in

einem Punkt: K = k{ - k, = rirl
1 2




Krimmung von Flachen

Einfach /Zweifach /weifach
gekrommt gekrimmt gekrimmt
K=0 K>0 K<O




Triangulierung
o Zerlegung eines n-dim Raumes in Simplizes

o Bestimmung des Flacheninhalts gebogener
Flache

o Annaherung durch kleine (ebene) Flachen
- Dreiecke

¢ Ubergang: infinitesimal kleine Flachen
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Quellen

Elementare Differentialgeometrie (nicht nur) far
Informatiker (Edmund Weitz)

Mathe fur Physiker - Band 3 (Helmut Fischer Helmut Kaul)
Differentialgeometrie (Wolfgang Kihnel)
Elementare Differentialgeometrie (Christian Bar)

https://www.duden.de/rechtschreibung/Differenzialgeome
trie

https://www.staff.hs-
mittweida.de/~hgruende/Files/diffgeo.pdf

http://www.staff.uni-
oldenburg.de/daniel.grieser/wwwlehre/Eigene_Skripten/gr
ieser-skript-differentialgeometrie2010-09-13.pdf#pagel19
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