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Was ist algebraische Geometrie?

@ Untersuchen von Nullstellenmengen von multivariaten
Polynomen

o Einerseits: Geometrische Figuren
o Andererseits: Algebraische Objekte

o Fermats letzter Satz: Hat x" + y" = z",n > 3, eine Ldsung in

Q\{0}?
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Quotientenringe

Definition
Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. M/ ~ ist
die Menge der Aquivalenzklassen.

o Gegeben:

o Ring (kommutativ und mit 1) R
o Aquivalenzrelation ~ auf R

e Frage: Ist R/ ~ mit [a] + [b] := [a + b], [a][b] := [ab] wieder
ein Ring?
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

EEIE

a~bc~d = a+c~b+d,ac ~ bd
Odermit | :=[0]={aeR|a~0}:

a,bel,re R = a—bel,racl

Algebraische Geometrie



Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

EEIE

a~bc~d = a+c~b+d,ac ~ bd
Oder mit | :=[0]={ae R|a~0}:

a,bel,re R = a—bel,racl

Definition

I C R heillt Ideal, wenn es eine Untergruppe beziiglich + ist und
firre R,ac l auch rael.
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Erzeuger von Idealen

Seien ri,...,rpin R.(r,....;rm) = {>.7_;airi | ai € R} ist das von
n, ..., r, erzeugte ldeal.

Beispiel

In den Ringen Z und K|[x] ist jedes Ideal von einem Element
erzeugt.

Satz (Hilberts Basissatz)

In K[x1, ..., xn] ist jedes Ideal von endlich vielen Elementen erzeugt.
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Korpererweiterungen

Eine niitzliche Aussage

Fiir a € R ist (a) = R genau dann, wenn a in R invertierbar ist.
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Eine niitzliche Aussage

Fiir a € R ist (a) = R genau dann, wenn a in R invertierbar ist.

@ Wenn (a) =R> 1gibteseinbe Rmitab=1
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Eine niitzliche Aussage

Fiir a € R ist (a) = R genau dann, wenn a in R invertierbar ist.

@ Wenn (a) =R> 1gibteseinbe Rmitab=1

@ Wenn a invertierbar ist, gilt fiir jedes r € R auch
r=a(a"lr) € (a)
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Eine niitzliche Aussage

Fiir a € R ist (a) = R genau dann, wenn a in R invertierbar ist.

@ Wenn (a) =R> 1gibteseinbe Rmitab=1

@ Wenn a invertierbar ist, gilt fiir jedes r € R auch
r=a(a"lr) € (a)

Fiir Polynomringe

f € K[x1, ..., xn] ist invertierbar genau dann, wenn f eine von 0
verschiedene Konstante ist
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Maximale Ideale

Definition
Ein Ideal / C R heift maximal, wenn es kein Ideal J mit / C JC R
gibt.
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Maximale Ideale

Definition
Ein Ideal / C R heift maximal, wenn es kein Ideal J mit / C JC R
gibt.

| ist maximal genau dann, wenn R/ ein Kérper ist.
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Maximale Ideale

Definition
Ein Ideal / C R heift maximal, wenn es kein Ideal J mit / C JC R
gibt.

| ist maximal genau dann, wenn R/ ein Kérper ist.

Beispiel

In Z ist das Ideal (n) maximal genau dann, wenn n prim ist.
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Korpererweiterungen

Definition
Seien L ein Korper und K ein Unterkdrper. Man nennt L/K
Korpererweiterung.

Eine wichtige Perspektive

Wir kdnnen L als K-Vektorraum betrachten, wobei die
Skalarmultiplikation die Multiplikation des Korpers ist. Insbesondere
existiert eine Basis.
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Adjunktion

Seien L/K eine Korpererweiterung und ai, ..., ap € L. Wir
definieren

Klag, ...;an] == {f(aq,...,an) | f € K[x1, ..., xn] } -

Beispiel

| A\

Q[f] ist der Korper der komplexen Zahlen mit rationalen Real- und
Imaginarteilen.
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Korpererweiterungen: Eine Einordnung

Definition

Sei L/K eine Korpererweiterung. o € L heifit algebraisch, wenn es
ein f € K[x]\ {0} mit f(a) =0 gibt.

Beispiel

/2 ist algebraisch beziiglich R/Q (als Nullstelle von x> — 2), 7
allerdings nicht.
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Algebraische Grundlagen Ideale
Korpererweiterungen

Korpererweiterungen: Eine Einordnung

Definition

Sei L/K eine Korpererweiterung. o € L heifit algebraisch, wenn es
ein f € K[x]\ {0} mit f(a) =0 gibt.

Beispiel

/2 ist algebraisch beziiglich R/Q (als Nullstelle von x> — 2), 7
allerdings nicht.

Satz

| A

Wenn aj, ..., «, algebraisch sind, ist K[aa, ..., ap] wieder ein
Koérper.
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Der affine Raum
Algebraische Varietdten Eine algebraische Perspektive

Der affine Raum und Varietaten

Definition

Unser zugrundeliegender Raum wird A} := k". Fiir
T C k[x1, ..., xn] definieren wir die von T erzeugte Varietat

V(T):={PcAl|VfeT:f(P)=0}.
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Der affine Raum

Algebraische Varietdten
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Der affine Raum
Algebraische Varietdten Eine algebraische Perspektive

Varietaten und ldeale

Zur Erinnerung

V(T):={PeAl|VfeT:f(P)=0}

Sei J = (T) das von T erzeugte Ideal. Dann ist V(T) = V(J).

e V(J)C V(T) folgtaus T C J
e V(T)C V(J) gilt, da aus fi(x) =0 auch >_7 ; rifi(x) =0
folgt
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Der affine Raum
Algebraische Varietdten Eine algebraische Perspektive

Varietaten und ldeale

Zur Erinnerung

V(T):={PeAl|VfeT:f(P)=0}

Sei J = (T) das von T erzeugte Ideal. Dann ist V(T) = V(J).

e V(J)C V(T) folgtaus T C J
e V(T)C V(J) gilt, da aus fi(x) =0 auch >_7 ; rifi(x) =0
folgt

Folgerung
Eine Varietat wird bereits durch endlich viele Polynome beschrieben.
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Der affine Raum
Algebraische Varietdten Eine algebraische Perspektive

Zariski-Topologie

= V({0}),0 = V(k[xi, ..., xn])
V(U V()= V(nJ)

V) = (UJ)

i€l i€l
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Der affine Raum
Algebraische Varietdten Eine algebraische Perspektive

Zariski-Topologie

(satz ...
= V({0}),0 = V(k[x, ..., xn])
V(U V()= V(nJ)

V) = (UJ)

i€l i€l

Fur Interessierte

Wenn man die algebraischen Varietdten als abgeschlossene Mengen
wahlt, erhdlt man eine Topologie auf A, die Zariski-Topologie.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis
Hilberts Nullstellensatz
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

f(a) =0 fir ein a € C.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra, anders betrachtet)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

f(a) = 0 fiir ein a € C.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

f(a) =0 fir ein a € C.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra, anders betrachtet)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

V{F}) #0.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

f(a) =0 fir ein a € C.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra, anders betrachtet)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

V() # 0.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis
Hilberts Nullstellensatz

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

f(a) =0 fir ein a € C.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra, anders betrachtet)

Sei f € C[x] mit (f) C C[x]. Dann gilt

V() # 0.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

f(a) =0 fir ein a € C.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra, anders betrachtet)
Sei | C C[x] ein Ideal. Dann gilt

V(1) # 0.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

f(a) =0 fir ein a € C.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra, anders betrachtet)
Sei | C C[x] ein Ideal. Dann gilt

V(1) # 0.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis
Hilberts Nullstellensatz

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f € C[x] nicht konstant. Dann gilt

f(a) =0 fir ein a € C.

Satz (Hilberts Nullstellensatz)

Sei | C C[x1, ..., xn] ein Ideal. Dann gilt

V(1) # 0.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis
Hilberts Nullstellensatz

Lemma (Zariski)

Seien K/C eine Kérpererweiterung und oy, ..., o, € K, sodass
Cloa, ..., an] ein Korper ist. Dann sind bereits aq, ..., o, € C.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis
Hilberts Nullstellensatz

Lemma (Zariski)

Seien K/C eine Kérpererweiterung und oy, ..., o, € K, sodass
Cloa, ..., an] ein Korper ist. Dann sind bereits aq, ..., o, € C.

o Clay, ..., ay] hat eine abzdhlbare Basis, da Clxq, ..., x,] eine
hat (namlich {x..x/ | i € N3 })

° { a,—l—c ceC\{a;} } ist tiberabzihlbar, also linear
abhingig:

n

ZLZO e ibj ﬁ aj—c,=0
aj — G

j=1 =1 k=1k#j

@ dieser Term hat als Polynom alle Nullstellen in C
L]
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis
Hilberts Nullstellensatz

Maximale Ideale im Polynomring

Da k[x1, ..., xn]/(x1 — @1, ..., Xn — @n) = k ein Korper ist, ist
(x1 — a1, ..., X — @tp) ein maximales Ideal.
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Maximale Ideale im Polynomring

Da k[x1, ..., xn]/(x1 — @1, ..., Xn — @n) = k ein Korper ist, ist
(x1 — a1, ..., X — @tp) ein maximales Ideal.

Satz

| \

Fiir jedes maximale Ideal m C Clxq, ..., xn| gibt es a; € C mit

m= (X1 — Q1, ...y Xn — Qp).
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Fundamentalsatz der Algebra

Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

o 7:Cl[x1,....xn] = C[x1, ..., xn]/m, f — [f]

o C[xi, ..., xp]/m ist ein Korper
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Fundamentalsatz der Algebra

Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

o 7:Cl[x1,....xn] = C[x1, ..., xn]/m, f — [f]
o C[xi, ..., xp]/m ist ein Korper
Clxt, sl /1 = Clr(x0), o 7(x0)]
Lg’gaw(xl),...,w(xn) eC
= C[x1, ..., xp]/m=C

o v:C=Clxq,...,xn)/m, f — 7(f)
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Fundamentalsatz der Algebra

Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

o 7:Cl[x1,....xn] = C[x1, ..., xn]/m, f — [f]
o C[xi, ..., xp]/m ist ein Korper
Clxt, sl /1 = Clr(x0), o 7(x0)]
Lg’gaw(xl), ey m(xp) € C
= C[x1, .., xn]/m=C
o v:C=Clxq,...,xn)/m, f — 7(f)
e Homomorphiesatz: x; — ¢~ 1(7(x;)) € kerm = m

(0 = 91 (T(x0)): s X0 — (7 (x0))) € m

O
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis
Hilberts Nullstellensatz

Satz (Hilberts Nullstellensatz)
Sei | C C[x1, ..., xn] ein Ideal. Dann gilt

V(1) # 0.

e Fall 1: / ist maximal. | = (x1 — aq, ..., X, — @p), sodass
(a1, ...,apn) € V(I)
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis
Hilberts Nullstellensatz

Satz (Hilberts Nullstellensatz)
Sei | C C[x1, ..., xn] ein Ideal. Dann gilt

V(1) # 0.

e Fall 1: / ist maximal. | = (x1 — aq, ..., X, — @p), sodass
(a1, ...,apn) € V(I)

@ Fall 2: I ist nicht maximal. Wir suchen ein maximales Ideal J
mit /| CJ,da V(I)D V(J)#0

e Idee: Mit | = (f,...,f) € (A, ..., fot1) S ... findet man eine
aufsteigende Kette, die stationdr werden muss
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Ein letztes Detail

Sei Iy € k[x1, ..., xn] ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal
JD .
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Ein letztes Detail

Sei Iy € k[x1, ..., xn] ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal
JD .

@ Annahme: Es gibt kein solches maximales Ideal
@ Es gibt Ideale Iy & h C kL C ... (wobei Iy € k[xi, ..., xn])
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Ein letztes Detail

Sei Iy € k[x1, ..., xn] ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal
JD .

@ Annahme: Es gibt kein solches maximales Ideal

@ Es gibt Ideale Iy & h C kL C ... (wobei Iy € k[xi, ..., xn])
® Uien Ik ist ein Ideal

® Uken Ik = (f1, .., fm), und f; € I,

© Uken Ik € Ip,p:=max{n; |1 << m}, Widerspruch
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Fundamentalsatz der Algebra
Der Beweis

Hilberts Nullstellensatz

Quellen

o Klaus Hulek: Elementare
algebraische Geometrie

o Klaus Pommerening:
Hilbert's Nullstellensatz over
the complex numbers

@ Graphiken

e imaginary.org/gallery/
herwig-hauser-classic
o GeoGebra
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