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Einstiegsbeispiel:

Wie konnen wir ein gleichseitiges bzw.
gleichschenkliges Dreieck auf sich selbst
abbilden? g

: 7 e a2 e e
! ! F ! 3
: : H } !
: -+

Bl JAREELES
BRI 480 PA8H A, 15405 5
A LN T
TR
R T TR
rASEEY s iroa L g
Beughasgen sl ot BN




. |
gleichseitiges Dreieck gleichschenkliges Dreieck

» id » id

d120 > S

vV v. v . v Vv
n
=

D; ={id, d159, do40, S1, So Sz}



|sometrien 5

» Die Abbildungen aus D, bilden nicht nur das Dreieck auf sich ab, sondern sogar die
ganze Ebene auf sich, wenn wir uns das Dreieck in der Ebene gegeben denken.

» Definition Isometrie: Eine (ebene) Isometrie (oder auch eine Bewegung) ist
eine langenerhaltende bijektive Abbildung der Ebene auf sich.
Ebene: euklidische Ebene,
also die Menge aller Punkte
» Beispiele einer Isometrie: (1) Spiegelung an einer festen Geraden X=Xy €0}
(2) Drehung um einen bestimmten Punkt mit einem
bestimmten Winkel gegen den Uhrzeigersinn
(3) Translation (Verschiebung der Ebene um einen festen
Betrag in eine feste Richtung)



Figuren und Permutationen

Definitionen:
(1) Eine Figur ist eine Teilmenge der Ebene.

(2) Eine Deckabbildung einer Figur ist eine Isometrie der
Ebene, die die Figur auf sich abbildet.

(3) Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung einer Menge
auf sich.

D3 = {id, dy50, 240: S1. S2, S3}



Notation 7

» Beijeder Isometrie eines regularen n-Ecks (ein n-Eck mit gleich grof3en Innenwinkeln und
gleich langen Kanten) ist allein durch die Angabe der Bilder der Eckpunkte bereits die
gesamte Abbildung bestimmt - welcher Eckpunkt wird wohin abgebildet?

» Hier nutzen wir die Permutationsschreibweise: s; =~ (1,2)(3)

» Jeder Punkt in einem Klammerpaar wird auf den inm nachfolgenden Punkt abgebildet
(Klammern werden zyklisch gelesen, die letzte Zahl wird auf die erste abgebildet)
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Ein regulares n-Eck

Welche Deckabbildungen hat ein regulares n-Eck?

Jede Figur hat die Identitat als Deckabbildung.
k-360°

Drehungen: das n-Eck lasst Drehungen um mitke{l, 2,...,n-1}zu

n

Spiegelungen: das n-Eck lasst n Spiegelungen zu:

(1) nungerade: n Spiegelachsen verlaufen jeweils durch eine Ecke und die
gegentberliegende Kantenmitte.

(2) n gerade: % Spiegelachsen verlaufen durch gegentberliegende Eckpunkte undg
Spiegelachsen verlaufen durch gegeniberliegende Kantenmitten.

Elementen:
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Und wie sieht es aus,
wenn wir zwel Isometrien
miteinander
verknlpfen???



3) = (1’3) = SZ

—> Es ergibt sich: s;ed,,, = (2,3)°(1,2,



Ergebnis 1

» Die Verknupfung (Hintereinanderausfihrung) zweier langenerhaltender
Bijektionen ist wieder eine langenerhaltende Bijektion.

» VerknUpft man zwel Elemente aus D; miteinander, so erhalt man wieder ein
Element aus D; = D; ist bezlglich der Hintereinanderausfihrung

abgeschlossen.

» Die Menge der Deckabbildungen einer beliebigen Figur ist stets
abgeschlossen bezuglich ihrer Hintereinanderausfihrung.



Ergebnis

» Aber

= S;od,,, bedeutet, dass wir das Dreieck zuerst um 120 Grad drehen und
dann erst an der Achse s, spiegeln!!!

= Die Spiegelachsen bleiben an inren urspringlichen Platzen und drehen
sich bei den Drehungen nicht mit bzw. werden bei Spiegelungen nicht
mitgespiegelt!!!

12



Definition Gruppe 13

Sei G eine Menge und o eine Verknupfung, beziglich der G abgeschlossen ist. Das Paar (G,o)
heil3t Gruppe, wenn es folgende Eigenschaften erfullt:

(a) (Assoziativitat):
For alle u, v, w € G gilt:
(UoV)ow = Uo(Vow)
(b) (Existenz eines neutralen Elements):
Es gibt ein e € G, so dass
eog=gee =g, flurallegeG
e heil3t neutrales Element der Gruppe G.
(c) (Existenz inverser Elemente):
Zu jedem g € G gibt es ein g € G, so dass
gegt=gleg=e
wobei e ein neutrales Element ist. g heil3t das Inverse zu g.



Kleine Bewelse 14

» Behauptung: Jedes linksinverse Element ist auch rechtsinvers.

» Beweis: (es gilt glog = e, also auch (g*)teg?t=¢e) geg-
t = eo(geg™) = ((g1)*eg™)o(geg™) = (g79)*e((geg)°g™) = () *o(eeg™) = (gH)teg* =&

» Behauptung: Jedes linksneutrale Element ist auch rechtsneutral.

» Beweis: (es gilt ecg = g und gleg = e = gog?)
gee = go(gteg) = (gegt)eg =e°g =g



ISt die
Hintereinanderausfihrung
zweler Isometrien am
gleichseitigen Dreleck eine
Gruppe?

15



Bewelis, dass (D;,0) bzw. (D;",0) eine »
Gruppe Ist

» D3 ={id, dyy0, d40: S35 Sy, Sgp uUnd D3” = {(), (1,2,3), (1,3,2), (1,2), (1,3), (2,3)}

» Assoziativitat:

ohne Permutationsschreibweise mit Permutationsschreibweise

(S1°0120)°S; = 81°(d120°S7) [(1,2)(1,2,3)](1,3) = (1,2)°[(1,2,3)°(1,3)]

& S39S; = 51°S3 © (2,3)°(1,3) =(1,2)°(2,3)

» Existenz eines neutralen Elements: die Identitat ist das neutrale Element! Fur alle g €
D, und fur alle h € D3” gilt:

ohne Permutationsschreibweise mit Permutationsschreibweise

idog = goid = g ()oh = ho() = h



Bewels, dass (D,,0) bzw. (D;",0) eine 17
Gruppe Ist

» EXxistenz inverser Elemente:

| ohne Permutationsschreibweise | mit Permutationsschreibweise
- ideid = id (id1 = id) -00 =0
- 5000540 = id = dyygodyng (digp™ = dygo Und dyyo™ = dyng) - (1,2,3)0(1,3,2) = () = (1,3,2)°(1,2,3)
- S,08; =id =8,? (sit=sy) - (1,2)0(1,2) = ()

- 5,08, = id = 5,° (st =s,) - (1,3)°(1,3) = ()
- 83053 = id = s5° (S5 =S3) - (2,3)°(2,3) = ()

Ein Element einer Gruppe, das nicht die Identitat ist, aber dessen Quadrat die
Identitat ist, heil3t Involution.



Gruppentabelle D,

d24o

18



Ist die Hintereinanderausfliihrung von
Isometrien am Rechteck eine Gruppe?

19

Abgeschlossenheit:
Ja, siehe Tabelle

» Drgechteck = {id, d, S;, So} mitd = d180
l-.. ...-.Fll

Neutrales Element:

By w8 Swura b AN FUr alle g € Drecpieck 9ilt:
ideg = geid = @
Inverse Elemente:
: (1) idoid = id
== 2) ded = id
By ©)) S;°S; =id
¥ == (4) S,0S, = id
Zudem gilt:
(1) dos; =S, = S;°d
(2) des, =S, = S,od
©)) S10S, = d = 8,08,

- kommutativ



Definition abelsche Gruppe 20

» Eine Gruppe (G,o) heil3t abelsch oder kommutativ, wenn fir je zwei g, h € G qilt: goh =
heg.

» Die Verkniupfung (G,°) ist eine abelsche Gruppe, wenn
(1) (G,°) eine Gruppe ist und wenn

(2) fur alle g, h € G gilt: geh = heg,.
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Beispiele 21

(U, +) ist keine Gruppe, da es keine Inversen gibt

(U*,+) ist keine Gruppe, da es kein neutrales Element gibt

(U,+) ist eine abelsche Gruppe

(U*,-) ist keine Gruppe, da es zu 2 kein Inverses gibt

(,+), (U*,), (U,+) und (U*,-) sind jeweils abelsche Gruppen

(Dg,°) und (D,,°) sind jeweils Gruppen, (Drechteck:°) 1St €IN€ abelsche Gruppe
Die symmetrische Gruppe S, ist fur n = 3 nicht abelsch

Die Deckabbildungen einer Figur in der Ebene bilden beziglich der Hintereinanderausfiihrung
eine Gruppe, die Symmetriegruppe der Figur



Begrindung, dass (U,+) eine abelsche 22
Gruppe Ist

(1) Abgeschlossenheit: Seienm,nell > m+n=amita €[]

(2) Assoziativitat: Seien k, m, n e [J, dann gilt: (n + m) + kK = n + (m + k), denn:
Flgt man Strecken mit den Langen n, m und k in der Reihenfolge aneinander, so
erhalt man die Lange n + m + k.

3) Neutrales Element: Furallekelgilt: k +0=0+k =Kk
- 0 ist neutrales Element

(4) Inverse Elemente: Fur alle k e [ gilt: -k e . Dannistk + (-k) =k -k=0=-k + k
=(-k) + k - jedes Element k hat ein inverses Element -k

(5) Kommutativitat: Seienm,nel],danngilt: m+n=n+m



Definition Erzeugendensystem 23

» Eine Gruppe G wird erzeugt von den Elementen E = {g,, 9., ..., 9.},
wenn jedes Element von G durch Verknupfung der Elemente aus E und
deren Inversen dargestellt werden kann. Dabel heil3t die Menge E
Erzeugendensystem der Gruppe G. Man schreibt: G = <gdg,, d,, ..., 9, >.



Beispiele eines Erzeugendensystems 24

» Die Symmetriegruppe D; = {id, d;,q, d540, S1, S», St des gleichseitigen
Dreiecks wird von den Elementen d,,, und s, erzeugt.

Inverse zu d,,, = d,,, Und Inverse zu s; = s;
Id = dj,50d549
Sy, = S;00,4 S3 =500,

> Dy =<d, S >

» Die Gruppe D, wird von einer Drehung d um % Grad und einer Spiegelung
S, erzeugt

alle Drehungen erhélt man durch d, d?, d3, ..., d"=id
alle Spiegelungen erhalt man durch s,ed, s;0d?, s;ed3, ..., Sed" = s,



Zyklische Gruppen 25

» Definition: Eine Gruppe G heifl3t zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt wird.

» In mathematischer Schreibweise:
Eine Gruppe G heildt zyklisch, wenn es ein g € G gibt, so dass alle h e G als h=g"
geschrieben werden konnen mit n € L. ->G=<g>

» Beispiel: (U,+) ist zyklisch mit 1 als Erzeugende, denn:
- jede positive ganze Zahl lasst sich als Summe von Einsen darstellen

- negative ganze Zahlen: h=g™=gt™= (g™ (mitm € 0 und g ist das Inverse von g
- g1 =-1) 2 jede negative ganze Zahl h erreicht man durch: (g)™ = (-1)™

- 0=1°



Weiteres Beispiel einer zyklischen
Gruppe

> Seinun — :={[0], [1], ..., [n - 1]} mit n € [ und

. Il

] :
e X QE, [a] +[b] :=[a+Db] mita,be{0,1, .., n-1}

> (E—D,+4) ist zyklisch mit [1] als Erzeugende, denn:

(E—D,+4) besteht aus den Elementen [0], [1], [2] und [3]
[0] = [1]* = [1] + [1] + [1] + [1]

[2] = [1]7 = [1] + [1]

[3] = [1]* = [1] + [1] + [1]

Zyklische Gruppen sind immer kommutativ und damit abelsch

26



Die Ordnung einer Gruppe 27

» Definition: Die Ordnung einer Gruppe ist die Anzahl ihrer Elemente.

» Beispiele:
D, ={id, d,5o, d549, S1, S, Sa} - Ordnung 6 -2 |Dy| =6
3 1201 Y240 21y Y21 ~3 3
D, = {id, 1'3:00, 2'3:00, (n_131°3600, S1, Sy, ..., So} 2 Ordnung 2n >|D, | = 2n
0={.,-2,-1,0,1, 2, ...} - Ordnung « =2 || =«

nD_D besteht aus n Elementen = Ordnung n > |nD_D| =



Die Ordnung eines Elements 28

» Definition: Die Ordnung oder Periode eines Elements g in einer Gruppe ist die kleinste
Zahl n € [1*, so dass g" = e gilt. Man schreibt auch |g| = n.

» Beispiele:

o Jede Spiegelung hat die Ordnung 2 (denn s? = s;es; = id = €)
o Die ldentitat hat die Ordnung 1 (dennidt =id = e)

o In haben alle Elemente die Ordnung unendlich (aul3er die 0)

o Die Ordnung einer Drehung um 3—r610 Grad ist n mit n € [, denn dggp,," = dy,.360/m) = dagp = 1d =€

o In (%Hu) gilt: [1]* = [2]* = [3]* = [0]* = [0]



Eigenschaften von Gruppen

» Satz 1: Sei (G,o) eine beliebige Gruppe und v, w, g € G. Dann gilt:

(1) Vogogtow = vow (denn: vegogtow = vogow = VoWw)
2 g°=e (denn: g"=g"=g"g®und g"=grce > g°=¢e)
3)(gH)t=g (denn:gegt=id > glnverseszug! ->g=(gYH?)

4) gh=(ghn

» Satz 2: Sei (G,o) eine beliebige Gruppe. Dann gilt:
(1) In G gibt es nur ein neutrales Element.
(2) Zu jedem Gruppenelement gibt es nur genau ein Inverses.
(3) Fur g, v, w e G gilt: aus gev = gow oder vog =weg folgtv =w.

(4) FUr gy, 9y, .., 9y € G gilt: (9;°9,°...29,.1°9,) " = Gp oG g t0...00, o0, ™.



Bewels von Satz 2 (Teil (1) und (2))

ZU zeigen: Es existiert genau ein neutrales Element.
Seien e und e* jewells neutrale Elemente, dann gilt:
i. Eeoe* = e*oe =ge* (weil e neutrales Element ist)
i. e*e =eoe*=¢e (weil e* neutrales Element ist)

- dann ist e = e*oe = e*, also e = e*

zu zeigen: Fur alle g € G gibt es genau ein inverses Element.

Seien u, v € G Inverse zu g € G, dann gilt:
goU =Ueog =€ (weil u das zu g Inverse ist)
i. Qgov=Vog=e¢e (weil v das zu g Inverse ist)

— dann ist u = eou = (Veg)ou = Vo(gou) = Vee = Vv, alsou =v

30



Bewels von Satz 2 (Tell (3))

ZU zeigen: gov=goew oder Vog=Wweog => V=W fur alle g, v, w e G

Seien g, v, w € G, dann gilt:

gov = gow
& gte(gev) = gte(gew)
& (gteg)ev = (geg)ew
= eoV = eoWwW

= V =W

g ¢ ¢ 8

Vog — Wog
(Vog)eg™ = (Weg)og™
Vo(geg™t) = wo(gegt)

Vo = Woe

V=W

- alsoistv=w

31



Bewels von Satz 2 (Tell (4))

zu zeigen: (g;°g,°...0g9,.1°9,)* = g, teg, ; to... og,teg,

Seien ¢, 9, --., 9, € G, dann gilt:

(91°9,°..
9:°92°...
9:°92°...
g:°9z°...

.0€o0...00,tog,?

J1°05°..

gi°€°0;"

g;°0;™
e

.00.1°9n)0(9, 00,1 to...00,T0g, 1)
°On.1°9nodntegp  te. .00, ogy
ogn_loeogn_l'lo . _ogz'logl':L

1 Ay o1
°0p-1°0p.17°...20y 700,

1

frd,, 95, ..., 9,€ G
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