
 

Symmetrien und Gruppenwirkung

Wann nennen wir etwas symmetrisch
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Erscheinungsbild bleibterhalten

Was können wir noch machen
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Für ein bisschen mehrMatheflavour
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1 Symmetrische Gruppe

Def1.1 Symmetrische Gruppe

Sei M 1,2 in Wir bezeichnen mit Sn öM M s bijektiv

die Permutations
gruppe von M

Die Verknüfung o S Sn Ss Go i Koo i do li für
eicM Abbildungsverknüpfeng mit der Menge Snbildet zusammen
eine Gruppe Die Gruppe Sma heißt die symmetrische Gruppe

Bemerkung 1.2 Gruppenaxiome von Uno
o assoziativ 8 Inverse ihmES

4 3 3 4 1
go

22 2 1343 3 E
go µ

12 4 n 4

Bemerkung 1.3 Darstellung derPermutationen

1 Wertetabelle o n
84 d

2 Zykel Sei eres und ein ci.peMmit folgendenEigenschaften
1 Olin ihm für 4 1 el
2 Slip ein



3 ok für alle xo MIEin.in
es in iz ing ip 8 cSn 8 90 och

8 sind paarweise disjunkt

Beispiel 1.4
4 3 2 3

3Pa

µ o o 41 2 11 i 1
a FB Serie in o 43

8 24

Beispiel 1.5
Dj snsz.ssiid.dno.dz.no

g

23 43 12 ich Cl23 as

Satz 1.6 von Cayley
Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist asomorph zu einer

UG der Gruppe Sn
Beweis Sei 6 7 can i

G G g aig byektive

E du ES GEE
1 o ist ein WG

Folgt daraus dass G eine Gruppe weit



2 Isomorphie
G E dito
Ala Mau Olidu de teae dCaiau

klar Alan
CX fulx H G

9 do Qiao hi an

d injektiv bijektiv
GEE

2 Operationen von GruppenaufMengen
Beispiel 2.1

4 äh

a
d 2 4 3

X 1,213,4
14343 1 4 14h23 2 3
14 2373 2 1 4 2 4 1

14 23 ESy insbesondere Ld4 3 c Du



Def 2.2 Operation von Gauf X
Sei G eine Gruppe und X eine Menge Eine Operation von G

auf X ist eine Abbildung Io GxX X mitfolgenden Eigenschaften

t.V xexo.EC xI ex X2 VxeXIlghlghIxglhx
Die Operation nennt man auchLinksoperation Mannennt die

Menge X aucheine G Menge

Was ist die größte Menge G die auf X wirken
kann ohne das wir deren Struktur verändern

Beispiel 2.3
1 M 1,213,43 G Sy t.nl 4 24

2 G D 112,1 2.4 8

1 2

3 G id 24 IGEL
1 3

2

Die maximale Symmetriegruppe variiert obwohl man bei
allen Beispielen eine Menge mit vier Punktenbetrachtet

Der Grund ist die Gruppeerhält die Struktur



Def2.4 Symmetriegruppe
DieSymmetriegruppe einer Figur besteht aus derMenge
aller Kongruenzabbildungen der Figur und der Verkettung
von Abbildungen als Gruppenoperakönen
Die Symmetriegruppe ist somit die größte Menge
G welcheauf die Figur wirkt und dessen Eigenschaften
erhält

3 Bahnformel

Beispiel 3.1
er

isn ichs

nö z 3

Srk 1 idk 1 Stable Eid 1237

Def 3.2 Stabilisator

Sei eine G Menge DerStabilisator von ist dieMenge
Stab gebe gx EG

Beispiel 3.3
3 X 1 6

6 5 G ich 12 56 23 46 H3 45 423 456

I z 13 2 465



vllt 1 1dL41 4

13345,4 5

33 62 3

12156 1 2 23446 4 6 64 245,63 65 66
13314511 3

Def3.4 BahnOrbit
Sei X eine GMenge und Die Menge

G yeX itgeo.gr y

heißt Bahn Orbit von X
IGN nennt man übrigens auchdie BahnLänge

Satz3.5
Sei X eine G Menge Dann ist die Menge aller Bahnen
von X Gx xeX eine Portion von X

X Gx die Gx Cry Gx nCry

Beweis Wir definieren uns die Relation c

yux ycGx
Wir zeigen 1 er ist eine Äquivalenzrelation

2 Gx sind dieÄquivalenzklassen von

Da Äquivalenzklassen eine Partien bilden zeigtdas die Aussage
1 reflexiv ex

G ist
syn xvyix gyg.ee y g tx syvX

Gruppe

transitiv X ymdyzixgymdyhzxgy gl.kz Gh z Xvz



2 yet yex
yell yeGx
yet 7geG y gx
Gx
Gx XEX bildet eine Portion

Satz 3.6 Bahnformel
Sei X eine G Menge G eine endl Gruppeund e X Danngeht

1Gt Istab I 16 1
Beweis e Stable ist eineUG von G mit denSatz von

Lagrange folgt lstabuy.la stablxIl
Istanbul IGH 9

2 IGN 161Stabat
y Glstablx G 9cgStabil g
Wohldefiniertheit
Sei gstablx hstat.CN big Estate Sg

c

At
htt

cStahlt hx 9Chstablex

Injektivität Folgt analog wie wohldefiniertheit
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4 Zusammenfassung
1 Symmetrische Gruppe

o M M S bijektiv o symmetrische Gruppe

abreibbar als Zykel und Wertetabelle Ja Ja Lin un

SatzvonCayley GruppenendlOrdnung sind isomorph zu einer
UG von Sn AlsodarstellbaralsZykel
2 Gruppenoperation

Gruppenoperation E GxX X mit i ex Vx ein glen
Symmetriegruppe GrößteGruppe

welche aufX wirkt und
dessen Struktur erhält

3 Bahnformel
Bahn Gx gxeX GEG parteoniert X
Stabilisator GW gebe ng erhalten
1Gt IG I 16 1
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