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1 Funktionen und deren Graphen

In diesem Kapitel werden wir den Begriff einer Funktion auffrischen und uns einige
Beispiele fiir Funktionen und deren Graphen anschauen. Wir beginnen mit der Frage:

Was ist eine Funktion?

Definition 1.1. Sei D C R. Wir nennen f : D — R eine Funktion, falls fiir jedes x € D

genau ein f(z) € R existiert. Die Menge D nennen wir Definitionsbereich.

1.1 Polynome und rationale Funktionen

Wir présentieren in diesem Abschnitt zunéchst einige Klassen von Funktionen.

a) Konstante Funktionen sind Funktionen von der Form
f*R=R, f(z)=c

fir ein festes ¢ € R.

Abbildung 1: Der Graph einer konstanten Funktion.

b) Eine affine Funktion ist eine Funktion von der Form
f:R—>R, f(zr)=ax+b

fir a,b € R mit Steigung a.

Abbildung 2: Der Graph einer affinen Funktion.



c¢) Ein Polynom ist eine Funktion von der Form f : R — R,
f(z) = anz™ + an_12" ' + ... + a1z + ao fiir ag, ...,a, € R, n € N.
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Abbildung 3: Der Graph eines Polynoms.

d) Eine rationale Funktion ist eine Funktion von der Form f: D — R, f(z) = —=

wobei p und ¢ Polynome sind und ¢(z) # 0 fiir alle x € D.
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Abbildung 4: Der Graph einer rationalen Funktion.



Im folgenden Beispiel schauen wir uns die Graphen einiger Funktionen an.

Beispiel 1.2. (Wichtige Graphen)
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Abbildung 5: Beispiele fiir Graphen von Funktionen.

Wir beschéiftigen uns nun mit der Frage, wie man ausgehend von einer gegebenen
Funktion eine Funktion konstruieren kann, deren Graph die Spiegelung/Verschiebung

des Graphen der urspriinglichen Funktion ist.



Beispiel 1.3. Die folgende Abbildung zeigt, dass die Multiplikation einer Funktion mit
(—1) einer Spiegelung des Graphen entlang der x-Achse entspricht.
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Abbildung 6: Spiegelung eines Graphen entlang der z-Achse.

Beispiel 1.4. Die folgende Abbildung zeigt, dass die Funktion f(—x) zu einer gegebenen
Funktion f(x) einer Spiegelung entlang der y-Achse entspricht.
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Abbildung 7: Spiegelung eines Graphen entlang der y-Achse.

Bemerkung 1.5 (Spiegelungen). Es sei f : D — R eine beliebige Funktion. Dann ist
der Graph der Funktion g(z) := — f(x) die Spiegelung des Graphen von f an der z-Achse
und h(z) := f(—x) die Spiegelung des Graphen von f an der y-Achse.



Beispiel 1.6. Die folgende Abbildung zeigt, dass die Addition einer Konstanten ¢ € R

zu einer Funktion einer Verschiebung um ¢ in y-Richtung entspricht.
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Abbildung 8: Verschiebung eines Graphen in y-Richtung.

Beispiel 1.7. Die folgende Abbildung zeigt, dass die Funktion f(x — ¢) einer Verschie-

bung um c in z-Richtung entspricht.
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Abbildung 9: Verschiebung eines Graphen in z-Richtung.

Achtung: Die obige Abbildung zeigt, dass die Funktion f(x — 1) einer Verschiebung
von f um 1 nach rechts und nicht nach links entspricht, was der ersten Intuition vielleicht

widersprechen mag.

Bemerkung 1.8 (Verschiebungen). Es sei f : D — R eine beliebige Funktion und
¢ € R. Dann ist der Graph der Funktion g(z) := f(x) + ¢ die Verschiebung des Graphen

von f um c in y-Richtung, wobei dies im Fall ¢ > 0 einer Verschiebung nach oben



und im Fall ¢ < 0 einer Verschiebung nach unten entspricht. Der Graph der Funktion
h(z) := f(x —c) ist die Verschiebung des Graphen von f um ¢ in z-Richtung, wobei dies
im Fall ¢ > 0 einer Verschiebung nach rechts und im Fall ¢ < 0 einer Verschiebung nach

links entspricht.

1.2 Die Umkehrfunktion

Definition 1.9 (Umkehrfunktion). Es sei f : D — f(D) eine Funktion. Wir bezeichnen
eine Funktion ¢g : f(D) — D als Umkehrfunktion von f, falls go f : D — D bzw.
fog: f(D)— f(D) der Identitit entspricht, also

fir alle x € D und

fiir alle 2 € f(D) gilt. Wir schreiben dann fiir die Umkehrfunktion meist f~! statt g.
Beispiel 1.10.

1. Die Umkehrfunktion zu f : Rso — Rsq, f(r) = 2 ist gegeben durch
fil : RZO — Rzo, ffl(ac) = \/.E, denn

FH(f(@) = Vat =2

fiir alle x > 0.
1
2. Die Umkehrfunktion zu f : R\ {0} — R\ {0}, f(z) = — ist gegeben durch
x
1
FRA(0) 5 R\ {0}, £ (x) = L. demn

fiir alle = # 0.



1.3 Trigonometrische Funktionen

In diesem Abschnitt schauen wir uns trigonometrische Funktionen und deren Eigenschaf-
ten an. Wir beginnen mit den Graphen der Funktionen sin : R — [—1,1] (Sinus) und

cos : R — [—1, 1] (Kosinus).
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sin x
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Abbildung 10: Die Graphen von Sinus und Kosinus.

Bemerkung 1.11. Sinus und Kosinus haben die Eigenschaften

sin(—xz) = —sin(x), cos(—z) = cos(z),

sin(z + 27) = sin(z), cos(z + 2m) = cos(x),
sin(z + 7) = —sin(x), cos(z +m) = — cos(x),

sin (3: + 2) = cos(z), cos ( ) = —sin(x)

fiir alle x € R. Desweiteren gilt
sin’(z) + cos®(x) = 1

fir alle x € R.

Als weitere trigonometrische Funktion definiert man tan : D — R (Tangens) durch

die Formel

sin(z)

tan(z) = cos(x)’

wobei D = R\ {(k+ 3)7 : k € Z}. Die Punkte, die im Definitionsbereich ausgeschlossen

sind, sind genau die Nullstelllen vom Kosinus.
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Abbildung 11: Der Graph vom Tangens.

Bemerkung 1.12.

a) Die Umkehrfunktion von sin : [-5,7] — [—1,1] ist gegeben durch

arcsin : [-1,1] = [-7, 7], d.h.

B
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arcsin(sinz) = x

fiir alle z € [-7, §] und

sin(arcsin z) = z
fir alle z € [—1,1].

b) Die Umkehrfunktion von cos : [0,7] — [—1,1] ist gegeben durch
arccos : [—1,1] — [0, 7], d.h.

arccos(cosx) = x

fir alle z € [0, 7] und

cos(arccos z) = z
fir alle z € [-1, —1].

c) Die Umkehrfunktion von tan : (=3,5) — R ist gegeben durch



arctan : R — (=%, %), d.h.

arctan(tanz) = x

fiir alle z € (-7, §) und

tan(arctan z) = z
fiir alle z € R.

Definition 1.13. Fir eine Funktion der Form c¢ - sinx bzw. ¢ - cosz mit ¢ > 0 nennen

wir ¢ die Amplitude.

Beispiel 1.14. Die folgende Abbildung zeigt den Graph der Funktion f: R — [-2,2],

f(z) = 2sinz. Der Graph ist nur eine Streckung von Sinus in y-Richtung.

B
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Abbildung 12: Der Graph der Funktion f(x) = 2sinzx.

Definition 1.15. Fiir eine Funktion der Form sin(wz) bzw cos(wz) mit w > 0 nennen

wir w die Frequenz.

Beispiel 1.16. In der folgenden Abbildung ist der Graph der Funktion f: R — [—1,1],
1
f(x) = cos (53:) zu sehen. Die Frequenz 1/2 bewirkt eine Streckung des Graphes von

Kosinus in z-Richtung.

N
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1
Abbildung 13: Der Graph der Funktion f(z) = cos (ix)

10



1.4 Exponentialfunktion und Logarithmus

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Exponentialfunktion und ihrer Um-

kehrabbildung, dem natiirlichen Logarithmus. Wir beginnen dabei mit einer Wiederho-

lung der Potenzgesetze.

Bemerkung 1.17 (Potenzgesetze). Fiir a,b > 0 und m,n € N gilt

n m __ _n+m a n_a
a -a =a N 5 —b7,
(an)m:anm7 (a'b)n:an bn7
a = a'/™, Var = a¥™,
n
_ a _ _
anzi, —a"aTMm =" ™
a” a™

Desweiteren gilt

fir alle a € R.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen der Ezxponentialfunktion f : R — Rsg
definiert durch

f(z) = exp(a) = e,

Y

e~ 2.71871 @

/
‘ T

Abbildung 14: Der Graph der Exponentialfunktion.

Die Umkehrfunktion ist gegeben durch f=!: Ry — R mit

/(@) = In(a)

11



und wir bezeichnen diese als den natiirlichen Logarithmus. Da der natiirliche Logarithmus

die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist, gilt offenbar

In(e”) =z
fir alle z € R und
eln(z) — 5
fir alle z € Ryg.
Yy
In(x)
| /
: x
1 e

Abbildung 15: Der Graph des natiirlichen Logarithmus.

Bemerkung 1.18 (Logarithmusgesetze). Fur a,b > 0 gilt

Y

a® = (eln(a))” — eln(a)-n
In(a") =n-In(a),
In(a - b) = In(a) + In(b)

a

In (b) = In(a) — In(b).

Weiterhin gilt

Viele Terme lassen sich mithilfe der Potenz- und Logarithmusgesetze vereinfachen, wie

das néchste Beispiel zeigt.

12



Beispiel 1.19.

a) In(e”) =7,

b) oAIn(3) _ oIn(3)4 _ (eln(g))4 _ 34

c) 1n< 1) —In(Ve3) =In (e ??) = -2

81,

13



2 Grenzwerte (Limiten)

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Frage nach dem Verhalten von Funk-
tionen “im Unendlichen” bzw. das Verhalten in der Ndhe von problematischen Stellen,

beispielsweise Polstellen. Dazu beginnen wir mit einem Beispiel.

Beispiel 2.1. Wir betrachten die Funktion f : R — R, f(z) = —z3. Wie verhilt sich

die Funktion f, wenn wir mit = beliebig grof8 werden, also mit x gegen oo laufen?

Yy

1+

Abbildung 16: Der Graph der Funktion f(z) = —a3.

Anhand des Graphen koénnen wir ablesen, dass die Funktionswerte f(x) fiir grofier
werdende Werte von z negativ und betragsméflig beliebig gro8 werden. Wir sagen in
diesem Fall die Funktion f strebt/konvergiert fiir z — oo gegen den Grenzwert —oo und
schreiben

3

lim —z° = —o0.
Tr—r00

Analog kann man anhand des Graphen ablesen, dass

lim —z° = .
Tr—r—00

Es gibt jedoch auch Funktionen, bei denen es nicht nur interessant ist zu wissen, was
“im Unendlichen” passiert, sondern wie sich die Funktionen um bestimmte Werte von x
verhalten. Besonders dann ist dies interessant, wenn man diese bestimmten Werte fiir «

selbst nicht in die Funktion einsetzen kann, weil die Funktion dort nicht definiert ist.

1

Beispiel 2.2. Wir betrachten die Funktion g : R\{0} — R, g(r) = —. Wir konnen diese
x

Funktion nicht an der Stelle x = 0 auswerten, da sie dort nicht definiert ist. Wie verhélt

sich jedoch g, wenn wir sehr kleine Werte fiir x, also Werte nahe bei Null einsetzen?

14



Abbildung 17: Der Graph der Funktion g(x) = —.
x

Anhand des Graphen kénnen wir ablesen, dass die Funktionswerte immer grofler wer-
den, je ndher wir uns mit x der Null ndhern. Wir sagen in diesem Fall die Funktion ¢

strebt /konvergiert fiir z — 0 gegen oo und schreiben

. 1
lim — = 00.
z—0 x

Analog folgt beispielsweise, dass

lim — - =
prate (r —3)2 o

Bemerkung 2.3. Im Allgemeinen gilt

lim 2™ = oo fiir alle n € N,

T—>r00
i " oo  falls n gerade,
im 2" =

Trmeo —oo falls n ungerade.

Mochte man den Grenzwert eines Polynoms fiir x — 0o bestimmen, so ist nur das

Verhalten des Terms mit dem héchsten Exponenten ausschlaggebend fiir den Grenzwert.
Beispiel 2.4.

a) Bs gilt lim 2 + 22 — 6 = oo, denn lim z? = oo.
T—r00 T—00

b) Es gilt lim z* 4 32% 4 62 — 10 = oo, denn  lim z* = oo.
T—r—00 T—r—00

c¢) Es gilt lim —22% — 122 4+ 3 = —o0, denn lim —22% = —oc.
T—r 00 T—>00

15



Wir wissen nun, wie man Grenzwerte von Polynomen fiir x — 4+oo bestimmt. Wie

sieht es aber mit rationalen Funktionen aus?

1
Beispiel 2.5. Fiir die Funktion f: R\ {0}, f(z) = — gilt
x

o1
lim — =0,

T—00
lim — =0.

T——00 I

Die folgende Bemerkung gibt Kriterien fiir die Bestimmung des Grenzwerts einer ra-

tionalen Funktion.

Bemerkung 2.6 (Grenzwerte von rationalen Funktionen). Fiir eine rationale Funktion
f unterscheidet man die Folgenden drei Félle beim Bestimmen von Grenzwerten fiir

xr — +oo.

1. Fall: Der Grad des Polynoms im Zéahler ist grofler als der Grad des Polynoms im
Nenner, d.h.

@) nx™ + ap_12" . a1z + ag
€Tr) =
bx™ + byp_1zm 1+ .+ bz + by’

wobei n > m (m,n € N) und ay, ..., ag, by, ..., bp € R. In diesem Fall gilt

mll)rglo f(z) = o0, falls ZTZ > 0,

Jim f(z) = —o0, falls Z—:l <0,
xli}r_noof(a:) = 00, falls Z—; A (=1)(m=m) > 0,
wli}r_noof(:r) = —00, falls g—; S(=1)mmm) <.

2. Fall: Der Grad des Polynoms im Zahler ist kleiner als der Grad des Polynoms im
Nenner, d.h.

™ + ap_12" L . Farx + ag
by ™ 4+ byy_12™ L+ 4+ bz + by’

flx) =
wobei n < m (m,n € N) und a, ..., ag, by, ..., bp € R. In diesem Fall gilt

lim f(x)=0.

r—Fo00

16



3. Fall: Der Grad des Polynoms im Zahler stimmt mit dem Grad des Polynoms im

Nenner tiberein, d.h.

anT™ + ap_12" '+ ...+ a1z + ao
bpx™ + byp_1zm . bz + by’

fz) =

wobei n € N und ay,, ..., ag, by, ...,bp € R. In diesem Fall gilt

: _
i f(@) =3~
Beispiel 2.7.
a) Es gilt
. 1828 —22%2 -7
lim —————— = oo,

=00 65 — 222 + 8
da delr8 Grad des Polynoms im Zahler grofier als der Grad des Polynoms im Nenner ist
und ke 0 (1. Fall).

b) Es gilt

172° + 60 — 12

li _
r500 1324 — 18 0,

da der Grad des Polynoms im Z&hler kleiner als der Grad des Polynoms im Nenner ist
(2. Fall).

c) Es gilt
. 6xt — 222 — 7 6
im —————— =—- =2
a—oo x4 + 623 — 12 3
da der Grad des Polynoms im Zahler gleich dem Grad des Polynoms im Nenner ist (3.

Fall).

Bemerkung 2.8 (Grenzwerte von Exponentialfunktion und Logarithmus). Fiir die Ex-
ponentialfunktion und den natiirlichen Logarithmus gelten die folgenden Aussagen.

a) lim e* = oo.
T—r00

b) lim e" =0.

Tr——00

c) Jim In(x) = oo.

d) ili%ln(x) = —00.

Nun bleibt die Frage offen, wie man den Grenzwert einer Funktion bestimmt, die aus

einem Polynom und der Exponentialfunktion bzw. dem natiirlichen Logarithmus zusam-

17



mengesetzt ist. Im folgenden Beispiel werden Regeln fiir solche Grenzwertbetrachtungen

formuliert.

Beispiel 2.9. Wir stellen uns die Frage, was der Grenzwert von

e$

4+ 22 -6
fiir £ — oo ist. Die Frage lasst sich auf den ersten Blick nicht einfach beantworten denn

der Term .

zt+a22-6
geht fir x — oo gegen 0, wiahrend e® gegen oo strebt. In diesem Fall “gewinnt” die
Exponentialfunktion gegen die rationale Funktion, d.h. fiir den Grenzwert fir x — oo

ist nur die Exponentialfunktion relevant. Es gilt also

lim ——
aoozh 4 22 — 6
Allgemein gilt: “Exponentiale schlagen Potenzen” in der Grenzwertbetrachtung. Mit
derselben Begriindung gilt
lim (z* + 22 —6)-e % = 0.
T—r 00
Fiir den natiirlichen Logarithmus sieht es etwas anders aus. Wir betrachten die Funk-
tion

x - In(x)

fiir x — 0. Auch hier lasst sich auf den ersten Blick nicht sagen was der Grenzwert ist,
denn der Term z geht fiir x — 0 gegen 0, wihrend In(z) fiir x — 0 gegen —oo strebt.
In diesem Fall “gewinnt” jedoch der Term = gegen den natiirlichen Logarithmus. Es gilt
also

lim z - In(z) = 0.
z—0

Allgemein gilt: “Potenzen schlagen Logarithmen” bei der Grenzwertbetrachtung. Das

gleiche Argument liefert

lim 2 4 )

T—00 1;3

=2

2.1 Definitionsliicken

In diesem Abschnitt werden wir uns das Verhalten von Funktionen um Definitionsliicken

anschauen und Definitionsliicken in zwei Typen unterteilen. Wir beginnen dazu mit

18



einem Beispiel.
1

Beispiel 2.10. Wir betrachten die Funktion f: R\ {1} — R, f(x) = W
:L' p—

Abbildung 18: Ein Beispiel fiir einen Graphen mit Polstelle.

Die Funktion ist an der Stelle 1 nicht definiert. Daher interessieren wir uns fiir das Ver-
halten der Funktion um diese Definitionsliicke. Anhand des Graphen kénnen wir sehen,
dass die Funktion sowohl rechts, als auch links von der Definitionsliicke immer gréfier
wird, je ndher wir an die Stelle 1 kommen. Eine Definitionsliicke dieser Art bezeichnen

wir als Polstelle und wir schreiben in diesem Fall lim,_,; f(x) = oc.

Eine Definitionsliicke muss jedoch nicht immer eine Polstelle sein, wie das néchste

Beispiel zeigt.

-1
Beispiel 2.11. Wir betrachten die Funktion f : R\ {1} —» R, f(z) = Ei — 1;.

sieht schnell ein, dass man den Bruch fir alle Werte im Definitionsbereich kiirzen kann

Man

und die Funktion daher konstant 1 ist. In diesem Fall ist die Definitionsliicke nur eine
Liicke im Graph und keine Polstelle. Der Graph ist um die Definitionsliicke konstant 1,

sodass lim,_,; f(x) = 1.

Anhand des Graphen kann man stets ablesen, ob eine Definitionsliicke eine Polstelle
oder nur eine Liicke im Graph ist. Anhand der Funktionsvorschrift ldsst sich dies aber

nicht immer sofort ablesen, wie das néchste Beispiel zeigt.
Beispiel 2.12.

a) Die Funktion

19
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Abbildung 19: Ein Beispiel fiir einen Graphen mit einer Liicke.

hat an der Stelle 3 eine Liicke im Graph, denn es gilt

2
oy — Nz —
lim &= =0 B DE =)y C3yaos

x—=3 I — x—3 T —3 r—3

b) Die Funktion

2 —x—2

9(x) = r+1
hat an der Stelle —1 eine Liicke im Graph, denn es gilt

-z -2 (x—=2)(z+1)

= lim —2~" 72— lim (z—2)=—-1-2=-3.

im
z—=—-1 x+1 r——1 r+1 z——1

c¢) Die Funktion
2?42z +1
o) =

hat an der Stelle 1 eine Polstelle, denn
lima?+2c+1=4
z—1

und
li 1 =
:pgnl (.73 — 1)2 - 007

sodass die Funktion h fiir Werte nahe bei 1 beliebig grofl wird, also

o242 +1
hm —_— =
z—1 (Jj‘ — 1)2

20



3 Differentialrechnung

Die Differentialrechnung beschaftigt sich mit der Steigung von Funktionen in einem
Punkt. Wir motivieren den Begriff mit einem einfiihrenden Beispiel. Dazu sei f : (a,b) —

R eine Funktion.

Abbildung 20: Die durchschnittliche Steigung eines Graphen zwischen zwei Punkten.

Durch
f() = f(xo)

Tr — X
wird die durchschnittliche Steigung von f zwischen zg und x beschrieben. Lésst man

nun xg fest und = gegen z( laufen, so erhélt man die Steigung von f im Punkt xq. Falls

lim f(z) — f(xo)

T—TQ Tr — X0

der Grenzwert

=: f'(z0)

existiert, so nennen wir die Funktion f an der Stelle zy differenzierbar und nennen
f': (a,b) — R die Ableitung von f.

Bemerkung 3.1.

a) Essei f: R — R, f(z) = c eine konstante Funktion. Dann gilt
fi(x) =0
fiir alle x € R.

b) Essei g: R — R, g(z) =m -z + b. Dann gilt

g(x)=m

21



fir alle z € R.

c) Essei h: D — R, h(z) =z, D C R. Dann gilt
B (z)=a- z1

fir alle x € D und n € R.
Beispiel 3.2.

1
a) Sei g:R\ {0} =R, g(z) = = = 2~ 1. Dann gilt
x

1
-2
J@)= (12 =~
b) Sei h: Rsg — Rsq, h(z) = /z = /2. Dann gilt
1 1 1
h/ _ — . _1/2 — — .
(x) 57 2212 2.\/x

Wir kennen nun Regeln um Potenzen abzuleiten. Doch wie leiten wir Funktionen ab,
die sich nicht als Potenzen darstellen lassen? Die folgende Bemerkung beantwortet diese

Frage in einigen speziellen Féllen.
Bemerkung 3.3. Es gelten die folgenden Aussagen.
a) sin’(z) = cos(x).
b) cos'(z) = —sin(x).
c) (e*) =e".
1
d) In'(z) = ~.
) () = -
Wie sieht es nun aber mit Funktionen aus, die als Summe/Produkt/Quotient von
Funktionen zusammengesetzt sind? Im folgenden Abschnitt lernen wir Formeln kennen,
mit deren Hilfe wir solche Funktionen ableiten kénnen.

3.1 Rechenregeln fiir Ableitungen

Bemerkung 3.4 (Linearitit). Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt

(f +9)(x) = f'(z) + g'(x),
(Af) () = Af'(x)



fir alle z € (a,b) und X\ € R.

Beispiel 3.5. Die Funktion h: R — R,
h(z) = 222 + 6z

lasst sich schreiben als
h(z) =2- f(z) +6- g(x),

wobei f(r) = 2% und g(z) = x. Mit der obigen Regel folgt also fiir die Ableitung von h
hW(x)=2-f(x)+6-¢(z)=2-(22) +6-1=4x +6.
Bemerkung 3.6 (Produktregel). Seien f, g : (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt
(f-9)(x) = f'(z)-g(x) + f(2) - ¢ ()

fiir alle x € (a,b).

Beispiel 3.7. Die Funktion h: R — R,
h(zx) = sin(x) - cos(x)

lasst sich schreiben als

wobei f(x) = sin(z) und g(x) = cos(x). Mit der Produktregel folgt also fiir die Ableitung

von h
W(x) = f'(x)- gx) + f(z)- ¢ (x) = cos(x) - cos(z) + sin(z) - (—sin(x)) = sin?(z) — cos?(x).

Bemerkung 3.8 (Quotientenregel). Seien f,g : (a,b) — R differenzierbar und g(z) # 0
fir alle z € (a,b). Dann gilt

(f)’(x) () - g(z) = f(x) - g'(x)

g 9*(x)
Beispiel 3.9. Die Funktion i : R\ {1} — R,
2 +1
h =
(@) = ——
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lasst sich schreiben als

) = 1120
9(x)
wobei f(x) = 2241 und g(z) = x—1. Mit der Quotientenregel folgt also fiir die Ableitung

von h

2z (x—1)—(a*41) 2*—22-1
- (z —1)? CESE

W ()

Bemerkung 3.10 (Kettenregel). Seien f : (¢,d) — R und g : (a,b) — (c,d) differen-

zierbar. Dann gilt
(fog)(z) = f(9(z)) ()
fiir alle 2 € (a,b), wobei
(f o 9)(z) = f(g(z)).
Beispiel 3.11. Die Funktion 7 : R — R,
h(z) = exp(a® — 1)

lasst sich schreiben als

wobei f(z) = exp(x) und g(x) = 23 — 1. Mit der Kettenregel folgt also fiir die Ableitung

von h

R (z) = exp(a® — 1) - 322,
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3.2 Bestimmung von Tangenten an einen Graph

In diesem Abschnitt mochten wir fiir eine differenzierbare Funktion die Tangente in

einem bestimmten Punkt berechnen.

Y

S
=)

Abbildung 21: Die Tangente an einen Graphen im Punkt z.

Sei dazu f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und zo € (a,b). Eine Tangente
ist eine Gerade und hat daher die Form ¢(z) = m - + b. Wir mochten nun m und b
so wihlen, dass t eine Tangente an f im Punkt xg ist. Die gesuchte Tangente erfiillt die

Bedingung
m = f'(xo),
denn die Tangente und die Funktion haben im Punkt xg die gleiche Steigung. Ferner gilt
t(x0) = f(wo), (1)
da die Tangente und die Funktion sich im Punkt xg berithren. Aus folgt
m-xo + b= f(xg),
sodass

b= f(xg) — f'(x0) - xo0.
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Die Tangente von f im Punkt xg ist also gegeben durch die Formel

t(z) = f(z0) -z + (f(zo) — f'(wo) - x0)-

Beispiel 3.12. Wir berechnen die Tangente der Funktion f(z) = 323 — 222 + 2 im
2
Punkt z, = 3" Die Ableitung von f ist gegeben durch

fl(z) = 92% — 4z + 1.
0)-
)-) 33

Daher ist

[SSREEN|

Ferner gilt

Damit ist die Tangente von f im Punkt z, gegeben durch

t(x) = 325
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3.3 Minima und Maxima von Funktionen bestimmen

In diesem Teilabschnitt moéchten wir uns mit der Frage nach Eztrema von Funktionen
beschéftigen. Was sind Extrema einer Funktion und wie findet man diese? Um diese

Frage zu beantworten schauen wir uns zunéchst ein einfithrendes Beispiel an.

Beispiel 3.13. Wir betrachten den Graphen der Funktion f : R — R,

1 3
flx) = 5:63 - §m2 + 2.
Anhand des Graphen kénnen wir ablesen, dass die Funktion an der Stelle x = 0 ein
lokales Maximum bzw. einen Hochpunkt mit Funktionswert 2 hat. Das bedeutet, dass
der Funktionswert 2 in einer Umgebung um die Stelle x = 0 der gréfite Funktionswert
von f ist. Weiterhin kann man am Graphen ablesen, dass die Funktion an der Stelle x = 2
ein lokales Minimum bzw. einen Tiefpunkt mit Funktionswert 0 hat. Das bedeutet, dass
der Funktionswert 0 in einer Umgebung um die Stelle x = 2 der kleinste Funktionswert

von f ist.

DO+
w

711 1

Abbildung 22: Der Graph der Funktion f.

Extrema sind also Minima (Tiefpunkte) oder Maxima (Hochpunkte) von Funktionen.
Wie findet man aber im Allgemeinen Minima und Maxima einer gegebenen Funktion?

Der folgende Satz liefert ein Kriterium um solche Stellen zu finden.

Satz 3.14. Es sei f : (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion und z¢ € (a,b)
ein Punkt mit der Eigenschaft

f,(xo) = 0.

Falls
f"(xo) >0,
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so ist g ein lokaler Minimierer und f(xg) ein lokales Minimum von f. Ist

f”(.%'()) < 0,

so ist xg ein lokaler Mazimierer und f(x0) ein lokales Maximum von f. Im Fall

f”(ZL'()) — O
lasst sich im Allgemeinen keine Aussage treffen.

Wir haben nun also ein Verfahren um lokale Minima und Maxima einer differenzier-
baren Funktion f zu bestimmen. Dabei sucht man zunichst einen Punkt zg mit der
Eigenschaft f’(xg) = 0. AnschlieBend berechnet man die zweite Ableitung f” und wertet
diese im Punkt xg aus um zu entscheiden ob f(x() ein lokales Minimum oder ein lokales

Maximum ist.

Bemerkung 3.15. In manchen Féllen ist es umstédndlich die zweite Ableitung zu be-
rechnen. Statt diese zu berechnen und auszuwerten, kann man auch Untersuchen, wie
sich die erste Ableitung um die gefundene Nullstelle verhilt. Falls die erste Ableitung f’
in xg einen Vorzeichenwechsel von ‘+’ zu ‘— hat, so ist xg ein lokaler Maximierer. Falls

f" in xg einen Vorzeichenwechsel von ‘—’ zu ‘+ hat, so ist zg ein lokaler Minimierer.

Beispiel 3.16. Wir suchen das lokale Minimum von f : (0,5) — R,
f(z) = 423 — 1522 + 12z.
Dazu berechnen wir zundchst die Ableitung von f. Es gilt

f(z) = 1222 — 30z + 12.
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Wir suchen nun ein xy € (0,5) mit der Eigenschaft f’(x¢) = 0, also:

1223 — 3020 +12 =0 |2 12
5
& x3—§x0+120 | -1
- > 1 +(5)2
Ty — Ty = — —
07 70 4
5\ 2 5\ 2
_Z Z) = -1 z
= %o 2x°+<4> +(4)
° (0-5) -4 |
o — — = —
07} 16 v
5 3
- =4Z
= X 1 1
1
= ro =2 oder IL‘0—§

Wir priifen nun ob 2 oder % Minimierer sind. Dazu berechnen wir die zweite Ableitung.
Es gilt
f"(z) = 24z — 30.

Wir werten die zweite Ableitung nun in den Punkten 2 und % aus. Es gilt
f"(2) =18 >0,

sodass 2 ein lokaler Minimierer ist. Weiterhin gilt

" 1>
—_ :—]_
f(2 8 < 0,

sodass % ein lokaler Maximierer ist. Damit ist ein lokales Minimum von f gegeben durch

F(2) = —4.
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4 Integralrechnung

Die Integralrechnung beschéftigt sich mit der Berechnung von Fléachen, die von Graphen
eingeschlossen werden. Wir werden in diesem Kapitel Verfahren kennenlernen, mit deren
Hilfe wir das Maf} der Flache bestimmen koénnen, die von zwei Graphen eingeschlossen

werden. Dazu beginnen wir mit der Definition einer Stammfunktion.

Definition 4.1. Fiir eine gegebene Funktion f : (a,b) — R nennen wir eine differen-

zierbare Funktion F : (a,b) — R mit der Eigenschaft

Beispiel 4.2.

a) Es gilt

1
/xndx = mﬂ?n+1 +c

fiir alle n # —1, wobei ¢ € R beliebig ist.

b) Es gilt
1
Sdz=1
[+ e =na) +e

wobei ¢ € R beliebig ist.

c) Es gilt
/ex dr =¢e* + ¢,

wobei ¢ € R beliebig ist.

Bemerkung 4.3 (Rechenregeln fiir Stammfunktionen). Fiir integrierbare Funktionen
fig:la,b] > Rund X\ € R gilt

1@ +g@dr = [ f@)ar+ [g(@)do
//\f(x)dx:)\/f(:v)dx.
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Um nun Flicheninhalte berechnen zu koénnen, die von Graphen von Funktionen ein-
geschlossen werden, bendtigen wir den folgenden Hauptsatz der Differential- und Inte-

gralrechnung.

Satz 4.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist f : [a,b] — R eine
stetige Funktion und F': [a,b] — R eine Stammfunktion, so gilt

L%@mx:F@_me

Beispiel 4.5. Wir mochten das Integral

3
/ (622 — 4z + 2) dx
-2

auswerten. Zunichst bemerken wir, dass

F(z) = 22% — 22° + 22

eine Stammfunktion von
f(z) =62 — 4z + 2

ist. Mit dem Hauptsatz konnen wir nun das Integral auswerten und wir erhalten

/32(6902 — 4z +2)dz = F(3) — F(-2) = 42 — (—28) = 70.

Bemerkung 4.6. Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R und ¢ € (a,b) gilt

Kﬂ@mz[ﬂ@m+fﬂ@m

31



4.1 Flachenberechnung

Wir interessieren uns im Folgenden fiir den Flécheninhalt von Fldchen, die vom Graph

einer Funktion f mit der z-Achse eingeschlossen werden.

Y

p

/

\ 4

Abbildung 23: Die Fliche(n), die ein Graph mit der z-Achse einschlieft.

Solche Flacheninhalte lassen sich mithilfe von Integralen berechnen, wie wir im néchs-

ten Beispiel sehen werden.

Beispiel 4.7. Wir moéchten den Flacheninhalt der Flache berechnen, die der Graph von
flz)=—-2?+1

mit der z-Achse einschlief3t.

Abbildung 24: Die Fliche, die der Graph von f mit der z-Achse einschlief}t.

Offenbar schliefit der Graph von f im Intervall [—1, 1] eine Fliche mit der z-Achse

ein. Der Flacheninhalt ist in diesem Fall gegeben durch

“[[-5+,

Der Flacheninhalt einer Fliache, die ein Graph mit der x-Achse einschliefit, 1dsst sich

'/_11(—3:2 +1)dx

jedoch nicht immer so berechnen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 4.8. Wir mochten den Fliacheninhalt der Flache berechnen, die der Graph der
Funktion f(z) = 23 im Intervall [—1, 1] mit der 2-Achse einschlieft.

Y

1] /

_V 1

/

/

Abbildung 25: Die Flédche, die der Graph von f mit der x-Achse einschlief3t.

Versuchen wir nun die Fldche mit dem gleichen Ansatz wie oben zu berechnen, so

1 1 1
/ 22 dr = [364] =0.
1 4 1

Obwohl der Graph eine Fliache einschliefit, erhalten wir beim Auswerten des Integrals
0. Das Problem hier ist die Tatsache, dass ein Teil der Flédche iiber und ein Teil der

Flache unter der z-Achse liegen. Dieses Problem ldsst sich beheben indem man nur

erhalten wir

“zusammenhédngende” Flacheninhalte auf diese Weise berechnet und anschlieflend die

Betréige der Ergebnisse addiert. Wir berechnen also

! 10" 1
3 4
dr = |- = -.
/Oac x [43:}0 1

Nun ist die Fliche, die der Graph von f im Intervall [—1, 1] mit der z-Achse einschliefit
gegeben durch

Bemerkung 4.9. Mochte man den Flacheninhalt der Flache berechnen, die eine gege-

bene Funktion f auf einem Intervall [a, b] mit der 2-Achse einschliefit, so bestimmt man
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zunéchst alle Nullstellen von f in [a, b]. Anschlieend integriert man die Funktion f auf
den Teilintervallen, die durch die Nullstellen getrennt sind. Die Fléche ist dann gegeben

durch die Summe der Betrége der berechneten Integrale.

Wir wissen nun wie man im Allgemeinen den Fliacheninhalt einer Fliche berechnet,
die eine Funktion mit der x-Achse einschliefit. Im Folgenden interessieren wir uns fiir

Fléchen, die von Graphen von zwei Funktionen eingeschlossen werden.

Beispiel 4.10. Wir mochten den Fliacheninhalt der Fliche berechnen, die von den Gra-

phen der Funktionen

eingeschlossen wird, wobei f(—1) = g(—1) und f(3) = g(3).

S A

Abbildung 26: Die Fléche, die die Graphen von f und g einschlieflen.
Um diese Fléache zu berechnen definieren wir uns die Differenzfunktion
h(z) := f(z) — g(z) = 2* — 22 — 3.

Diese Funktion gibt uns in jedem Punkt x genau den Abstand der Graphen von f und

g in y-Richtung. Der Flacheninhalt der eingeschlossenen Fliche ist nun der Betrag des
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Integrals von h im Intervall [—1, 3]. Der Flacheninhalt ist also

‘/_31 h(z) dz

Bemerkung 4.11. Der Flacheninhalt einer Fléche die von zwei Funktionen eingeschlos-

3
:’/ 22 — 22 — 3dx
-1

1 3
= ’ [:vg — - 34
3 -1

sen wird lasst sich stets mithilfe der Differenzfunktion berechnen. Auch hier integriert

man die Differenzfunktion wieder “von Nullstelle zu Nullstelle”.
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