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1 Vektoren

Die reellen Zahlen R kénnen wir uns als eine unendlich lange Zahlengerade vorstellen;
die Zahlen sind wie an einer Schnur aufgereiht. Es ist also moglich einen Punkt auf einer
Geraden durch eine Zahl zu kennzeichnen und sich durch Addition oder Subtraktion

von reellen Zahlen auf der Geraden fortzubewegen.
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Abbildung 1: Die reelle Zahlengerade R

So konnen wir in einer Dimension Punkte und Richtungen durch reelle Zahlen be-
schreiben. Wie aber beschreiben wir Punkte und Richtungen in einer Ebene oder im

gesamten dreidimensionalen Raum? Dafiir benttigen wir mehr Koordinaten.

Definition 1.1
Ein n-dimensionaler Vektor ist ein Tupel, das heifit, eine geordnete Menge von n reellen
Zahlen. Wir schreiben dies oft als

X1

X2
YeR", X=| |, x,x,...,xs€R

Xn

Insbesondere erhalten wir fiir n = 2 und n = 3, die im Folgenden unsere Standardbei-
spiele sein werden:

X1
3?=[x1]€]R2 bzw. ¥=|x,|eR®

X2
X3

Bemerkung 1.2
Wir konnen uns Vektoren als Pfeile vorstellen, die eine Richtung und eine (endliche)
Léange haben. Statten wir zum Beispiel die Ebene mit einem kartesischen Koordinaten-

a
system aus und ist % € R? ein zweidimensionaler Vektor, ¥ = (b]’ dann zeigt der Pfeil

von ¥ auf den Punkt (4, b) in der Ebene, wenn wir den Anfang des Pfeiles in die 0 legen.



¥ heiflt auch der Ortsvektor von (a,b). Verschieben des Pfeiles in der Ebene dndert aber
den Vektor nicht:
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Zwei Pfeile beschreiben den gleichen Vektor genau dann, wenn ihre Linge und ihre
Richtung gleich sind. Dann sind sie ndmlich Ortsvektor des gleichen Punktes in einem
Koordinatensystem. Analog funktioniert dies im dreidimensionalen Raum mit einem
Vektor ¥ € R?.

2 Grundlegende Rechenoperationen mit Vektoren

Auf der Zahlengerade konnen wir uns durch Addition mit reellen Zahlen fortbewegen.
Wir werden nun eine Addition und eine Skalarmultiplikation von Vektoren definieren,

die uns das Zusammensetzen und Strecken/Stauchen von Vektoren ermoglicht.

Definition 2.1
Seien ¥, if zwei Vektoren des R", A € R eine reelle Zahl. Dann definieren wir die Vektoren
X + i, bzw. A¥ durch komponentenweise Addition bzw. Multiplikation, das heif3t

X1 sl X1+ /\x1

b ) Y2 X2+ Y2 AXZ
Y+y=|_[+]".|:= ) und AX:=

Xn Yn Xn + Yn Axy,

Bemerkung 2.2

Wir sehen an Abbildung dass die Addition der Vektoren also darauf hinauslduft, den
einen Vektor an die Spitze des anderen zu setzen. Genauso konnen wir nattirlich auch
Vektoren voneinander abziehen oder durch eine reelle Zahl # 0 dividieren. Subtraktion
von zwei Vektoren liefert hier den Pfeil, der von der Spitze des einen Pfeiles auf den
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Abbildung 2: Die Vektoraddition und Skalarmultiplikation in der Ebene

anderen zeigt, wenn beide Pfeile in einem gemeinsamen Punkt starten. Multiplikation
eines Vektors mit —1 ist das Umdrehen des Pfeiles, das heifst, die Richtung wird genau
umgekehrt, wihrend die Lange erhalten bleibt.

Achtung! Wir definieren zunichst keine Multiplikation auf den Vektoren, ¥- i ist also
kein Vektor! Erst spater werden wir sehen, wie und in welcher Situation ein "Vektorpro-
dukt’ berechnet werden kann.

Mit Hilfe von Mengen von Vektoren konnen wir Geraden oder Ebenen im zwei- oder

dreidimensionalen Raum beschreiben.

Definition 2.3

Seien ¥, /,Z drei Vektoren im R". Dann definiert die Menge
X+ A7 A eR}
die Gerade durch X in Richtung ij. Ahnlich definiert die Menge
(X+Ay+uZl A, ueR}

die Ebene durch x, die von i und Z aufgespannt wird.

Beispiel 2.4

1 -2
Seien ¥ = [2) und i = [ 1) im IR? gegeben. Dann hat die Gerade durch ¥ in Richtung 1/



die folgende Gestalt:

N

3 Geometrie der Vektoren

Wir wollen nun die Lange eines Vektors definieren. Hier ist die Idee, sich an dem Satz
des Pythagoras zu orientieren und davon ausgehend im Allgemeinen die Lange eines
Vektors des R" zu definieren. Der Satz des Pythagoras besagt: Die Seitenldngen eines

rechtwinkligen Dreiecks erfiillen die Gleichung

@+ b =2,

hierbei bezeichnen g, b, ¢ die Seitenldngen des Dreiecks, ¢ die Hypotenuse, das heifst, die
Seite, die dem rechten Winkel des Dreiecks gegentiberliegt. Schreiben wir nun einen

Vektor @ € R? als
W= = + =X+7,
y) 0) v

so kénnen wir die Linge des Vektors @ definieren als +/x2 + 12, siche Abbildung
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Abbildung 3: Der Satz des Pythagoras liefert uns die Lange des Vektors .

Dies fiihrt uns zu folgender Definition der Lange eines allgemeinen Vektors des R™:

Definition 3.1
Sei ¥ € R” ein Vektor mit Eintrdgen x1, xo, . .., X,. Dann ist die Linge || ¥ || von X definiert



als

12l P24t 2,

Ist || X ||= 1, dann heifdt ¥ normiert, fiir einen allgemeinen Vektor i heiflt der Vektor

- . .
y = ﬁ die Normierung von j.

Um den Winkel zwischen zwei Vektoren bestimmen oder tiberhaupt erst definieren

zu konnen, bendtigen wir das Skalarprodukt zweier Vektoren.

Definition 3.2
Es seien ¥, i zwei Vektoren des R” mit Eintrdgen x1,x2, ..., X, bzw. y1, V2, ..., Y. Dann
ist das Skalarprodukt von ¥ und i definiert durch

X :=x1y1 +Xoy2 + - + Xy € R

Insbesondere gilt also ¥- ¥ =|| X ||>.

Das Skalarprodukt gibt uns also die Moglichkeit, zwei Vektoren zu , multiplizieren”;
wir erhalten aber keinen neuen Vektor, sondern eine reelle Zahl! Mit Hilfe dieses Ska-

larprodukts konnen wir nun Winkel zwischen zwei Vektoren bestimmen.

Bemerkung 3.3
Es seien x7, X3 zwei Vektoren des R"” und a der Winkel der von (den Pfeilen von) x7 und
x5 gebildet wird (siehe Abbildung[4). Dann gilt

— —>
X1+ X2

cos(a) = —5——5—.
Il 2 (Il 22 1]

Insbesondere gilt also fiir 7 - ¥ = 0, dass cos(a) = 0, also @ = 90° ist. Die Vektoren

stehen also senkrecht aufeinander.



Abbildung 4: Die Vektoren x7 und x3 schlieen den Winkel a ein.

Definition 3.4
Zwei Vektoren x7, x5 € R" heiflen orthogonal, wenn x7 - X3 = 0 gilt. Wir schreiben dann
auch

X1 L x5

Beispiel 3.5
. 1 -2\ . )
Die Vektoren [2) und ( 1 ] sind orthogonal zueinander da

1) (-2
[2].(1]=1~(—2)+1~2=0

gilt. Die Vektoren schlieflen also einen Winkel von 90° Grad ein, einen rechten Winkel.

(1,2)
('2/1)
Beispiel 3.6
2
Wir wollen einen normierten Vektor # 0 finden, der orthogonal auf dem Vektor ¥ = |1
1



01
steht. Wir schreiben dafiir 7 = | v, | und rechnen nach:

U3

2 01
O0=|1|-|v2| =201 + v+ v3.
1

U3

Setzen wir nun v3 = 0, so erhalten wir mit der Gleichung von oben, dass 2v; = -v;

gelten muss. Setzen wir also auch v; = 1, so erhalten wir v, = =2 und damit ist zum
1

Beispiel 7 = [ -2 | orthogonal zu ¥. Nun miissen wir noch ¢ normieren. (Das dndert nicht

0
die Orthogonalitit zu ¥). Dafiir berechnen wir die Lange von ¢

19l = V12 + (=22 +02 = V5

Nun miissen wir nur noch 7 durch die Lange teilen und erhalten, dass

o glh gk

ein normierter Vektor ist, der orthogonal auf ¥ steht.

Das Skalarprodukt enthdlt also Informationen tiber die geometrische Lage der Vek-
toren zueinander. Zum Beispiel konnen wir mit der Hilfe des Skalarprodukts die Ent-

fernung eines Punktes von einer Geraden bestimmen.

Beispiel 3.7

0 1
Wir betrachten die Gerade durch xp = (1) in Richtung v = (1), das heifst die Menge
aller Vektoren, die sich als x{ + A7 schreiben lassen konnen fiir ein A € R. Wir mochten

L (2
herausfinden, wie weit der Punkt P mit Ortsvektor Z = (1J von der Geraden entfernt ist.

Wir brauchen also die Lange des Vektors Z — X(A), hier ist ¥(A) ein Vektor der Geraden



so gewahlt, dass
Z—-%A) LT

gilt. Sind diese Vektoren ndmlich orthogonal, so ist die Lénge von Z — ¥(1) gerade die
Léange des kiirzesten Weges von P zu der Geraden. (Siehe Abbildung 5l) Wir berechnen
also A durch das Skalarprodukt:

S IR SRS [

1
Dies fiihrt uns direkt zu A = 1 und damit ist ¥(1) = (2] der gesuchte Vektor der Geraden.

Schlielich berechnen wir die Lange von Z — ¥(1) durch

(-GI-E)

Der Punkt P ist also V2 von der Geraden entfernt.

= V2.

Ny
|
=
>
N

X+ ANy

Abbildung 5: Die Entfernung des Punktes P von der Geraden ist durch den Vektor
Z — X(A) bestimmt.

4 Das Kreuzprodukt

Zum Abschluss wollen wir noch eine besondere Verkniipfung von dreidimensionalen
Vektoren kennenlernen, das Kreuzprodukt.



Definition 4.1
Es seien ¥, if zwei Vektoren des R3 mit Eintrdagen x1, x2, x3, bzw. y1, y2, y3. Das Kreuzpro-
dukt X x i/ ist dann definiert als

X2Y3 — X3Y2
e -
XXY=1|x3y1 —x1y3|-
X1Y2 — X241

Geometrisch definiert das Kreuzprodukt ¥x 1/ einen Vektor, der orthogonal auf der von
¥ und i aufgespannten Ebene steht, das heift (¥x 1) - ¥ = 0 und (¥ X /) - ¥ = 0. Die Lénge
des Kreuzprodukts entspricht genau dem Fldcheninhalt des Parallelogrammes, das von
¥ und i aufgespannt wird. Insbesondere kénnen wir also mit dem Kreuzprodukt zu

einem gegebenen Vektor einen orthogonalen Vektor konstruieren.

Beispiel 4.2
3
Es sei ¥ = |2 | ein Vektor des IR®. Dann ist zum Beispiel
1
1 0
xx|0f=11
0 -2

ein Vektor, der orthogonal auf ¥ steht.

Bemerkung 4.3

Das Kreuzprodukt ist nur fiir Vektoren des R® definiert. Fiir andere Dimensionen gibt
es zwar Verallgemeinerungen des Kreuzprodukts, diese sollen hier aber nicht behandelt
werden.
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