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Aufgabe 1.
Seien X, Y nicht-leere Mengen.
a) Auf Abb(X,Y") definieren wir wie folgt Relationen Ry, Ry. Fiir f,g € Abb(X,Y) gilt:
fRig < Jh € Abb(Y,Y) : ho f = g und h ist bijektiv
fRog < Jh € Abb(X,X): foh=yg
Geben Sie jeweils an ob Ry bzw. Ry eine Aquivalenzrelation definieren.

b) Zeigen Sie fiir die Relationen aus Teil b), dass alle surjektiven Abbildungen unter Rs in
Relation stehen.

Aufgabe 2.

a) Sei K ein Korper und n,m € N. Wir betrachten GL,,(K) x GL,, (K ) mit komponentenweiser
Multiplikation als Gruppe. Geben Sie jeweils mit Begriindung an, ob folgende Abbildungen
Gruppenhomomorphismen sind:

(i) ¢1: GL,(K) x GL,(K) - GL,(K), (A,B)—~ A-B
(ii) ¢2: GL,(K) x GL,,,(K) — GL,,(K) , (4,B) — det(A) - B

b) Sei K € {R,C} und n € N. Zeigen Sie, dass
G:={Ae K™" | det(A) € Q\ {0}}
mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet.

c) Zeigen Sie fiir ungerades n € Nund K = R, dass p: GL,(K) = G, A — oo A ein

Gruppenhomomorphismus ist und bestimmen Sie Kern(p).

Aufgabe 3.

a) Sein € Nund o € S,,. Zeigen Sie, dass wenn ¢ ungerade Ordnung hat, dann gilt sgn(o) = 1.

b) Wir betrachten den Ring Z/nZ fiir natiirliche Zahlen n € N+ (. Berechnen Sie fiir n € {8,9}
die multiplikative Gruppe (Z/nZ)™ . Entscheiden Sie, ob die multiplikative Gruppe in diesen
Fallen zyklisch ist.



Aufgabe 4.

a) Losen Sie folgendes Gleichungssystem iiber R in Abhéngigkeit des Parameters ¢ € R:

xr1 +(2t — 2)$3+5l‘4 =3
—x1+ tzo — x4+3x5 =4
1 + (t—1Dz3+3z4+ x5 =5

4t.’[2+ (t — 1)$3+2$4+ Is = 6

b) Seien A, B € K™*". Zeigen Sie folgende Aquivalenz:

A - B ist invertierbar <= A und B sind invertierbar.

Aufgabe 5.

a) Geben Sie jeweils an, ob die folgende Matrix iiber R, F3 und F5 invertierbar ist und bestimmen
Sie gegebenenfalls ihr Inverses:

1
1
1

— O N
S W W

b) Sein € Nund A = (a; ;)i ; € C**" mit Eintrégen in Z, d.h. o; ; € Z fiir alle 4,5 € {1,...,n}.
Zeigen Sie, ist det(A4) = 1, dann sind auch die Eintrige von A™! = (5, ;);,; in Z.

Aufgabe 6.

Sei R[X] der Vektorraum der reellwertigen Polynome und fiir n € N sei
Po = {f(X) € R[X] | deg(f) < n}

der Untervektorraum der Polynome von Grad kleiner oder gleich n. Fiir ¢ € R definieren wir die
Abbildung

X
6o - RIX] 5 RIX], f(X) > g(X) = / f(t)dt

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes a € R und n € N die Einschrinkung ¢,|p, : P, — Pn4+1 ein
Vektorraumhomomorphismus ist.

b) Bestimmen Sie fiir die Basen B := (1,X,X?) C P, und C := (1, X, X? X3) C P; die
Abbildungsmatrix Dop(dalp,)-

c) Geben Sie jeweils an, ob ¢, injektiv oder surjektiv ist.



Aufgabe 7.

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden
Matrix

-1 -1 0 1
2 4 0 -2
A= -3 -2 1 2
1 3 0 -1

Ist A diagonalisierbar?

Aufgabe 8.

a) Seien U, Wy, Wy Untervektorriume des endlichdimensionalen R-Vektorraumes V', sodass U
ein echter Untervektorraum von Wy und Wy ist, d.h. U C Wy und U C Ws. Es seien

S Wiy —-U und T:U— Wy

lineare Abbildungen. Zeigen Sie, dass die Verkniipfung 7" o S weder injektiv noch surjektiv
ist.

b) Sei V ein Vektorraum und U C W C V' zwei Untervektorrdume. Zeigen Sie:

V/0)/(W/U) = V/W.

Aufgabe 9.

a) Sei V = R® mit den Untervektorriumen

0 1 0 1 1 0

1 2 1 1 2 1
U:i=<[0],|3].,|1|> , W:=<[1],[3],| 2]>.

1 2 1 1 0 -1

0 3 1 1 0 -1

Bestimmen Sie jeweils die Dimension und eine Basis von U "W und U + W

b) Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und U, W C V zwei Untervektorrdume. Zeigen
Sie, dass U und W genau dann isomorph sind, wenn U/(U N W) und W/(U N W) isomorph
sind.

Aufgabe 10.

Sei K ein Korper, V' ein Vektorraum und ¢ € End(V) nilpotent, d.h. es existiert ein & € N mit
¢F =¢po---o0¢ist die Nullabbildung.
——

k—mal
a) Zeigen Sie, dass ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn ¢ bereits die Nullabbildung ist.

b) Sei nun zusétzlich dim(V') = n. Zeigen Sie, dass ¢" die Nullabbildung ist.



Aufgabe 11.

Sei K ein Korper und die Matrix A € K°*® gegeben durch:

1 2 3 4 5
1 1 2 3 4
A=]-1 5 4 3 1
0 1 0 1 4
1 3 5 79

Bestimmen Sie die Determinante von A fiir K = R.
Was ist ihr Rang unter den Korpern K € {R,Fy,F3,Q}?

Aufgabe 12.

Sei K ein Korper und n € N. Fiir eine Matrix A = (a; ;);; € K™ ist die Spur von A definiert als

tI‘(A) = i: Qi
=0

a) Zeigen Sie, dass die Spur tr : K™"*" — K eine lineare Abbildung ist.

b) Wir definieren die Abbildung
B: K™ x K"™" K | (A, B)w tr(A"- B)

Zeigen Sie, dass [ eine Bilinearform ist. Geben Sie fiir K = R jeweils an, ob 8 symmetrisch,
positiv definit und ein Skalarprodukt ist.

c¢) Geben Sie fir K = R und n = 2 die Gram-Matrix G (/) beziiglich einer Basis B Threr Wahl

all.



