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11. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I
In allen Aufgaben auf diesem Ubungsblatt sei K ein Korper.

Aufgabe 1. (4P)
Wir betrachten die folgenden Untervektorriume von RS.

1 1 1 1 1 1 0 1 1

-1 0 0 1 0 0 1 1 0

U:< O f,1-11,]1],|0 >, V::<O>,W::<O 0,111, 1>
1 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 2 0 2 1 0 0 0 0

Zeigen Sie, dass V' ein Untervektorraum von U ist. Berechnen Sie dann die Dimensionen folgender
Vektorraume:

a)U/V, DbB)V+U  U+W, d)U/(WnU).

Hinweis: Es kann hilfreich sein, zunéichst die Dimensionen von U,V und W zu berechnen.

Aufgabe 2. (4P)

a) Es sei V ein K-Vektorraum. Zudem seien Wi, Wy Untervektorraume von V mit Wy, C Wh.
Wir betrachten die kanonische Projektion

7V = V/Wa, v [v]a.

Hierbei bezeichnet [v]z die Restklasse von v in V/Wa.
Zeigen Sie mit Hilfe des Homomorphiesatzes, dass die Abbildung

7' VWL = V/Wa, [v]1 = [v]2

eine (wohldefinierte!) lineare Abbildung ist. Hierbei bezeichnet [v]; die Restklasse von v in
V/Wi. Wann ist 7’ ein Isomorphismus?

b) Essei V ein K-Vektorraum. Des Weiteren seien W, X Untervektorrdume von V', fiir die gelte
V =W @ X. Zeigen Sie, dass V/W = X gilt.
Aufgabe 3. (4P)

a) Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass folgende Vektorrdume isomorph sind.
(i) v/ =V,
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(i) V/V =(0).
(ili) In dieser Teilaufgabe habe V' Dimension n und {v1,...,v,} sei eine Basis. Zeigen Sie,
dass dann der Faktorraum V/ (v1) isomorph zu dem Vektorraum (va, ..., v,) ist.

Sei (G, *) eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass die Verkniipfung von
G im Allgemeinen keine Verkniipfung auf den Nebenklassen induziert. D.h. zeigen Sie, dass

#:G/UxG/U = G/U, (lg], [h]) = [g* I]
im Allgemeinen keine Gruppenstruktur auf G/U definiert.

Hinweis: Wenn G abelsch ist, induziert die Verkniipfung von G fiir jede Untergruppe
eine Gruppenstruktur auf den Nebenklassen. Falls Sie nach einem Gegenbeispiel suchen,
kann es helfen, (auf Ubungsblittern und in der Vorlesung) nach Beispielen von Gruppen,
Untergruppen und den dazu gehorigen Nebenklassen zu suchen.

Aufgabe 4. (4P)

a)

b)

Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und seien U, W Untervektorrdume von V. Ziel
dieser Teilaufgabe ist es, einen alternativen Beweis fiir folgende Dimensionsformel aus Satz 11
aus der Vorlesung zu entwickeln

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Gehen Sie wie folgt vor: Beginnen Sie mit einer Basis B vom Schnitt U N W. Ergénzen Sie
diese Basis zu einer Basis C' von U sowie zu einer Basis D von W. Zeigen Sie nun, dass C'U D
eine Basis von U + W ist und berechnen Sie die Anzahl der Elemente dieser Basis.

Zeigen Sie, dass zwei endlichdimensionale Vektorrdume genau dann isomorph sind, wenn sie
die gleiche Dimension haben.

Aufgabe 5. (4 Bonuspunkte)

Wir arbeiten mit den beiden Basen Sy = {by, ba, b3} und Sy = {c1, ca, c3} des R3. Hierbei sind

2 0 3 1 1 2
by =14],b:=10],b3:=|—-1],c1:=[2],c2i=[0], c3:=1[-1
6 4 0 3 1 -1

Nun betrachten wir die Identitiitsabbildung ® : R3 — R3, v+ v.

2)

b)

)

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Dg,s, (®), d.h. die Matrix A = (a;;) mit ®(b;) =

S aici.

3
Bestimmen Sie zu v = | —1 | die Koordinatendarstellung von v beziiglich der Basis S1, d.h.
4
dy 2 0 3
Dsl(’l)): dsy e R3 mitv=dy- 4| +dy-|0] +d3-| -1
ds 6 4 0

Benutzen Sie die in Aufgabenteil a) berechnete Abbildungsmatrix, um die Koordinatendar-
stellung von v beziiglich der Basis Ss, d.h. Dg,(v), zu berechnen.
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