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12. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Waéhrend des gesamten Blattes sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Aufgabe 1. (4P)

Sei R[X] der R-Vektorraum der reellen Polynome, n € N und P, := {f € P | deg(f) < n} der
Untervektorraum der Polynome von Grad kleiner oder gleich n. Auf R[X] sei

der : R[X] — R[X], f(X)— f'(X)
die Ableitungsabbildung. Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass der € End(R[X]) gilt.

a) Zeigen Sie, dass P, ein der-invarianter Unterraum ist. Bestimmen Sie fiir n = 5 und einer
Untervektorraumbasis B C Ps Threr Wahl die Darstellungsmatrix Dpp(der|p,), die Eigen-
werte und die Eigenvektoren von der |p,. Hierbei bezeichnet der |p, die Einschrinkung von
der auf P,.

b) Sei J := {f € R[X] | f(i) = 0} die Menge aller reellen Polynome die ¢ € C als komplexe
Nullstelle haben. Zeigen Sie, dass J ein Untervektorraum von R[X] ist und bestimmen Sie
die Dimension des Vektorraums R[X]/J.

Aufgabe 2. (4P)

Wir identifizieren die Ecken des dreidimensionalen Wiirfels mit F3 wie folgt:

(0,1,1) \(1,1,1)
€10 (1,1,0)
(0,0,1)
@01
(0,0,0) (1,0,0)

a) Seien p, o eine Drehung bzw. eine Spiegelung des Wiirfels die den Ursprung fix lassen und
den Wiirfel auf sich selbst abbilden. Geben Sie jeweils eine geometrische Beschreibung und
die Darstellungsmatrix auf F3 beziiglich einer Basis Ihrer Wahl fiir solch ein p und o an.
Bemerkung: Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass solche Drehungen und Spiegelungen
Endomorphismen von F3 induzieren.

b) Bestimmen Sie zu Thren Abbildungen aus Teil a) jeweils die invarianten Unterrdume. Haben
diese invariante Komplemente?

Das Ubungsblatt kann bis spiitestens Freitag den 25. 01. 2019 vor der Vorlesung in den
Abgabekisten im UG des Gebidudes E2.5 eingeworfen werden. Schreiben Sie Thren Namen und
Matrikelnummer gut lesbar auf Thre Abgabe. Die richtigen Késten sind an dem kleinen griinen
Bild bei der Beschriftung erkennbar. Gruppenabgaben sind nicht erlaubt.



Aufgabe 3. (4P)
Sei ¢ € End(V) und V =V; & Vo mit V; und Vi ¢-invariante Untervektorrdume.
a) Wir erhalten auf V' die natiirliche Projektionen
m VoV, v=v+vy—v; mituy €V,
Zeigen Sie, dass m; Eigenrdume von ¢ auf Eigenrdume von ¢|y, abbildet.
b) Zeigen Sie, dass ¢ genau dann diagonalisierbar ist, wenn ¢|y, und ¢|y, diagonalisierbar sind.

¢) Seien ¢, p € End(V) zwei diagonalisierbare Endomorphismen von V.
Zeigen Sie, dass ¢ und ¢ genau dann kommutieren, d.h. ¢ op = o ¢ gilt, wenn es eine Basis
B C V von V gibt, sodass Dpp(¢) und Dpp(p) Diagonalgestalt haben.

Aufgabe 4. (4P)
Sei ¢ € End(V) ein Endomorphismus von V.

a) Seien U, V, W K-Vektorrdume, 0 € Homg_yg(U, V) und p,7 € Homg_yg(V,W).
Zeigen Sie, dass 7+p: V = W, v 7(v)+p(v) und 7 oo lineare Abbildungen sind. Folgern
Sie hieraus, dass fiir ein Polynom f(X) = Zf:o a; X" € K[X] auch

k
f(@) v Zaiqﬁi(v) mit  ¢'(v) := (¢po---0¢)(v) und ¢°(v) := v
= —_———

i—mal
ein Endomorphismus von V ist.

b) Zeigen Sie, dass ein Polynom f(X) € K[X]\ {0} existiert, so dass f(¢) = 0 die Nullabbildung
ist.

c) Sei ¢ € Aut(V) ein Automorphismus mit Umkehrabbildung ¢ 1.
Zeigen Sie, dass ein Polynom f(X) € K[X] mit ¢~ = f(¢) existiert.
Hinweis: Wie immer diirfen Sie auch die vorherigen Aufgabenteile benutzen, auch wenn Sie
diese nicht geltst haben.

d) Sei ¢ € End(V) nicht invertierbar. Zeigen Sie, dass dann ein Polynom f(X) € K[X] mit
f(#) #0und f(¢) o ¢ =0 existiert, wobei 0 die Nullabbildung bezeichnet.

Aufgabe 5. (4 Bonuspunkte)
Sei ¢ € End(V). Zeigen Sie folgende Aussagen.

a) Sei dim(V') > 2 sowie {0} und V die einzigen ¢-invarianten Unterrdume von V, dann ist ¢
bijektiv.

b) Jeder Unterraum von V ist ¢-invariant <= ¢ = A xidy fiir ein A € K.

Bemerkung: Die Aussagen gelten auch fiir unendlich dimensionale Vektorraume.

Das Ubungsblatt kann bis spiitestens Freitag den 25. 01. 2019 vor der Vorlesung in den
Abgabekisten im UG des Gebidudes E2.5 eingeworfen werden. Schreiben Sie Thren Namen und
Matrikelnummer gut lesbar auf Thre Abgabe. Die richtigen Késten sind an dem kleinen griinen
Bild bei der Beschriftung erkennbar. Gruppenabgaben sind nicht erlaubt.



