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5. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

Aufgabe 1. (4P+2Bonuspunkte)

Sei K = R oder C und V := {(ai)i∈N | ai ∈ K,∃m ∈ N : ai = 0 für i > m} der Vektorraum der
endlichen Folgen über K.

a) Wir betrachten auf V das Skalarprodukt

< (ai)i∈N, (bi)i∈N >:=
∑
i∈N

aibi

und die Endomorphismen

φ :V → V , (ai)i∈N 7→ (
∑
i∈N

ai, 0, 0, . . . )

L :V → V , (a1, a2, . . . ) 7→ (a2, a3, . . . )

Zeigen Sie, dass φ keine Adjungierte hat und berechnen Sie die Adjungierte vom Linksshift
L.

b) Zeigen Sie, dass V ∗ isomorph ist zum Raum der (unendlichen) Folgen über K. Folgern Sie
hieraus, dass im Allgemeinen V 6∼= V ∗ gilt.

Aufgabe 2. (4P)

a) Gegeben sei die Abbildung

φ : R3 → R3 , v 7→

−6 2 −12
6 −1 12
4 −1 8

 v.

Geben Sie ein Skalarprodukt auf R3 an, so dass φ normal ist.

b) Geben Sie eine Abbildung ψ : R3 → R3 an, die für kein Skalarprodukt normal ist. Begründen
Sie wie immer Ihre Antwort.
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Aufgabe 3. (2P+2P+2Bonuspunkte)

Sei K ein Körper, V,W zwei beliebige K-Vektorräume und φ : V → W eine lineare Abbildung.
Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) φ∗ :W ∗ → V ∗ , w∗ 7→ w∗ ◦ φ ist ein Vektorraumhomomorphismus.

b) φ ist surjektiv ⇔ φ∗ ist injektiv

c) φ ist injektiv ⇔ φ∗ ist surjektiv.

Hinweis: Sie dürfen hier Basisergänzung und lineare Fortsetzung auch für beliebige Vektorräume
verwenden. D.h. für eine linear unabhängige Menge U ⊂ V existiert eine Basis B von V mit
U ⊂ B und es gibt die natürliche Bijektion HomK−V R(V,W )↔ Abb(B,W ).

Aufgabe 4. (4P)

Sei Pn := {p(X) ∈ R[X] | deg(p(X)) ≤ n} der Vektorraume der reellen Polynome von Grad kleiner
gleich n.

a) Zeigen Sie, dass die Abbildungen

v∗1 : P2 → R , p(X) 7→
∫ 1

0

p(X)dx

v∗2 : P2 → R , p(X) 7→
∫ 0

−1
p(X)dx

v∗3 : P2 → R , p(X) 7→ p(1)

eine Basis von P ∗2 bilden.

b) Schreiben Sie v∗4 : P2 → R , p(X) 7→ p′(2) als Linearkombination von v∗1 , v
∗
2 und v∗3 .
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