
Universität des Saarlandes
FR 6.1 Mathematik
Prof. Dr. G. Weitze-Schmithüsen
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6. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

Während des Blattes sei K ein Körper und V1, . . . , Vn, V,W K-Vektorräume.

Aufgabe 1. (2P)

Seien V ∗∗,W ∗∗ die Bidualräume von V und W und weiterhin

ΛV : V → V ∗∗ , v 7→ λv mit λv : V ∗ → K , f 7→ f(v)

ΛW : W →W ∗∗ , w 7→ λw mit λw : W ∗ → K , f 7→ f(w)

die Einsetzungshomomorphismen aus der Vorlesung. Für einen Homomorphismus

φ : V →W sei φ∗∗ := (φ∗)∗ : V ∗∗ →W ∗∗

der von φ induzierte Homomorphismus wie in Übungsblatt 5 Aufgabe 3.
Zeigen Sie, dass folgendes Diagramm kommutiert, d.h. es gilt φ∗∗ ◦ ΛV = ΛW ◦ φ.

V V ∗∗

W W ∗∗

φ

ΛV

φ∗∗

ΛW

Aufgabe 2. (4P)

Wir können zwei multilineare Abbildungen

β1 : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n1−mal

→ V

β2 : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n2−mal

→ V

für ein k ∈ [n1] := {1, . . . , n1} wie folgt verknüpfen:

β1 ◦k β2 : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n1+n2−1−mal

→ V

(v1, . . . , vn1+n2−1) 7→ β1(v1, . . . , vk−1, β2(vk, . . . , vk+n2−1), vk+n2
, . . . , vn2+n1−1)

Sprich wir setzen β2 an der k-ten Stelle von β1 ein.

a) Zeigen Sie, dass β1 ◦k β2 eine multilineare Abbildung ist.

b) Eine bilineare Abbildung β : V × V → V kann man auch als Verknüpfung v ? w := β(v, w)
auf V betrachten. Zeigen Sie, dass ? genau dann assoziativ ist, wenn β ◦1 β = β ◦2 β gilt.
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Aufgabe 3. (4P)

Sei M : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n−mal

→W eine alternierende Abbildung.

a) Zeigen Sie, sind v1, . . . vn ∈ V linear abhängig, dann gilt M(v1, . . . , vn) = 0.

b) Sei nun zusätzlich dim(V ) = n. Zeigen Sie, dass ein w ∈W mit M(·) = w det(·) existiert.

Aufgabe 4. (4P)

a) Zeigen Sie, dass für jedes φ ∈ Hom(V,W ∗) genau ein φ̃ ∈ Hom(V ⊗K W,K) existiert, sodass
φ(v)(w) = φ̃(v ⊗K w) gilt.

b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

Ψ : Hom(V,W ∗)→ Hom(V ⊗K W,K) , φ 7→ φ̃

ein Vektorraumisomorphismus ist.

Bemerkung: Sie dürfen hier verwenden, dass das Tensorprodukt für alle Vektorräume V,W exis-
tiert. Alternativ dürfen Sie hier davon ausgehen, dass V und W endlich-dimensional sind.
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