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9. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Waéhrend des Blattes sei K ein Korper, n € N und R ein kommutativer Ring.

Aufgabe 1. (4P)
a) Finden Sie eine Basis B C /\2 R3, sodass fiir das Kreuzprodukt x folgende Gleichung gilt:

v X w= Dg(vAw)

b) Wir identifizieren R ®g R mit R via A ® g — X - p. Schreiben Sie das Standardskalarprodukt
von R? als Summe Y°, ¢; ® 1; mit ¢;,1; € (R?)*.

Aufgabe 2. (4P)

Berechnen Sie die Determinante der folgenden reellen Matrix indem Sie nach den Spalten (1,3,5)
entwickeln:

01 000 1
1 0 2 0 3 0
1 2 01 2 3
21 416 2
2 7 2 5 5 -2
0715 2 3

Aufgabe 3. (4P)
Sei ¢ € Endg —Modul(R™). Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
a) ¢ ist invertierbar, d.h. es existiert ein ¢ € Endg _noqu(R™) mit ¢ o ¢ = ¢ o ¢ = idgn
b) Fiir jedes k € N mit k < n gilt A*(¢) ist invertierbar.
c) Es gilt det(¢) € R*, d.h. det(¢) ist invertierbar in R.
d)

¢ bildet Basen auf Basen ab, d.h. ist vy, ..., v, eine Basis von R", so ist auch ¢(v1), ..., ¢(vy,)
eine Basis von R".

Das Ubungsblatt kann bis spitestens Mittwoch den 19. 06. 2019 um 14 Uhr in Abgabekasten 47
im UG des Gebdudes E2.5 eingeworfen werden. Schreiben Sie Namen und Matrikelnummer aller
Gruppenmitglieder sowie Thre Ubungsgruppe gut lesbar auf Ihre Abgabe. Sie diirfen alleine oder
zu zweit ein Ubungsblatt abgeben.



Aufgabe 4. (2P+1P+1P+2Bonuspunkte)
Sei V := K[X] der K-VR der Polynome iiber K. Wir betrachten den (nicht kommutativen) Ring
R :=Endg_vr(V)={¢:V = V | ¢ ist Vektorraum-Homomorphismus}

mit Verkniipfung als Multiplikation und R als R-(Links-)Modul iiber sich selbst (s. Blatt 8 Aufgabe
2).

a) Zeigen Sie, dass B := {f1, fo} mit

X=1/2 4 ungerade

0 , sonst

X2 i gerade

H:V =V, Xi»—>{
0 , sonst

, fQ;V—>V,Xm>{

eine Basis von R als R-Modul sind.
b) Folgern Sie aus a), dass R™ = R™ fiir beliebige n,m € N gilt.
¢) Geben Sie hi, he € R an, sodass idy = hy o f1 + hg o fo gilt.

d) Fiir Matrizen iiber nichtkommutativen Ringen definieren wir die Multiplikation, d.h. fiir
pyg,r € Nund A = (a;,5)i<p,j<q € RP*?, B = (bij)i<q,j<r € RY", definieren wir

q
o — X ; —
A-B:=C= (Ci,j)igp,jgr € RP*" mit Cij = E bk,j O @ k-
k=1

Fiir n € N bezeichnet I,, € R"*"™ die Einheitsmatrix, d.h. die Matrix mit 1% fiir jeden Eintrag
auf der Diagonalen und die restlichen Eintréige 0.

Gibt es fiir beliebige n, m € N Matrizen A € R™*™ und B € R™*", sodass A- B = I,, und
B- A =1, gilt? Alternativ diirfen Sie fiir ein (n, m) mit n # m zwei entsprechende Matrizen
explizit angeben.

Geht so etwas auch fiir Matrizen iiber Kérpern oder kommutativen Ringen?

Das Ubungsblatt kann bis spitestens Mittwoch den 19. 06. 2019 um 14 Uhr in Abgabekasten 47
im UG des Gebdudes E2.5 eingeworfen werden. Schreiben Sie Namen und Matrikelnummer aller
Gruppenmitglieder sowie Thre Ubungsgruppe gut lesbar auf Ihre Abgabe. Sie diirfen alleine oder
zu zweit ein Ubungsblatt abgeben.



