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FASNETUBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Aufgabe 1.

Seien X,Y zwei Mengen. Auf der Menge der Abbildungen Abb(X,Y’) von X nach Y haben wir
folgende Relationen gegeben.

fRg: <= J ¢ € Abb(X,X) mit f =go¢
fLg : <= 3 Dbijektives ¢ € Abb(Y,Y) mit f =t og

Geben Sie jeweils mit Begriindung an, ob es sich bei L bzw. R um eine Aquivalenzrelation handelt
und bestimmen Sie gegebenenfalls die Anzahl der Aquivalenzklassen fir X = {1,2,3} und Y =
{1,2,3,4}.

Aufgabe 2

Gegeben sei das Gleichungssystem:

2ax9+4xs + (a+1zs =9
aro+2x3+(a — 1)xy =4

2x1— axe—2x3+(a — 1)axg—(2a + 2)x5 =0
T1— axg—2x3 + (a+ 1)z5 =0

Losen Sie das Gleichungssystem iiber R in Abhéngigkeit von a € R.

Aufgabe 3.
Wir betrachten den Vektorraum der Abbildungen Abb(R,R) mit punktweiser Verkniipfung.

a) Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume?

(i) Vi ={f € Abb(R,R) |[Vz €R : f(x) >0}
(i) Va:={f € Abb(R,R) [Vz €R : f(z) = —f(-=)}
(iii) V3 :={f € Abb(R,R) |[Vz €R : f(z)- f(—z) > 0}.
(i )V4 :={f € Abb(R,R) | f ist injektiv }

b) Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Bestimmen Sie gegebenenfalls ihr Bild und
ihren Kern:
(i) ¢: Abb(R,R) — Abb(R,R) , fr—¢(f) mit ¢(f)(z) = f(x)+ f(-2)
(ii) ¥ : Abb(R,R) — Abb(R,R) , f+ fof



Aufgabe 4.

a) Geben Sie zwei verschiedene Matrizen in Stufenform in R3*4 von Rang 3 an. Was ist jeweils
die Dimension des Kerns? Sind die beiden Matrizen dhnlich?

b) Seien nun A, B € R%** zwei Matrizen von Rang 4. Zeigen Sie, dass dann eine Matrix S €
GL5(R) mit A = SB existiert. Geht das auch, wenn A und B Rang 3 haben?

c) Sei V ein R-Vektorraum mit geordneter Basis B = (b1]b2|bs) und ® : V' — V eine lineare
Abbildung mit Abbildungsmatrix
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mit reellen Zahlen a,b,c,d, e, f,g,h,l € R.
Geben Sie die Abbildungsmatrix Dp g/ (®) von ® beziiglich der geordneten Basis B’ =
(b2|b3]b1) an und bestimmen Sie eine Matrix S mit Dgp = S - Dprg/ - S~

Aufgabe 5.

a) Geben Sie jeweils (mit einer Begriindung) an, ob es sich bei den folgenden Abbildungen um
Gruppenhomomorphismen handelt:

(1)

1 0 =2k 0

0 1 0 k

0 0 0 1
1 0 0 k&
. x4 01 0 0
piz) - ®1) ke |0 D00
0 0 0 1

b) Fiir o € S,, definieren wir die Matrix A, = (a; ;) mit

{1 , falls j = o(i)
ai,j =
0 , sonst
Zeigen Sie, dass die Abbildung
t:S, > GL,(R) |, o— A,

wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus ist.



Aufgabe 6.

Sei n € N eine natiirliche Zahl. Wir betrachten den Vektorraum R™*" der n X n-Matrizen iiber R.

a) Fir eine Matrix A € R"*™ sei die Abbildung
pa :RV" S R™™ | Bw— A-B

gegeben. Zeigen Sie, dass ¢4 eine lineare Abbildung ist. Wann ist ¢4 eine Bijektion?

e o) 0 0) () (00

3 4
-1 2

b) Gegeben sei die Basis

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Dgg(¢4) fiir A := ( ) und die Determinante
von ¢ 4.

¢) Bestimmen Sie die Dimension des Kerns Kern(¢4) in Abhéngigkeit des Ranges von A.

Aufgabe 7.

Sei E = {e1, e, e3} die Standardbasis des R3.
a) Zeigen Sie: by = e1 + ea, bo = e; — e3 und b3 = es sind linear unabhiingig.
b) Bestimmen Sie die Inverse der Matrix

0
-1

1
1
0 0

—_ O =

c) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A -z = b. Bestimmen Sie A € R3*3 und b € R3

1 1 1
so, dass Ly, := ([ 1],| 0 |) die homogene Losungsmenge und z, := | 1 | eine spezielle
0 -1 1

Losung des linearen Gleichungssystem sind.

Aufgabe 8.

Seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume.

a) Seien weiterhin V;,Va C V' zwei Untervektorrdume die sich trivial schneiden, d.h. es gilt
V1NV, = {0}, und fiir i = 1,2 jeweils

(ﬁii‘/;—)W

eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass dann eine lineare Abbildung ¢ : V' — W existiert,
sodass ¢; = ¢y, gilt. Wann ist ¢ eindeutig bestimmt?

b) Sei ¢ : V — W eine surjektive lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass dann V = W x Kern(¢)
gilt.



Aufgabe 9.

Gegeben seien die zwei drei-dimensionalen Vektorrdume:

1\ /[1\ /4
o] 2] (3
ve=(|1|.|3].[2]
o] (4] |1
1) \5/ \o
3 1 3
3 0 2
we=(11],[-1],[3]D
1 0 4
1) \—2) \4

a) Bestimmen Sie dim(W + V) und dim(W NV).
b) Geben Sie eine Basis von W + V und R?/(W + V) an.

c¢) Geben Sie eine lineare Abbildung ¢ : R® — R® mit ¢(V) = W und deren Abbildungsmatrix
Dpc(¢) beziiglich Basen B, C' Threr Wahl an.

Aufgabe 10.
Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € End(V) ein Endomorphismus mit ¢? = 4 -idy-.
a) Zeigen Sie, dass ¢ bijektiv ist.
b) Zeigen Sie, dass alle Vektoren in Bild(¢ + 2 - idy) Eigenvektoren zum Eigenwert 2 sind.

¢) Zeigen Sie, dass Bild(¢ + 2 -idy ) und Kern(¢ + 2 -idy ) zwei Untervektorriume sind, die sich
trivial schneiden, d.h. es gilt Bild(¢ + 2 - idy ) N Kern(¢ + 2 - idy ) = {0}.

d) Folgern Sie, dass ¢ diagonalisierbar ist. Was sind die moglichen Eigenwerte von ¢?



