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10. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

Hauptachsentransformation, Skalarprodukte, Adjungierte und
Definitheit

Aufgabe 1. ((Alleine) 2P + 2P)

a) Wir nennen eine Matrix A ∈ Rn×n negativ definit, falls xt · A · x < 0 für alle x ∈ Rn\{0}
gilt. Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen für eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n:

(i) A ∈ Rn×n ist negativ definit.

(ii) −A ∈ Rn×n ist positiv definit.

(iii) Die k-ten Hauptminoren Ak ∈ Rk×k erfüllen det(Ak) < 0, falls k ≡ 1 (mod2) und
det(Ak) > 0, falls k ≡ 0 (mod2) gilt.

b) Sei A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix mit charakteristischem Polynom χA(X) ∈ R[X]
gegeben durch

χA(X) = (−1)nXn + αn−1X
n−1 + · · ·+ α1X + α0

Zeigen Sie, dass A genau dann positiv definit ist, wenn (−1)j ·αj > 0 für alle j = 0, 1, . . . , n−1
gilt.
Hinweis: Diagonalisieren Sie die Matrix A.

Aufgabe 2. ((Alleine) 2P +2P)

a) Für A ∈ R3×3 eine reelle 3× 3 Matrix sei die Bilinearform βA : R3 × R3 → R definiert als

βA(v, w) = vt ·A · w.

Für welche der nachfolgenden Matrizen A ∈ R3×3 definiert βA ein Skalarprodukt auf R3?

(i) A =

 1 2 −2
2 2 0
−2 0 4

 (ii) A =

 3 1 −3
1 2 0
−3 0 4


b) Sei für σ, τ ∈ C die Bilinearform βσ,τ : C2 × C2 → C gegeben durch

βσ,τ (v, w) = vt
(
σ τ
τ σ

)
w.
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(i) Wie müssen Sie σ, τ ∈ C wählen, damit βσ,τ ein Skalarprodukt auf C2 definiert?

(ii) Seien nun σ, τ ∈ C so gewählt, dass (C2, βσ,τ ) einen Prähilbertraum bilden. Bestimmen
Sie die zum Endomorphismus

ϕ : C2 −→ C2, v 7−→
(

1 0
0 i

)
· v

adjungierte lineare Abbildung ϕ∗ ∈ End(C2).

Aufgabe 3. ((Gruppe) 2P +2P)

Seien (V, 〈·, ·〉) ein Prähilbertraum, φ ∈ End(V ), sowie φ∗ ∈ End(V ) der adjungierte Endomorphis-
mus zu φ bezüglich dem Skalarprodukt 〈·, ·〉. Wir definieren δ ∈ End(V ) durch δ := φ ◦φ∗ +φ∗ ◦φ.
Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) Für den Kern von δ ∈ End(V ) gilt

Kern(δ) = {v ∈ V | ∀w ∈ V : 〈φ(v), φ(w)〉+ 〈φ∗(v), φ∗(w)〉 = 0}.

b) Für den Kern von δ ∈ End(V ) gilt die Identität Kern(δ) = Kern(φ) ∩Kern(φ∗).

Aufgabe 4. ((Gruppe) 1P+1P+2P)

Seien (V, 〈·, ·〉V ) und (W, 〈·, ·〉W ) zwei endlichdimensionale Prähilberträume.

a) (i) Zeigen Sie, dass die Abbildung β : V ⊕W × V ⊕W −→ K, definiert durch

β((v1, w1), (v2, w2)) = 〈v1, v2〉V + 〈w1, w2〉W

ein Skalarprodukt auf V ⊕W definiert.

(ii) Bestimmen Sie die adjungierte Abbildung zur Projektion πV : V ⊕W → V , πV (v, w) = v
bezüglich dem Skalarprodukt β aus Teil a).

b) Erinnerung: Der Sazt von Riesz besagt, dass die Abbildung

Θ: V −→ V ∗, v 7−→ Lv : u 7→ 〈u, v〉V

eine antilineare Bijektion ist.
Zeigen Sie mit Hilfe des Satz von Riesz, dass für eine lineare Abbildung φ : V → W eine
eindeutige lineare Abbildung ψ : W → V existiert, sodass

〈φ(v), w〉W = 〈v, ψ(w)〉V

für alle v ∈ V, w ∈W gilt.
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Aufgabe 5. (Keine Zusatzpunkte, aber dafür noch mehr Spaß bei der EM)

Am Samstag spielt die Nationalelf gegen Portugal im Rahmen der Fußball-Europameisterschaft.
Denken Sie während der Partie über folgende Aussage nach:
Wird der Ball nach der Halbzeitpause auf den Mittelpunkt gelegt, so sind mindestens zwei Punkte
auf dem Ball in der gleichen Position, wie zum Zeitpunkt des ersten Anstoß zu Matchbeginn.
Hinweis: Selbst Christiano Ronaldo kann den Ball nicht so schießen, dass er sich von Innen nach
Außen stülpt.
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