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3. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

Minimalpolynom, nilpotente Matrizen, Zerlegung in invariante
Räume, Jordan-Normalform für Nilpotente

Während des gesamten Blattes sei K ein Körper und n ∈ N eine natürliche Zahl.

Aufgabe 1. ((Alleine) 1P+1P+2P)

a) Sei φ ∈ End(Kn) ein Endomorphismus und g(X), h(X) ∈ K[X] zwei teilerfremde Polynome
mit g(φ) ·h(φ) = 0 und g(φ) 6= 0 6= h(φ). Zeigen Sie, dass dann eine Basis B existiert, sodass
die Darstellungsmatrix DBB(φ) eine Blockdiagonalmatrix ist, d.h. es existieren 1 ≤ k,m < n
und Matrizen A1 ∈ Kk×k, A2 ∈ Km×m mit

DBB(φ) =

(
A1 0
0 A2

)
.

b) Gegeben sei eine Blockdiagonalmatrix

A :=

(
B 0
0 C

)
∈ Kn×n

Zeigen Sie, dass für das Verschwindungsideal V (A) := {f(X) ∈ K[X] | f(A) = 0} bereits
V (A) = V (B) ∩ V (C) gilt.

c) Gegeben sei die folgende Matrix über C:

D :=


3 0 0 0 1 1
0 2 1 0 −1 0
0 0 3 4 5 1
0 0 0 1 −2 0
0 0 0 0 2 −1
0 0 0 0 0 3


Bestimmen Sie das Minimalpolynom von D.
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Aufgabe 2. ((Alleine) 4P)

Seien A,B ∈ Kn×n zwei nilpotente Matrizen. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Die Summe A+B ist nilpotent.

b) Das Produkt A ·B ist nilpotent.

c) Die Transponierte At ist nilpotent.

d) Ist f(X) ∈ K[X] ein Polynom mit f(0) 6= 0, dann ist f(A) nilpotent.

Aufgabe 3. ((Gruppe) 4P)

Gegeben sei die nilpotente reelle Matrix:

A :=


−1 3 0 1 2
0 −2 0 0 −1
1 −1 −1 −2 0
−1 5 1 2 2
0 4 0 0 2


Geben Sie zwei nichttriviale A-invariante Unterräume U1, U2 ( R5 an, die zueinander komple-
mentär sind, d.h. es gilt R5 = U1 ⊕ U2.

Aufgabe 4. ((Alleine) 4P)

a) Gegeben sei eine Matrix A ∈ K6×6 mit MinimalpolynommA(X) = X3 und dim(Ker(A)) = 3.
Geben Sie die Jordan-Normalform von A an.

b) Gegeben sei eine Matrix B ∈ K7×7 mit Minimalpolynom mB(X) = X3. Zeigen Sie, dass B
höchstens Rang 4 hat. Welchen Rang hat B mindestens?

Aufgabe 5. ((Gruppe/Knobel) 1+3 Bonuspunkte)

Sei V ein K-Vektorraum und φ ∈ End(V ) ein Endomorphismus mit Minimalpolynom mφ(X) ∈
K[X] von Grad d. Für einen Vektor v ∈ V nennen wir den kleinsten φ-invarianten Untervektorraum
U ≤ V der v enthält den von v φ-zyklisch erzeugten Untervektorraum.

a) Zeigen Sie dass alle φ-zyklisch erzeugten Unterräume höchstens Dimension d haben.

b) Zeigen Sie, dass ein φ-zyklisch erzeugter Untervektorraum von Dimension d existiert.

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass sich jedes (normierte) Polynom f(X) auf ein-
deutige Weise als endliches Produkt von (normierten) irreduziblen Polynomen schreiben lässt, d.h.

es existieren irreduzible Polynome g1(X), . . . , gk(X) mit f(X) =
∏k
i=1 gi(X). Beachten Sie hierbei,

dass die gi nicht notwendigerweise unterschiedlich sind.
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