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6. Übungsblatt zur Lineare Algebra II

Linearformen, Dualraum und das Lemma von Riesz

Aufgabe 1. (Alleine, 2P+2P)

Es bezeichne R[X] wie üblich den Vektorraum der Polynome über R. Für a ∈ R definieren wir den
Einsetzungshomomorphismus

Aa : R[X]→ R, p 7−→ p(a).

Es bezeichne nun Pn := R[X]≤n den endlichdimensionalen Vektorraum der Polynome von Grad
kleiner-gleich n ∈ N, dann ist die Einschränkung ϕa := Aa|Pn

eine Linearform auf Pn.

a) Für P3 mit der Standard-Basis B = {1, X,X2, X3} bezeichne B∗ die dazu duale Basis. Für
a ∈ {−1, 0, 1, 2} Schreiben Sie ϕa als Linearkombination der Vektoren in B∗.

b) Betrachte P2 und für a, b ∈ R mit a < b die Abbildung
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Stellen Sie
∫ b
a
, ddx |x=a, ϕa, ϕb ∈ P

∗
2 als Linearkombination der Basiselemente von B∗ dar und

bestimmen Sie eine nicht triviale Darstellung der Null für a = 0 und b = 1.

Aufgabe 2. (Alleine, 2P+2P)

Sei K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und β : V × V → K eine anisotrope
Bilinearform.

a) Sei n = dimK(V ), B ⊆ V eine Basis von V , G ∈ Kn×n die Gramsche-Matrix von β bezüglich
B und B∗ ⊆ V ∗ die zu B duale Basis. Zeigen Sie, dass für die Abbildung

Θβ : V −→ V ∗, v 7−→ Lv := β(·, v)

die folgenden Identitäten gelten:

(i) DB∗B(Θβ) = G und

(ii) DB∗(Lv) = G ·DB(v) für alle v ∈ V .
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b) Sei nun V = K3. Für beliebig vorgegebene Vektoren v, w ∈ K3 ist die Abbildung

fv,w : K3 −→ K, z 7−→ det(M(v, w, z))

eine Linearform (hier ist M(v, w, z) ∈ K3×3 die Matrix mit den Vektoren v, w, z ∈ R3 in
den Spalten). Nach dem Satz von Riesz gibt es einen eindeutigen Vektor u(v, w) ∈ K3 mit
fv,w = Lu(v,w). Dabei ist Lu(v,w) : K3 → K die Linearform definiert durch Lu(v,w)(z) :=
β(u(v, w), z).
Berechnen Sie für das Standard-Skalarprodukt, die Standard-Basis auf R3 und beliebig vor-
gegebene Vektoren v, w ∈ R3 den Vektor u(v, w) ∈ R3.

Aufgabe 3. (Gruppe, 2P+1P+1P)

Sei K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum.
Wir definieren den Annulator U0 ⊆ V ∗ von U als

U0 = {f ∈ V ∗| f(u) = 0 ∀u ∈ U}.

Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) Für jeden Untervektorraum U ⊆ V gilt dimK(U0) = dimK(V )− dimK(U).

b) Für Untervektorräume U1, U2 ≤ V gilt:

(i) (U1 + U2)0 = U0
1 ∩ U0

2 .

(ii) (U1 ∩ U2)0 = U0
1 + U0

2 .

Aufgabe 4. (Gruppe, 1P+1P+2P)

Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und β : V × V → R ein Skalarprodukt auf V . Wir
verwenden die Identifizierung V ' V ∗∗ durch den Isomorphismus

ψ : V −→ V ∗∗, v 7−→ (Av : w∗ 7→ w∗(v)).

aus der Vorlesung. Sie wissen bereits, dass der Homomorphismus

Θβ : V −→ V ∗, v 7−→ β(v, ·)

nach dem Satz von Riesz ein Isomorphismus von Vektorräumen ist. Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) Ist B = {b1, . . . , bn} ⊆ V eine Orthonormal-Basis und B∗ = {b∗1, . . . , b∗n} ⊆ V ∗ die dazu
duale Basis, so gilt Θβ(bi) = b∗i für i = 1, . . . , n.

b) Für jeden Untervektorraum U ⊆ V gilt Θβ(U⊥) = U0 ⊆ V ∗. Dabei bezeichnet U0 ⊆ V ∗ den
Annulator von U ⊆ V aus Aufgabe 3.

c) Für jeden Untervektorraum U ⊆ V gilt ψ(U⊥) = Θβ(U)0 ⊆ V ∗∗. Dabei bezeichnet U⊥ ⊆ V
das orthogonale Komplement von U in V und Θβ(U)0 ⊆ V ∗∗ den Annulator von Θβ(U) ⊆ V ∗
in V ∗∗ = (V ∗)∗ aus Aufgabe 3.
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Aufgabe 5. (Alleine, 4 Bonuspunkte)

Sei K ein Körper und V,W zwei beliebige K-Vektorräume (d.h. der Fall dimK(V ) = ∞, oder
dimK(W ) =∞ ist erlaubt). Sei weiter φ : V →W eine lineare Abbildung und

φ∗ : W ∗ −→ V ∗, f 7−→ f ◦ φ

die zu φ ∈ Hom(V,W ) duale Abbildung φ∗ ∈ Hom(W ∗, V ∗) . Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) φ ist genau dann surjektiv, wenn φ∗ injektiv ist.

b) φ ist genau dann injektiv, wenn φ∗ surjektiv ist.

Hinweis: Sie dürfen hier Basisergänzung und lineare Fortsetzung für Homomorphismen wie im
endlichdimensionalen Fall benutzen. Wir werden dies im Verlauf der Vorlesung mit dem Lemma
von Zorn für unendlich-dimensionale Vektorräume zeigen.
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