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7. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Tensorprodukt, Skalarprodukt

Aufgabe 1. (Alleine,1P+1P+2P)
a) Gegeben seien die beiden Abbildungen

1 2 3 3 1
.3 2 ) . T2 2 )
¢:R —>R,v|—><l 0 _1> v, Y:R —>R,v»—><0 _1> v

Geben Sie die Darstellungsmatrix von ¢ ® 1 beziiglich Basen Threr Wahl an.

b) Seien ¢ € End(V) und ¢ € End(W) zwei Endomorphismen und v, w Eigenvektoren von ¢
und . Zeigen Sie, dass dann auch v ® w ein Eigenvektor von ¢ ® v ist.

c) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung

¢:R2—>R2,{€1He2

€g > —e1

keine Eigenwerte besitzt, aber die Abbildung ¢ ® ¢ diagonalisierbar ist.

Aufgabe 2. (Alleine, 2P+2P)
Seien V, W zwei K-Vektorrdume.

a) Ein Element z € V ® x W heifit rein oder primitiv, wenn es sich als einfaches Tensorprodukt
x =v ® w fir zwei Elemente v € V,w € W schreiben lésst.
Geben Sie an, ob das folgende Element in R? ®g R? primitiv ist.

1 2 0
1 1 2 —
2(2) e o)+ (4] o (i) + o) = (F) - o) = ()
1 2 1 1

b) Fiir Vektoren v € V, w € W gilt: Ausv@w =0 folgtv=0€ V, oder w=0¢€ K.

(e}
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Aufgabe 3. (Gruppe, 2P +2P)

Seien k ein Korper und K eine Korpererweiterung von k, das heiffit K ist ein Kérper und k£ C K
ist ein Unterring von K. Insbesondere ist K ein k-Vektorraum. Sei auflerdem V ein k-Vektorraum.

a)

b)

Nun betrachte das Tensorprodukt V ®; K. Fiir alle a € K definieren wir eine Abbildung
mg: V ®r K - V ® K, indem wir die universelle Eigenschaft des Tensorprodukt auf die
Abbildung

VxK—Ve,K, (v,b)—v®ab

anwenden. Zeigen Sie, dass V' ®j K mit der iibliche Addition und der Multiplikation
O (VerK)x K — VK, (z,a) — mg(x)
zu einem K-Vektorraum wird.

Ist die Familie {b;] 7 € I'} eine Basis von V iiber k, so ist die Familie {b; ® 1x| ¢ € I} eine
Basis von V ®, K als K-Vektorraum. Insbesondere gilt dimy (V) = dimg (V ®; K).

Aufgabe 4. (Gruppe, 1P4+1P+1P+1P)

Seien U, V,W drei K-Vektorrdume. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass ® bis auf Isomorphie
assoziativ ist, d.h. es gilt

UV)eW=Ue (VeoW).

Zeigen Sie dazu folgende Teilaufgaben:

a)

Sei X ein weiterer K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir jedes u € U, jedes w € W und jede
multilineare Abbildung m: U x V x W — X die induzierten Abbildungen

My: VW —X, (v,w)+— m(u,v,w)

und
My: UXV — X, (u,v) — m(u,v,w)

bilinear sind.

Zeigen Sie, dass durch die Abbildungen in a) fiir alle u € U und alle w € W Vektorraum-

Homomorphismen
My: VW =X und m,:UQV = X

induziert werden, sodass m, o Ty xw = m,, beziehungsweise 1M, 0 Tyxy = My, gilt.
Dabei seien 7y xw: VX W — V@ W beziehungsweise 7y« : U XV — U ®V definiert durch
Tvxw (v, w) = v ®@w und Tyxy (u,v) = uQ v.

Fiir einen K-Vektorraum X bezeichne Mult(U, V, W; X) die Menge der multilinearen Abbil-
dungen
m:UxV xW = X.

Zeigen Sie, dass eine UAE (universelle Abbildungseigenschaft) fiir die Menge Mult(U, V, W; X)
und Hom(U @ (V @ W); X) beziehungsweise fiir Mult(U, V, W; X) und Hom((UQ V)@ W; X)
existiert.

Hinweis: Vergleiche die UAE des Tensorprodukts.
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d) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil ¢) die Isomorphie (U@ V)@ W 2 U @ (V @ W).

Aufgabe 5. (Gruppe, 242 Bonuspunkte)

Seien U, V,W drei K-Vektorrdume. Wir definieren die direkte Summe fiir beliebige Vektorrdume
als VW =V x W.h

a) Wir haben die beiden Einbettungen

w:V-=aVoeW | v (v,0)
und vy W —oVaeW | we (0,w)

Zeigen Sie, dass die direkte Summe die folgende universelle Abbildungseigenschaft erfiillt:
Fiir je zwei lineare Abbildungen f : V — U und g : W — U existiert eine eindeutige lineare
Abbildung h : VW — U mit f = hoty und g = h o vy, d.h. folgendes Diagramm
kommutiert:
Vv w
g

X LVV/
f VoW
dh
U

b) Zeigen Sie, dass die Verkniipfungen @, ® auf der Klasse der Vektorrdume das Distributivge-
setz (bis auf Isomorphie) erfiillen, d.h. zeigen Sie die folgende Isomorphie:

U(VewW)xUeV)s (UeW)

Hinweis: Konstruieren Sie natirliche bilineare Abbildungen U xV — U @ (V & W) und von
Ux(VoW)—=U®YV und folgern Sie aus den UAE die Isomorphie.

1Es ist leicht nachzupriifen, dass das isomorph ist zur direkten Summe von Untervektorrdumen.
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