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8. UBUNGSBLATT ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Skalarprodukt, Cauchy-Schwarz Ungleichung, Winkel, unitére
Matrix, Norm

Aufgabe 1. ((Alleine) 2P+2P)

a) Sei V ein endlichdimensionaler, reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und U C V ein
Untervektorraum. Sei weiterhin

ap:V=UsU+r->U , vi=u+tu-—u
die orthogonale Projektion auf U. Beweisen Sie die folgende Gleichung:

in « =4
o (v,u) (v, v (v))

wobei £ (v, w) := cos™( ) € [0, 7] der Winkel zwischen zwei Vektoren v, w ist.

b) Die Cheops-Pyramide hat eine quadratische Grundfliche mit einer Seitenléinge von 11 - 40
Ellen' und eine Hohe von 7 - 40 Ellen. Seien A, B, C, D die vier Ecken der Pyramide auf der
Grundfliche und H die Spitze der Pyramide.

H

A

Bestimmen Sie den Winkel zwis_cllen der Schréigen AH _u)nd der Grundseite AB sowie den
Winkel zwischen der Schrigen AH und der Diagonalen AC'. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit
der Aussage aus Teil a).

Hinweis: Sie diirfen bei der Berechnung der Winkel einen Taschenrechner verwenden.

1Eine damalige #gyptische Elle entspricht etwa 52 cm.
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Aufgabe 2. ((Gruppe) 1P+1P+2P)

Sei K € {R,C} und V ein K-Vektorraum. Wir sagen eine Norm || - || erfiillt die Parallelogramm-
gleichung, wenn fiir alle v,w € V gilt
lv +wl? + llo = wl]|* = 2(]|v]|* + [|w]|*)-

a) Sei (-, -) ein Skalarprodukt auf V und || - || die von (-, -) induzierte Norm. Zeigen Sie, dass || - ||
die Parallelogrammgleichung erfiillt 2.

b) Auf K™ ist fiir 1 < p < co die p-Norm? definiert als

Zeigen Sie, dass fiir p # 2 und n > 2 die p-Norm von keinem Skalarprodukt induziert wird.

¢) Sei nun V endlichdimensional und | - || eine Norm auf V. Zeigen Sie, dass die Funktion

| llop : End(V) = K, ¢+ sup o(v)]l
vevyfor [vll

eine Norm auf End(V) ist. Diese wird auch Operatornorm genannt.

Aufgabe 3. ((Alleine) 4P)
Sei C[X] der C-Vektorraum der komplexen Polynome. Wir definieren auf C[X] die Abbildung

B(f.9) = f(0)g(0) + f(1)g(1) + 2f(=1)g(-1).
a) Zeigen Sie, dass 8 eine Sesquilinearform ist.

b) Seien P, C C[X] die komplexen Polynome von Grad kleinergleich n. Geben Sie alle n € N
an, sodass die Einschrénkung S|p, auf P, ein Skalarprodukt ist.

Aufgabe 4. ((Gruppe) 14-3P)

Seien V und W zwei endlichdimensionale Préhilbertrdume und ¢ : V- — W ein Vektorraumhomo-
morphismus, der die Skalarprodukte erhilt, d.h. fiir alle v,w € V gilt:

(v, w)y = ($(v), p(w))w-
a) Zeigen Sie, dass dann bereits dim(V) < dim(W) gilt.

b) Seien nun S und B Orthonormalbasen von V' bzw. W. Zeigen Sie, dass fiir die Darstellungs-
matrix
Dps(¢)" - Dps(¢) = Laim(v)
das Produkt mit ihrer Adjungierten die Einheitsmatrix ergibt.
Gilt auch D35(¢)> . DBS((/I))* = Idim(W)?
Hinweis: Aufgabe 4 a) von Blatt 5 kénnte eventuell helfen.

2Der Satz von Jordan-von Neumann besagt sogar die Riickrichtung, nimlich dass eine Norm die die Parallelo-
grammgleichung erfiillt bereits von einem Skalarprodukt kommt.
3Dass dies tatsiichlich eine Norm ist, sehen Sie im Tutorium bzw. in Analysis.
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