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9. Übungsblatt zur Linearen Algebra II

normale Endomorphismen, Adjungierte, Isometrien,
Hauptachsentransformation

Aufgabe 1. ((Alleine) 2P+2P)

a) Sei K ein Körper und n ∈ N eine natürliche Zahl. Wir sagen eine Matrix A ∈ Kn×n besitzt
eine Wurzel

√
A ∈ Kn×n, wenn A =

√
A ·
√
A gilt. Zeigen Sie, dass jede normale Matrix

A ∈ Cn×n eine Wurzel hat.

b) Sei dim(V ) = n ein R oder C-Vektorraum und φ ∈ End(V ) ein diagonalisierbarer Endomor-
phismus. Zeigen Sie, dass dann ein Skalarprodukt auf V existiert, bezüglich dem φ normal
ist.

Aufgabe 2. ((Gruppe) 4P)

Wir betrachten den Vektorraum

RN
0 := {(ai)i∈N | ai ∈ R und nur endlich viele sind nicht 0}

der endlichen Folgen über R. Auf RN
0 haben wir das Standardskalarprodukt

〈(ai)i, (bi)i〉 :=
∑
i∈N

aibi.

a) Auf dem Raum der Folgen haben wir den Linksshift

L : RN
0 → RN

0 , (a1, a2, . . . ) 7→ (a2, a3, . . . ).

Berechnen Sie die Adjungiert vom Linksshift L.

b) Wir betrachten den Endomorphismus

σ : RN
0 → RN

0 , (a1, a2, . . . ) 7→ (

∞∑
i=1

ai,

∞∑
i=2

ai,

∞∑
i=3

ai, . . . )

Zeigen Sie, dass σ keine Adjungierte besitzt.
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Aufgabe 3. ((Gruppe) 1P+1,5P+1,5P)

Wir betrachten Rn mit der euklidischen Metrik, d.h. für zwei Vektoren v, w ∈ Rn gilt d(v, w) :=
‖v − w‖. Sei weiterhin φ : Rn → Rn eine isometrische Abbildung1 die den Nullvektor fixiert, d.h.
für alle Vektoren v, w ∈ Rn gilt d(v, w) = d(φ(v), φ(w)) und φ(0) = 0. Wir wollen nun zeigen, dass
φ dann bereits linear ist. Seien hierfür v, w ∈ Rn linear unabhängig und λ ∈ R.

a) Machen Sie sich nochmal klar, dass dann φ das Skalarprodukt erhält (s. Blatt 5 Aufgabe
4), d.h. es gilt 〈v, w〉 = 〈φ(v), φ(w)〉. Folgern Sie, dass φ eine Orthonormalbasis auf eine
Orthonormalbasis abbildet.

b) Zeigen Sie, dass φ(λv) = λφ(v) gilt.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass φ eine Gerade auf eine Gerade abbildet.

c) Zeigen Sie, dass φ(v + w) = φ(v) + φ(w) gilt.
Hinweis: Benutzen Sie hierfür die Fourierentwicklung.

Aufgabe 4. ((Alleine) 1P+1,5P+1,5P)

Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und U ⊂ V eine Hyperebene, d.h. U ist
ein Untervektorraum mit dim(U) = dim(V ) − 1. Sei πU : V → U die orthogonale Projektion auf
U . Wir definieren als Spiegelung an U die Abbildung

σU : V → V , v 7→ 2πU (v)− v.

a) Zeigen Sie, dass σU eine Isometrie ist.

b) Seien v, w ∈ V zwei normierte Vektoren, d.h. es gilt ‖v‖ = 1 = ‖w‖. Zeigen Sie, dass dann
eine Hyperebene U existiert, sodass σU (v) = w gilt.

c) Sei φ ∈ End(V ) eine Isometrie. Zeigen Sie, dass sich φ als endliche Verknüpfung von Spiege-
lungen σU1 ◦ · · · ◦ σUk

= φ schreiben lässt.

1Man beachte, dass eine isometrische Abbildung normalerweise nicht unbedingt bijektiv sein muss. Eine Isometrie
bezeichnet üblicherweise eine isometrische Abbildung die zusätzlich bijektiv ist.
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Aufgabe 5. ((Gruppe) 6 Bonuspunkte)

Sei A ∈ R3×3 eine symmetrische, positiv definite Matrix. Dann erhalten wir ein Ellipsoid 2 als die
Menge

EA := {v ∈ R3 | vtAv = 1}.

a) Bestimmen Sie für die Matrix A :=

 5 −1 0
−1 5 0
0 0 4

 den maximalen und den minimalen

Abstand von EA zum Ursprung 0 ∈ R3.

b) Sei U ⊂ R3 ein zweidimensionaler Untervektorraum. Zeigen Sie, dass dann EA ∩ U eine El-
lipse ist.
Bemerkung: U kann hierbei sogar eine beliebige Ebene sein, dann hat lediglich die resultie-
rende Ellipse nicht mehr den Ursprung als Mittelpunkt.

c) Zeigen Sie dass ein zweidimensionaler Untervektorraum U ⊂ R3 existiert, sodass EA ∩U ein
Kreis ist.
Hinweis: Was sind die beiden Schnitte, die die größte bzw. kleinste Ellipse ergeben? Zwischen
den beiden liegt der Kreis.

2Alternativ können wir ein Ellipsoid auch als die Drehung der Lösungsmenge von x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 definieren.

Die Zahlen a, b, c entsprechen hierbei den Längen der Halbachsen.
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