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4 Reihen

4.1 Beispiele von Reihen

Bemerkung (Folgen — Reihen).

1. Folgen und ihre Konvergenz lassen sich in beliebigen metrischen R&umen
definieren und untersuchen und sind unabhéingig von einer algebraischen Ver-
kniipfung. Dies ist die Stédrke des Konzepts der Folgen, bedingt auch aber eine
gewisse Schwiche.

2. Hat man eine algebraische Verkniipfung, etwa eine Addition, kann man Folgen
leicht gliedweise verkniipfen:

(an)n + (bp)n = (an + bp)n.

Finige andere wichtige algebraische Verkniipfungen lassen sich besser mit un-
endlichen Reihen formulieren.

Wir beginnen mit einigen einfiithrenden Beispielen.

Bezeichnung (Grenzwert der Partialsummen).
Zu einer Zahlenfolge (ay, ), bildet man die Folge der Partialsummen (3>_,)na,.

Wenn diese konvergiert, so bezeichnet man den Grenzwert der Partialsum-
men mit

o0 n

E ap := lim E ay.
n—oo

n=1 v=1

Beispiel: (geometrische Reihe).
Nach Beispiel 2.1.17 gilt

oo n
_ o 1—ant! 1
g z" ;= lim g z¥ = lim = fur |z| < 1.
‘ n—oo £ n—oo 1—zx 1—2z
n= V=

In einer vollstindig normierten Algebra wendet man die geometrische Reihe
andersherum an. Die Reihe konvergiert fiir ||z| < 1 und ergibt die sonst
schwer zugéngliche Inverse:

o
(1—x) ' => 2" fir |z <1.
n=0

Ziel: Konvergenzkriterien fiir Reihen, deren Grenzwert man nicht ohne wei-
teres angeben kann!
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Beispiel (Exponentialreihe).

Die reelle Exponentialfunktion hat die Reihenentwicklung (vgl. Beispiel 3.1.40)

n v 0 n
expx = lim g — = g — firxz e R
n—00 vl n!
v=0 n=0

Die Funktionalgleichung der Exponential-Funktion sollte sich aus dieser Rei-
henentwicklung herleiten lassen:

(X2 (L) = expa)(expn)

n=0 n=
(o]
_ @ty
=exp(z +y) = Z%T
n—=

Frage: Kann man obige Funktionalgleichung auch durch Multiplikation und
Umformung der Reihen erhalten?

Beispiele 4.1.1 (Funktionalgleichung: exp-Reihe)

Wir werden im Beispiel 4.4.30 noch begriinden, warum die folgenden
Umformungen erlaubt sind:

o " 0 ym o :I:nym
(expa)(expy) = (32 75 (X ) = 22 X
n=0 m=0 m=0n=0
(oS INe's)
_ 1 n, m
=22 ™Y
m=0n=0

Fafit man die Potenzen mit gleichem &k := m + n zusammen, so erhdlt man mit
der binomischen Formel 1.2.18:

oo 00 1 . 0o 1 k k! B
DD & :ZHZM—Z)!"”@M

n=0m=0 k=0 =

Bemerkung. Die Funktionalgleichung der Exponentialreihe 4.1.1 gilt allgemei-
ner in vollstindig normierten, kommutativen Algebren. Man kann z. B

e komplexe Zahlen und komplexe Funktionen

e kommutierende Matrizen
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in die Exponentialreihe einsetzen

Ausblick. Was passiert, wenn man den Differentialoperator in die Reihe ein-
setzt?

Man vergleiche mit der Taylorformel:

~ h* (D f)(x)
flw+h) =Y — T Balh)
k=0
In der Funktionalanalysis untersucht man die Exponentialfunktion von Opera-
toren.

Beispiele 4.1.2 (Reihenentwicklung exp z)
Fiir z =z + iy € C folgt aus Beispiel 4.1.1

n

S (RS

k=0 n=0 n=0
= any S (S| (<)
:(ZFX;O 2n)! “7;) (2n+1)!>
= (expx)(cosy + isiny).

Vergleicht man die rechte Seite mit der Potenzreihen von cos und sin 3.3.8
und der Eulerschen Definition 3.4.38 der komplexe Exponentialfunktion,
so erhélt man die komplexe Potenzreihe:

o Zn

g — =expz firzeC.
n!

n=0

Beispiele 4.1.3 (Umordnung: alternierende Reihe)
1. Nach Beispiel 3.1.45 gilt

[0.9]
(—1)k-1 1 1 1

log2=Y ~—F—=1—-+-—~+...

o8 ; K 2 371"

2. Die ungeraden Partialsummen sind streng monoton fallend:

ez o1 (L1 1 1 A
8 23 175 6 7 6

3. Man sortiere die Terme um: immer zwei positive Terme und dann
einen negativen. Die 3n-ten Partialsummen der umgeordneten Reihe sind
streng monoton wachsend:

5< 1+1 1+1+1 1+1+1 1+
6 3 2 5 7 4 9 11 6)
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Die umgeordnete Reihe konvergiert nicht gegen log2 (!)

4. Beh.: Die umgeordnete Reihe konvergiert gegen %log 2.

SRUUNS S NS R S N S O
5T 273 1 "5 67 8 "
_(1_1+l_1)_’_(1_1+1_l)+
N 2 3 4 5 6 7 8 7
s 1 1 1 1
2= 2 TGP

Addiert man die Reihen fiir s und 5, so folgt

3 1 1 1 1 1
S R TR AN Y

Nach dem Leibniz-Kriterium 4.3.10 konvergiert die Reihe

3 1 1 1 1 1
s=(1+2)—= 4oy _
= (+g) =5+ Grs) -+

Da %, %, R ﬁ — 0, konvergiert die Reihe auch ohne die Klammern.

4.2 Reihe und Summe einer Reihe

Bemerkung (Reihen in normierten K-Vektorrdumen).

Die elementare Theorie der unendlichen Reihen erfordert fiir Vektorrdume
den gleichen Aufwand wie fiir Reihen mit komplexen Summanden. Nur fiir
reelle Reihen untersuchen wir zuvor zwei Sonderfélle:

e Reihen mit nichtnegativen Summanden,

e alternierende Reihen.

Wir erkléren daher Reihen und die Konvergenz von Reihen gleich fiir vollstandig
normierte K-Vektorrdume V. Der Korper K ist R oder C.

Insbesondere interessieren uns die Banachrdume B(M, V') und der Unterraum
Cb(X’ V) .

Definition 4.2.1 (Reihen und Summen von Reihen)

1. Es sei V ein K-Vektorraum. Zu einer Folge (ay)n in V' bilde man die Folge
($n)n der Partialsummen:

n
Sp 1= g ay
v=1
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Die Folge der Partialsummen heifst unendliche Rethe oder kurz Rethe mit
den Summanden a,. Kurzbezeichnung:

Yo ln = (Sn)n-
2. Es sei V' ein normierter K-Vektorraum. Wenn die Folge (sy)n der Parti-

alsummen konvergiert, so heiffit die Reihe konvergent. Den Grenzwert nennt
man die Summe der Reithe und bezeichnet ihn mit:

o0

g ap := lim s,.
n—oo

n=1

Bemerkung (andere Bezeichnung von Reihen).

In der hergebrachten Schreibweise verwendet man fiir die Reihe und ihren
Grenzwert dasselbe Symbol. Man schreibt:

Reihe: Z ap, Summe der Reihe: s = Z an ,
n=1

n=1

wobei letzteres als Abkiirzung fiir
n
=1
v=

verstanden wird. Dann wird Y > | a,, wie eine Zahl verwendet.

Die Lehrbiicher handhaben die Bezeichnung fiir Reihen uneinheitlich. Wir ver-
wenden, wie einige andere Texte, einen Kompromif3, der sich an der histori-
schen Bezeichnung orientiert, aber die Doppeldeutigkeit vermeidet.

Beispiel (Reihe — Summe einer Reihe).

1. Die geometrische Reihe ist die Reihe zu der Folge der Potenzen (z")nen,
fir Z € C. Die Reihe

ZnZO Z"

ist als Folge der Partialsummen fiir alle z € C definiert.

2. Die Summe der geometrischen Reihe existiert nur fiir |z| < 1:
+1 1

= . . 1=2"

E z" = lim = ,
n—oo 11—z 1—=z2

n=0

obwohl die rechte Seite 1/(1 — z) fiir alle z € C\ {1} erklért ist.
Die Folge (2"*1),, konvergiert gegen 0 fiir |2| < 1 und divergiert fiir |2| > 1.

Bemerkung. (Folgen — Reihen).
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1. Jede Folge in einem Vektorraum kann als Reihe aufgefalt werden. Ver-
einbart man by = 0, so gilt:

(bn)n — Zn (bn - bnfl)-

In einem normierten Vektorraum ist die Untersuchung von Folgen und
Reihen dquivalent. Reihen treten aber vielfach in natiirlicher Weise auf
und viele Aussagen iiber Folgen von Partialsummen lassen sich mit Reihen
leichter formulieren.

2. Man kann von den Summanden einer Reihe ), a, sprechen:

n n—1
Gp = Sp — Sp—-1 = E ay — E ay.
v=1 v=1

Man beachte die Konvention 1.2.1(3.) fiir die leere Summe.

Bemerkung (Indizierung: Folge der Partialsummen).

Wir indizieren die Folge der Partialsummen vorerst ab 1:
Zn ap i= 51, 52,53, = (Sn)neN-
Der Koeffizient gibt die Anzahl der verwendeten Summanden an:
S, =a1+...0a.
Bei Potenzreihen werden wir aber die Partialsummen ab 0 indizieren:

ZTLZO anzﬂ ‘= 50,51,82," " = (SH)RENQ

Der Koeffizient gibt dann den Grad des Polynoms an:

sk = ap+ a1zt + -+ agt

Die Nummerierung &ndert natiirlich nicht an den Resultaten.

Bemerkung. (Reihe — Reihenfolge — Teilfolge).

1. Wenn man die Reihenfolge der Summanden &ndert, entsteht eine andere
Reihe.

Das Beispiel 4.1.3 zeigt, dafl die Umordnung einer konvergenten Reihe eventuell
nicht mehr oder gegen einen anderen Wert konvergiert.

2. Wenn die Reihe )" a, zu einer Folge (ay,), konvergiert, mufl die Reihe
> i an,, zu einer Teilfolge (an, ); nicht notwendig auch auch konvergieren:

1 1 1 1
10g2:1—§+§—... aber 1+§+5+---:o<>.
3. Wir charakterisieren spéter die reellen oder komplexen Reihen, deren Grenz-
wert sich bei Umordnungen nicht dndert (absolut konvergente Reihen). Fiir
solche Reihen konvergieren dann auch die Summen iiber Teilfolgen.
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Feststellung 4.2.2 (Index-Operationen bei Reihen)

1. Fir eine Folge (an)pl,, lduft die Summation ab ng € Z:
no—1+n
T =( 2 )
v=ng neN

2. Die Bezeichnung fiir den Summationsindex ist beliebig wihlbar:

Zn an = Zk ak-

Man kann den Summationsindex verschieben:
Don Gn = Zn>k+1 An—k

3. Entsprechende Regeln gelten fiir die Summe einer konvergenten Reihe.

00 S) 0o
E an = E arp — E an_no.
n=1 k=1 n=ngp+1

4. Wenn c eine Konstante ist, so bezeichne

n
c+ D, an = (c—l—Za,,)n
v=1

Die Konstante ¢ wird zu jeder Partialsumme addiert.
5. In diesem Sinne sind die beiden Folgen gleich:
ai, a1 +ag, ay + az + Zn>3 an = Zn Qp, -

6. In der Folge der Partialsummen kann man endlich viele Glieder weg-
lassen, ohne das Konvergenzverhalten und den Grenzwert zu dndern.

In diesem Sinne kinnen sich die Reihen
a1+ Ang D ysnr1 O und Do, an
gegenseitig ersetzen.

7. Wenn man am Anfang einer konvergenten Reihe endlich viele Summan-
den weglift, entsteht wieder eine konvergente Reihe. Fir ng € N gilt

o0
g ap, = lim E ay
n—oo

n=ng+1 v=no+1
n no
= lim E ay, — E ay
n—o0
v=1 v=1
S ng

n=1 n=1
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8. Entsprechend gilt fiir die Summe einer konvergenten Reihe:

o0 oo
an=ar+ay+-+an,+ Y an firng€N.

n=1 n=ng+1

Bemerkung 4.2.3 (notwendige Konvergenzbed.)
Es sei V ein normierter Raum und (ay,),, eine Folge in V.

Wenn die Reihe ) a, konvergiert, dann gilt:

1. Die Summanden bilden eine Nullfolge: a,, — 0.

Diese Bedingung ist notwendig aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz
der Reihe.

2. Die Reihenreste bilden eine Nullfolge:

nh_}r{)lo Z ooa, = 0.

3. Die Reihe erfiillt die Cauchy-Bedingung;:

Ve>0dng e NVm,neN :

WV

n
n=m>=ny = ||Za,,\|<e.
v=m

Beweis (notwendige Konvergenzbedingungen).

1. Es sei (s,)n die Folge der Partialsummen.

Sn — 8

=  ap = Sp+1 — Sp, — 0.
= Sntl —>S} n n+ n

2. Es gilt:
o
Zau =5, — Sp—1 — 0.
rv=n

3. Die konvergente Folge (sy,),, erfiillt die Cauchy-Bedingung. Nun gilt

n

E Ay = Sy — Sm—1 furn > m.
rvr=m

Die Bedingung (3.) besagt also gerade, daB (sy), eine Cauchy-Folge ist.
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Bemerkung (notwendige Konvergenzbedingung.

Die Bedingung 4.2.3 (1.) ist nur notwendig und nicht hinreichend fiir die
Konvergenz der Reihe!

Wenn V' vollstandig ist, sind 4.2.3 (2,) und die Cauchy-Bedingung (3.) auch
hinreichend.

Satz 4.2.4 (Cauchy-Bedingung fiir Reihen)
Es sei V' ein vollstindig normierte Raum und (ay)n eine Folge in V.

Die Reihe ), a, konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen
die Cauchy-Bedingung erfillt:

Ve>0dnge NVm,neN :

n

WV

n
m>=ny = | Zal,H<5.
v=m

Bemerkung (Cauchy-Bedingung fiir Reihen).
Man kann die Cauchybedingung auch so formulieren:
Es sei V ein vollsténdig normierte Raum und (a, ), eine Folge in V.

Die Reihe ) a, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N
gibt, so dafl

n
I Z a,|| <e fiir n > no.

v=ng

Satz 4.2.5 (Verdichtungssatz)

1. Eine Bildung einer Teilfolge (sn, )i, der Folge der Partialsummen (sy)y
bedeutet, daf man in der Reihe die entsprechenden Summanden klammert:

Nk+1

(Snk)kzzkgo Z ay

v=ni+1

=(a1+ -+ an)+ (an+1 4+ any) + ..
Dabei ist ng = 0 gesetzt.

2. Wenn die urspriingliche Reihe konvergiert, dann konvergiert auch die
geklammerte Reihe gegen den gleichen Grenzwert:

Nk+1

k=0v=ng+1
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Bemerkung. Aus der Konvergenz der geklammerten Reihe folgt i.a. nicht die
Konvergenz der Reihe ohne Klammern!

Beispiel.

konvergiert gegen 0, aber die Reihe

Zn}l (_1)n—1

divergiert.

Lemma 4.2.6 (Stetige Verkniipfungen)

1. Es sei (V.|| -||) ein normierter K-Vektorraum.

(a) Die Addition + :V x V — V ist gleichmdfig stetig:
(@1 + 1) = (@2 + y2) | < [lwr — @2l + [ly1 + w2

fir (x1,y1), (x2,y2) €V x V.

(b) Die Multiplikation - : K x V' — V st stetig und gleichmdfig stetig
auf beschrinkten Mengen

loz = Byl| = ll(a = B)z + alz —y) — (a = B)(z -y
< o= Bzl + lafllz = yll + |a = Bz =yl

2. In einer normierten Algebra ist die Multiplikation stetig und gleichmdflig
stetig auf beschrdankten Mengen:

21y = zaye|l < flzr = 22l llya]l + 21 lly1 = ve
+ e = z2lllyr = ell-

Bemerkung (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Die Rechenregeln 2.1.15 zu Summe (1.) und Produkt(2:) konvergenter Folgen
gelten allgemeiner fiir die Summe in Normierten Rdumen und das Produkt
K x V — V und auch fiir das Produkt in normierten Algebren.

Feststellung 4.2.7 ((Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Es seien V' ein normierte K-Vektorraum, (ay), (by) konvergente Folgen in V
und (Ap)n eine konvergente Folge in K.

Aus lim a, =a, lim b, =b und lim A\, = X folgt dann:
n—oo n—oo n—od
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1. lim (an +by) =a+Db,

n—oo

2. lim (A, -an) =X a.

Ist V' eine normierte Algebra, so gilt:

lim (a, -by) =a-b.

Bemerkung. Die Grenzwertregel fiir das Produkt gilt fiir beschriankte bilineare
Abbildungen von normierten Rdumen

Bezeichnung 4.2.8 (beschrinkte bilineare Abbildung) Esseien U, V, W
normierte Rdume. Eine bilineare Abbildung

b:UxV —-W
heilt beschrinkt, wenn gilt:
|b(u, v)|| < Cllull||v|| firuweU,veV.

Beispiel: Matrix - Vektor, Inneres Produkt, Kreuzprodukt.

Feststellung. Beschrinkte bilineare Abbildungen sind stetig und gleichméflig
stetig auf beschrénkten Mengen:

1b(u,v1) = bluz, v2)[| < C(Jlur — vzl Jor]l + lurlllvr — w2

+ [Ju1 — uall[vr — val|)

fir uq, uo € U, v1, v9 € V.

Bemerkung (beschrinkte multilineare Abbildungen).

In verallgemeinerung des Produktes betrachtet man beschrinkte multilineare
Abbildungen, wie

e Determinante,

e Spatprodukt im dreidimensionalen euklidischen Raum.

Fiir diese gelten die gleichen Konvergenzregeln wie fiir Produkte von Zahlen
mit einer festen Anzahl von Faktoren.

Wir werden dies spéter an passender Stelle formulieren.

Feststellung 4.2.9 (Addition von Reihen)

Fiir Rethen in einen normierten Raum gilt:
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1. Man bildet die Summe zweier Reithen durch Addition der entsprechen-
den Summanden:

Donln+ D, bn =3 (an +by).
Man beachte die Bindung:

S, (an +by) aber > an+c=c+Y, an.

2. Fir die Summe zweier konvergenter Reihen gilt:
o (o9} [e.9]
YIRS S SR}
n=1 n=1 n=1

Aus der Konvergenz der rechten Seite kann man nicht auf die Konvergenz
der Summanden schlieffen!

Feststellung 4.2.10 (Vielfaches von Reihen)

Fiir Rethen in einen normierten Raum gilt:

1. Man bildet das Vielfache einer Reihe, indem man jeden Summanden
multipliziert. Fir A € K se:

Ao Gn =D A ap.

Allgemeiner verwenden wir diese Bezeichnung fiir bilineare Abbildungen.
Die Verkniipfung der Terme muf} erklért sein und fiir endliche Summen
muf} das Distributivgesetz gelten.

2. Fiir eine konvergente Rethe in V und A € K gilt:

)\-ian:i)\'an
n=1 n=1

Die entsprechende Regel gilt auch in normierten Algebren und allgemeiner
fiir beschrénkte bilineare Abbildungen.

Beispiele 4.2.11 (Produkt und Doppelsumme)
Fiir zwei konvergente Reihen ) a, und ) b, in K folgt:

(S a) (3 ) =3 (003 b) = S0 )

n=1 m=1 n=1 m=1 n=1 m=1
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Man kann also auf die Klammern verzichten und die Doppelsumme definieren:

o0

i i Anbm = i ( Z_:lanbm)

n=1m=1 n=1

Die Anwendung der Regel auf den zweiten Faktor ergibt:

In diesem Fall kann man die Summationsreihenfolge vertauschen!

Bezeichnung 4.2.12 (unendliche Doppelreihen)

Fiir eine doppelt indizierte Folge (@mn)m nen, fir die die Summen der Reihen
oo
A, = Zamn fir alle m € N

n=1

existieren, bilde man die Reihe

Yo Am.
Wenn diese Reihe konvergiert, hat man die Summe der Doppelreihe
oo oo o0 oo oo
D2 = An= 3 (D amn)
m=1n=1 m=1 m=1 n=1

Bemerkung. Bei Doppelreihen darf man i.a. die Reihenfolge der Summation
nicht vertauschen!

4.3 Reelle Reihen
4.3.1 Reihen mit nichtnegativen Summanden

Bemerkung (nichtnegative Summanden).

Es sei ), ay eine reelle Reihe mit nichtnegativen Summanden a,, > 0. Dann
ist die Folge der Partialsummen monoton wachsend.

In Satz 2.2.11 hatten wir gezeigt:

Die Rethe ), a, konvergiert genau dann in R, wenn die Folge der
Partialsummen nach oben beschrinkt ist.
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Bemerkung. Nach Feststellung 2.1.19 folgt fiir eine konvergente Reihe mit
nichtnegativen Summanden a, > 0:

> nan konvergent = lim a, =0.
n—oo

Das Beispiel der harmonischen Reihe ) % zeigt, dafl die Umkehrung nicht gilt.
(vgl. 1.4.11 und 1.4.12):

Bezeichnung 4.3.1 (Uneigentlich konvergente Reihe)

Es sei ) . ay, eine Reihe mit nichtnegativen Summanden a,, > 0. Dann ist die
Folge der Partialsummen monoton wachsend.

1. Entsprechend der Definition 2.1.22 bezeichnen wir auch bei uneigentli-
cher Konvergenz der Partialsummen den Grenzwert mit:

oo n
E ap — OO = E a,, — OQ.
n=1 v=1

2. Im Fall eigentlicher Konvergenz schreiben wir zur Betonung;:

[e.e]

Zan<oo.

n=1

Feststellung 4.3.2 (Vergleichskriterium)

Es seien (ay) und (b,) nichtnegative Folgen in R, so daf
an < by fiir fast alle n € N,
Dann gilt:
1. Konwvergiert die Reihe ), by, dann konvergiert auch die Reihe ), ay

2. Divergiert die Rethe )" ay, dann divergiert auch die Reihe ), by,.

Bezeichnung (Minorante — Majorante).

Man nennt im obigen Fall 4.3.2

e die Reihe ) a, eine Minorante der Reihe ) b,
e die Reihe ) b, eine Majorante der Reihe ) a,.
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Bemerkung (zum Vergleichskriterium).

Um das Vergleichskriterium anzuwenden, brauch man einen Vorrat von kon-
vergenten bzw. divergenten Reihen mit nichtnegativen Summanden.

Man versucht dann, unter den bereits bekannten Reihen eine Vergleichsreihe zu
finden.

Mit einigen héufiger verwendeten Vergleichsreihen erhilt man aus dem Ver-
gleichskriterium die folgenden Kriterien:

e Verdichtungkriterium 4.3.3,
o Wurzelkriterium 4.3.6,

e Quotiententenkriterium 4.3.7

Man unterscheide den Verdichtungssatz 4.2.5 und das Verdichtungskriterium
4.3.3

Satz 4.3.3 (Verdichtungskriterium)

Es sei (an)n eine nichtnegative monoton fallende Folge:
ap zagzag=---=0
Die Reihe Zn an konvergiert genau dann, wenn die verdichtete Reihe
Zk>0 2K ay. = ay + 2ay + 4ay + Sasg

konvergiert:

o0 o0
Zan<oo & ZQkan < 00.
n=1 k=0

Beweis (Verdichtungskriterium).

n k
Sp = g ay, tr = E 2% a9 .
121 2=0

Wir schatzen einzelne Partialsummen gegeneinander ab:
Sok+1_1 = a1 + (a2 + (Lg) =+ ... (an —+ -+ a2k+1_1)
<ay+2a9 + ... 2% =1y,
Sok :a1+a2+(a3+a4)+---+(a2k_1+1+---+a2k)

1 k1 1
>§a1+az+2a4+---+2 @kaitk-
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Beide Folgen von Partialsummen sind monoton wachsend. Da
Sok+1_1 < tk; < 252k,

sind die Folgen entweder beide beschrankt oder beide unbeschrankt.

Beispiele 4.3.4 (Verdichtungskriterium)

Die Reihe

1
2o v

konvergiert fiir s > 0 und divergiert fiir s < 0.

Beweis (Beispiel:Verdichtungskriterium). Fiir s = 0 ist die Reihe diver-
gent (vgl. harmonische Reihe 1.4.11 und 1.4.12) Aus dem Vergleichskriterium 4.3.2
folgt nun

=1 = 1
OO:ZE<ZW furs§0.
n=1 n=1

Im Fall s > 0 wende man den Verdichtungskriterium 4.3.3 an. Fiir die Partialsum-
men der verdichteten Reihe gilt nach 2.1.17:

k [e%S)

1 1N\ 1
tk:zzzﬂi(z%)ﬂrsg};(?) =1- 1 < 00.

20=0 28

Beispiele 4.3.5 (Verdichtungskriterium)

Die Reihe

1
2”22 n(logn)i+ts

konvergiert fiir s > 0 und divergiert fiir s < 0.

Beweis (Beispiel:Verdichtungskriterium).

Da die Logarithmusfunktion fiir n > 1 positiv und monoton wachsend ist, bilden
die Summanden eine positive, monoton fallende Nullfolge. Wir untersuchen die
verdichtete Reihe:

1 1 1 1

R —— = —.
Z11221 Qk(long)H—s Z/’c>1 (klog2)1+s 1Og22k>1 Ll+s

Nach Beispiel 4.3.4 konvergiert die verdichtete Reihe fiir s > 0 und divergiert fiir
s < 0.

Nach dem Verdichtungskriterium 4.3.3 verhilt sich die urspriingliche Reihe ebenso.

Bemerkung. Das Wurzelkriterium beruht auf einem Vergleich mit der geome-
trischen Reihe 2.1.17:
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Feststellung 4.3.6 (Wurzelkriterium)

Es sei (an)n eine nichtnegative, reelle Folge und

w = limsup ¥Ya,,.

n—oo

Dann gilt:

00
n=1

1. Wenn w < 1 ist, konvergiert die Reihe ) " | an < 00.

2. Wenn w > 1 ist dann ist die Folge (a,), keine Nullfolge. Die Reihe
divergiert.

3. Fiir den Fall w =1 gibt es sowohl Beispiele konvergenter Reihen als auch
Beispiele divergenter Reihen.

Bemerkung. Das Wurzelkriterium gilt sinngeméf, wenn fast alle Summanden
nichtnegativ sind.

Beweis (Wurzelkriterium).

Fiir ein ¢ € R mit limsup,,_, ., /a, < ¢ < 1 gibt es einen Index ng € N,
so daf3

Ya, < q firallen € N, n > nyg.
Dann gilt die Abschatzung

o0 oo 1
dan< > ¢"=q"— <o

n=no n=ng 1 - q
Wenn lim sup,, ., {/an > 1, so gibt es eine Teilfolge
(ang)e mit  ap, > 1.

Nach Feststellung 2.1.19 ist die Reihe divergent.

Man betrachte die Beispiele (vgl. 1.4.13 und 1.4.12):

=1 =1
Zﬁ<2 aber ZE:OO
n=1 n=1

Bemerkung. Auch das Quotientenkriterium beruht auf einem Vergleich mit
der geometrischen Reihe 2.1.17.

Das Quotientenkriterium ist oft leichter zu handhaben, ist aber weniger streng
als das Wurzelkriterium.
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Feststellung 4.3.7 (Quotientenkriterium)
Es sei (an)n eine Folge positiver reeller Zahlen a, > 0.

Fir die Rethe )", ay gilt:

1. Wenn q:=limsup,,_, . GZII < 1, dann konvergiert die Reihe.

2. Wenn q:=liminf,_ . azzl > 1, dann ist die Folge (a,), keine Null-
folge. Die Reihe divergiert.

3. Fir den Fall liminf, . 25 < 1 < limsup,,_,, “2=  gibt es sowohl

Beispiele konvergenter als auch Bezspzele divergenter Reihen.

Beweis (Quotientenkriterium).

1. Man wahle eine Zahl ¢ € R mit limsup,,_,, az“ < q < 1. Es gibt es ein
ng € N, so daB

Gn+41

< q firn > nyg.
an

Induktiv folgt dann
gtk < G an, fiir k € Ny.

Es gilt die Abschatzung

o [ee] 1
D o0 € Py Y = g <
v=ng k=0 q

2. Es gibt ein ng € N, so daB

an+1
Gnp

>1 fiirn = ng.

Also ist a, > an, > 0 fiir n > ng. Nach Feststellung 2.1.19 ist die Reihe
divergent.

3. Man betrachte die Beispiele (vgl. 1.4.13 und 1.4.12):

1 1
E ﬁ<2 aber E E:OO
n=1 n=1

Beispiele 4.3.8 (Wurzelkriterium — Quotientenkrit.)
Die Reihe
1 1 1 1 1 1

—+3+—+§+—+§+—+3—4+
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ist als Summe zweier geometrischer Reihen sicher konvergent.

Das Quotientenkriterium versagt aber:

173\
lim sup Gntl _ lim —(—) = oq,

n—00 an k—oo 3 \2
2\ k
liminf 2L = lim (—) =0,
n—0oo  QOp k—oo \3
Das Wurzelkriterium erkennt die Konvergenz der Reihe:
. AR =S|
hgn_)s;ip Yay, = klirlgo (27) = ﬁ < 1.

Bemerkung (Wurzelkriterium — Quotientenkrit).

Die folgenden Ungleichungen zeigen, dafl das Wurzelkriterium strenger als das
Quotientenkriterium ist.

Man kann sich auf den Fall positiver Summanden zuriickziehen, denn verschwin-
dende Summanden kann man weglassen, ohne die Konvergenz zu veréndern.
Lemma 4.3.9 (Wurzelkriterium — Quotientenkrit.)

Es sei (ay,) eine Folge positiver, reeller Zahlen. Dann gilt:

an+1

limsup /a, < limsup

n—00 n—oo  Qn

.. a ..
lim inf " < liminf ¥a,

n—oo a?’L n—oo

Beweis (Wurzelkriterium — Quotientenkrit).

Wir zeigen die Ungleichung fiir den Limes superior.

An+1
an

Wenn g = oo ist, ist nichts zu zeigen.

Es sei ¢ := limsup,,_,,

Es sei also ¢ < 00. Zu ¢ € R mit ¢ < g gibt es ein ng € N mit

a ~ .
ntl < q firn>=ng.
an
Induktiv folgt
Aotk < qkano fir k € Np,
an < G (G "ap,) firn = ng,

und somit

limsup a, < q.

n—oo
Da ¢ > ¢ beliebig war, folgt limsup,, ., /a, < q.

Die Ungleichung fiir Limes inferior folgt analog.
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4.3.2 Leibniz-Kriterium

Bezeichnung (alternierende Reihen)

Eine Reihe ) a, deren Summanden abwechselnd positiv und negativ sind,
heifit eine alternierende Reihe.

Wie wir gleich sehen, konvergieren solche Reihen nach dem Leibniz-Kriterium
sicher, wenn (|ay|), eine monotone Nullfolge ist.

Eine solche alternierende Leibniz-Reihe, die mit einem postiven Summanden
beginnt, hat die Form

o

Z(—l)"an:al—a2+a3—a4+...

n=0
mit ap = a1+ = an = apy1 — 0.

(Fiir eine komplexe Form des Leibnitskriteriums vgl. 4.4.14)

Beispiel (alternierende Reihen).

1 o
1+x:Z(—x)” firo<z <1
n=0
o
1 n—1,.n
log(1+x)zz()7x firo<z <1
n=1 n
o
-1 n—1,.2n—1
arctan z = Z (;n——xl fir |z| < 1.
n=1
X \n
exp(—z) = Z ( l") fiir z > 0.
= nl
o0
(_1)nx2n 3
cosT = — fir z € R.
7;) (2n)!
o
. B (_1)71—1:1:211—1 )
Sln.’I)—ZW fuerR.
n=1

Satz 4.3.10 (Leibniz-Kriterium)

Es sei (an)n eine monoton fallende Folge in R. Die alternierende Reihe

2nzo (=1)"an

konvergiert genau dann, wenn die Summanden eine Nullfolge bilden.

1. Die Partialsummen Son41 sind nichtnegativ und monoton wachsend.

2. Die Partialsummen So, sind nichtnegativ und monoton fallend.
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3. Es seis:=Y > (=1)"ayn. Dann gilt fir n € Ny:

Beweis (Leibniz-Kriterium).

klar.

Ofensichtlich gilt: (-1)"a, - 0 < a, — 0.
Firn=20,1,2,... gilt

Son43 = (ap —a1) + (ag — as) + - -+ + (@2n42 — A2n43) = Sont1

Sopt2 = ap — (a1 —az) — -+ — (a2n+1 — a2n+y2) < S2p
(1) 0 < Sont1 < Son43
(2.) ao>=s2n = Sonso
= 0 < sopt1 < Sopg1 + a2p = Sopy2 < ap.

Die monotonen beschrankten Folgen (s2,+1)n und (s2,)n konvergieren und haben
die gleichen Grenzwerte, da

lim s9, — hm Son41 = hrn aon+1 = 0.
n—oo

3. Aus der Monotonie der Partialsummen erhilt man:

0 <5s— 52341 < S2n42 — S2n41 = G2n42,

N
0<s9p,—85 < S —S2p41 = G2p+1-

Den Unterschied zwischen der Summe s der Reihe und einer Partialsumme s,, kann
man nun durch den ersten weggelassenen Summanden abschatzen:

|5 - Sn| < Qpy1-

Beispiel (Leibniz-Kriterium).
1. Alternierende harmonische Reihe (vgl. 3.1.45)
2 (—1)kt 11

1
log 2 = 14—y
og kzl stz t

Man beachte, daf} die harmonische Reihe divergiert (vgl. 1.4.11 und 1.4.12):

<1
2 =
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2. Aus der Taylor-Reihe des arctan erhilt man die alternierende Reihe:

T > 1

(=1)" 1 1
D Y L
4 §2n+1 35 77

4.3.3 Absolut konvergente Reihen
Bezeichnung 4.3.11 (absolutkonvergente Reihe)

1. Eine Reihe ) a, mit reellen oder komplexen Summanden a, € K heifit
absolut konvergent, wenn

oo
Z lan| < oo.
n=1

2. Es sei (fn)n eine Folge von rellen oder komplexen Funktionen in F (M, K).
Die Funktionenreihe

>onfn

heiit absolut konvergent, wenn fiir alle + € M die Reihe ), fn(2)
absolut konvergent ist:

D lfa(@)] < oo filr z € M.
n=1

Satz 4.3.12 (absolut konvergente Reihe konvergiert)

1. FEine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

2. Fiir absolut konvergente Reihen gilt die Dreiecksungleichung:

oo e}
1> anl <D lan| < 0.
n=1 n=1

Beweis.

1. Essei ) 7 |ay| < o0
Wir zeigen fiir die Reihe ), a,, die Cauchy-Bedingung 4.2.4.
Zu € > 0 gibt es ein ng € N, so daB
n

Z]ay\<5 fiir n > m > nyg.

v=m

Dann ist

n n

’ZGV‘§Z\QV]<€ firn > m > ng.
m v=m

V=
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2. Es reicht die Ungleichung fiir die Partialsummen zu zeigen, dann gilt sie auch
fir den Grenzwert. Fiir n € N gilt:

n n e’}
2 el < lal <)l
v=1 v=1 v=1

Beispiele 4.3.13 (Binomialreihe)
Man bildet fiir « € C und n € Ny den Ausdruck “« iiber n“:

—1)... (= 1
(O‘> _ ale—1) '(04 n+tl) fiir n > 1,
= n!
n 1 firmn=0
und die Binomialreihe:
Y om0 <a> 2" fir z € C.
U\ n

Fiir @ € Ny handelt es sich um die binomische Formel (1 + 2)“.

Fiir Exponenten a ¢ Ny gilt:

(507 _a-n
BETES

n

— z firn — oco.

Fiir Exponenten o ¢ Nyist die Binomialreihe nach dem Quotientenkriterium
4.3.7 fiir |z| < 1 absolut konvergent und divergent fiir |z| > 1.

Bemerkung. Fiir reelle und komplexe Folgen bildet man die Reihe der Betrage.
Analog bildet man zu Folgen (ay), in einem normierten Raum die Reihe der
Normen der Folgenglieder:

2 llanl-

Im Falle von Funktionen kann man nun einerseits punktweise den Betrag und
andererseits die Norm der Funktionen bilden. Zur Unterscheidung fithren wir
noch einen Begriff ein:

Bezeichnung 4.3.14 (normalkonvergente Reihe)
Es sei (V,]| - ||) ein normierter Raum und (ay,), eine Folge in V.

Die Reihe )" a, heit normal konvergent, wenn

oo
> lan] < oo.
n=1
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Bemerkung (absolut konverg. — normal konverg.).

In den Koérpern R und C fallen die Begriffe absolut konvergente Reihe und
normal konvergente Reihe zusammen.

Wenn keine Verwechselungsgefahr besteht, sagt man auch h&ufig absolut kon-
vergent statt normal konvergent.

Bemerkung. Analog zum Satz 4.3.12 beweist man die Konvergenz normalkon-
vergenter Reihen:

Satz 4.3.15 (normal konvergente Reihe konvergiert)

Es sei (V|| - ||) ein vollstindig normierter Raum.

1. Eine normal konvergente Reihe ist konvergent.

2. Fiir normal konvergente Reihen gilt die Dreiecksungleichung:

(%S) 0o
1D " anll < llan]| < oo
n=1 n=1

Bezeichnung 4.3.16 (Umordnung einer Reihe)

Unter einer Umordnung einer Reihe ) a, versteht man eine bijektive Abbil-
dung (Permutation von N)

c:N—N
und die Bildung der umgeordneten Reihe
Zk Qg (k)

Bemerkung 4.3.17 Nach dem Verdichtungssatz 4.2.5 kann man eine konver-
gente Reihe beliebig klammern, ohne die Summe der Reihe zu veréndern:

o0 [e’e] NEk+1
Dan=), >,
n=1 k=1v=ni+1

wobei (ny)ken, eine streng monoton wachsende Folge in Ny mit ng = 0 ist. Die
endlichen Summen innerhalb der Klammern kann man beliebig umsortieren.

Bemerkung. Das Beispiel 4.1.3 zeigt, dal man in einer konvergenten Reihe im
allgemeinen keine beliebigen Umordnungen vornehmen darf, ohne die Konver-
genz der Reihe zu verdndern.

Man nennt konvergente, nicht absolut konvergente Reihen zur Betonung auch
bedingt konvergente Reihen.

Viel besser verhalten sich absolut konvergente Reihen.
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e Wir werden zeigen, dal man mit absolut bzw. normal konvergenten Rei-
hen weitgehend wie mit endlichen Summen umgehen kann.

e Ob eine Reihe absolut bzw. normal konvergent ist, 148t sich meist auch viel
leichter nachpriifen. Man brauch ja nur die Beschréinktheit der Reihe der
Betrige bzw. Normen zu zeigen. Hiefiir gibt es viel mehr und einfachere
Kriterien.

Satz 4.3.18 (Umordnung absolut konv. Reihen)

Es sei V' ein normierter Raum und (ay,), eine Folge in V und die Reihe ), an,
sei konvergent.

Wenn die Reihe ), a, normal konvergent ist, dann kénnen die Summanden
an beliebig umgeordnet werden:

Die umgeordnete Reihe ist immer konvergent und die Summe der Reihe dndert
sich nicht.

Bemerkung. Wenn V' endlichdimensional ist, gilt auch die Umkehrung:

Wenn keine Umordnung der Reihe divergiert oder mit einem anderen Grenz-
wert konvergiert, dann ist die Reihe normal konvergent.

Beweis (Umordnung von Reihen).

Es sei (aq(k))r die umgeordnete Folge. Wir nennen

n n
Sy 1= Zau und ¢, = Z Ag(v)-
v=1 v=1

und zeigen s, — t, — 0. Beide Reihen haben die gleiche Summe.

Zu £ > 0 gibt es ein ng € N, so daB fiir alle n > m > ng gilt

n
> lanl <&
m

Setzt man
ny :=max{c 1(1),...,0  (no)},
so ist ny = ng und es gilt:

{1,...,n0} C {o(1),...,0(n1)}.

Fiir n > ny heben sich in der Differenz s,, —t,, die Summanden aq, ..., ay,, heraus:
n
Sp — Tn = Z a, — Z ay -
v=ng+1 pef{o(l),...,a(n)}

\{1,...,710}
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Setzt man
ng := max{o(1),...,0(n)},

so ist no > n und es gilt:

{o(1),...,0n)}\ {1,...,n0} C{no+1,...,n2},

n
lsn —tall =11 > av— > al

v=no+1 pe{o(1),...,a(n)}
1,...,n0
n2
<2 Y Jal <2
v=ng+1

Bezeichnung 4.3.19 (Teilreihen)

Es sei (ny) eine streng monoton wachsende Folge in N. Ist ) a, eine Reihe,
so heiit ), a,, eine Teilreihe der urspriinglichen Reihe.

Feststellung 4.3.20 (Teilreihen)

Es sei V' ein normierter Raum und (a,)n eine Folge in V.

Wenn die Reihe ), a, normal konvergent ist, dann gilt

1. Jede Teilreihe Y, an, ist normal konvergent.

2. Fiir die Teilreihe gilt:

(e 9] o0

Sl < 3 llan] < oo,

k=1 n=1

Beweis (Teilreihen).

Die Reihe ), a, sei normalkonvergent:

[eS)
D llanll < oo
n=1

Fiir £ € N folgt dann:

k ng 0o
D Mlan < llanl < llan|| < oo.
=1 v=1 n=1

Fiir kK — oo folgt:

o0 o0
D lan | < llan] < oo.
k=1 n=1




20. Juni 2001 339

Korollar 4.3.21 (Addition von Teilreihen)
Es sei V' wollstindig normiert. Die Reihe ), a, sei normal konvergent.

Es seien (ng)k, (my); zwei disjunkte, streng monoton wachsende Folgen in N
mit

N:{nk‘kEN}U{mlHEN}

ist. Dann gilt
o (o @] o
DIIED SIS it
k=1 1=1 n=1

Bemerkung. Weitergehende Formen des Assoziativgesetzes formuliert man
leichter mit Hilfe des Begriffs der summierbaren Familie.

Die Summanden einer normalkonvergenten Reihe bilden eine summierbare Fa-
milie.

Beweis Summe von Teilreihen.

o0
Esseis= > an. Zue > 0 gibt es ein ny € N, so daB

n=1
oo
> a) <e.
v=nog+1
Dann ist
no oo
Is =Y all < > fal <e
v=1 v=ng+1
Man setze
ko := max{k | np < ngo}, lp:=max{l|m; <np}
Dann ist

{nl,...,nkO}U{ml,...,mlo} = {1,...,77,0},

ko lo no
D T amy =D av.
=1 A=1 v=1

Fiir £ > ko und [ > [y folgt nun

k l
ls = anse =Y am,|
=1 A=1
ko lo k l
< HS - Zank _Zaﬂh” + H Z anuH + H Z am)\H
=1 A=1 w=ko+1 A=lp+1

o0

no
<hs=Yal+2] 3 al<et2e=3
v=1

v=ng+1
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Fiir die letzte Abschatzung vergleiche man 4.3.20 (2.).

340

Da V vollstiandig ist, konvergieren die normalkonvergenten Reihen >, a,, und

> 1 am, (vgl. 4.3.20 (1.) und es folgt:

Satz 4.3.22 (absolut konvergente Doppelreihen)
Es sei (amn)mnen eine doppelt indizierte Folge.

Wenn die Doppelsumme der Betrdge existiert:

o0 oo
Z Z |am,n| < 00,

m=1n=1

d.h., es konvergieren die Reihen:

[e.e] o0
bm::Z<oo und me<oo
n=1 m=1

Dann konvergieren die beiden Doppelsummen und sind gleich:

0o oo 0o 0
PIDILIEDBP BLITE

m=1n=1 n=1m=1

Beweis (absolut konvergente Doppelreihen).

Es sei By, := Y o7 | ampn. Da |Bp| < by und D07 by, < 00 existiert die Summe

o n=1
§= Zm:l Bm
Da |amn| < by, ist, existiert die Summe Ay, :=> 0" | Gmon.

Zu zeigen ist, daB die Reihe ) A, konvergiert und die Summe s hat.

Zu € > 0 gibt es ein mg € N, so daB der Reihenrest

Da 3700 2700 lapu| = 3252 by < oo gibt es ein ng € N, so daB

<e.

mo [e's]
> 2 o

p=1v=ng+1
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Fiir m > mgo und n > ng ist dann

m n

=22 aus
p=1v=1
m oo m 00
=ls =20 X, > aul
p=1lv=1 p=1v=n+1
m oo mo oo m oo
Sls=2 0wl +3 D ol D0 D la]
p=1v=1 pn=1v=np+1 p=mo+1rv=1
< 3e

Fiir n > ng folgt nun

n n oo © n
5= Al =ls=3 > amul=ls=>_ > am.l
v=1

v=1m=1 m=1rv=1

mo n o0 n
<Is= D > amul+1 D D amy| <3e+e=4e

m=1v=1 m=mo+1v=1

4.4 Funktionenreihen

Bemerkung (Reihen von Funktn. und Abbildungen).

Es seien M eine Menge und (V) || -||) ein normierter Raum. Die Menge F (M, K)
der Funktionen auf M und die Menge F(M, V') der Abbildungen von M in V
ist ein Vektorraum.

Zu einer Folge (f,), in F(M,K) bzw. F(M, V) bildet man die Funktionen-
reihe bzw. Reihe von Abbildungen

>onfn

und untersucht die Konvergenz der Reihe.

Wie fiir Folgen von Abbildungen hat man auch fiir diese Reihen verschieden
Konvergenzbegriffe.

Dies sind eigentlich fiir Reihen von Funktionen oder Abbildungen die gleichen
Begriffe. Damit man dies sieht, fithren wir diese Begriffe fiir beide Fille einmal
getrennt auf:

Bezeichnung (Konvergenzbegriffe: Funktionenreihen). 1. Fiir Funktio-
nenreihen ) f,, in F(M,K) unterscheiden wir:

punktweise konvergent: > >, f,(z) € K fir z € M.

absolut konvergent: > >°  |f,(z)| < co fiir z € M. Die Reihe kon-
vergiert punktweise absolut (vgl. 4.3.11(2.))
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gleichmiflig konvergent: Die gleichmiflige Konvergenz bedeutet Kon-
vergenz in der || - [|sup-Norm (vgl. 2.8.10):

n
Jim [ f - Zl Fallsup = 0.
v=

Weiterhin unterscheidet man absolut und gleichmiflig konvergente und
gleichmiflig absolut konvergente Funktionenreihen. Bsp.:

log(1+z) = i (_;f)n fir z € [0,1).
n=1

2. Fiir Reihen ), f, in dem normierten Raum der beschrénkten Funktionen
(B(M,K), | - [|sup) (vgl. 2.8.8) gibt es die Begriffe

norm-konvergent = gleichmiflig konvergent: die Konvergenz in dem

normierten Raum (B(M,K), || - ||sup) (vgl. Definition 4.2.1 (2.)).

[e.e]

normal konvergent: > > | || fullsup < 00 (vgl. Bezeichnung 4.3.14)

Bemrerkung. Die normale Konvergenz einer Reihe bietet ein gebréuchliches,
handliches Kriterium, um die gleichmifiige Konvergenz nachzuweisen. (vgl. Fest-
stellung 2.8.10).

Satz 4.4.1 (normal konv. = glm. konv.)
Es sei (fn)n eine Folge in B(M,K).

Wenn die Reihe ), fn normal konvergent ist:

00
D I allsup < o0,
n=1

dann ist die Reihe ), fn gleichmdf$ig konvergent.
Uberdies ist die Reihe gleichmifSig absolut konvergent.

Bezeichnung (Konvergenzbegriffe: Abbildungsreihen). Es sei (V)] - |)
ein normierter Raum.

1. Fiir Reihen ) f, in F(M, V) unterscheiden wir:

punktweise konvergent: > >~ f,(z) € V fiir x € M.

(punktweise) absolut konvergent: > >° || fo(z)]| < 0o fir z € M.
Die Reihe ist punktweise normal konvergent in dem normierten Raum V'
(vel. 4.3.14)
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gleichmiflig konvergent: Die gleichmiflige Konvergenz bedeutet Kon-
vergenz in der Supremums-Norm:

[fllsup := sup [[f(x)[| fiir f € B(M,V).
zeM

Es gibt ein f € F(M,V), so daf§ (vgl. 2.8.10):
Tim [ f = fallsup = 0.
v=1

Weiterhin unterscheidet man absolut und gleichméisig konvergente Reihen
und gleichm#lig absolut konvergente Reihen.

2. Fiir Reihen ), f,, in dem normierten Raum der beschrénkten Abbildungen
(B(M, V), - llsup) (vgl. 2.8.8) gibt es die Begriffe

norm-konvergent = gleichméflig konvergent: die Konvergenz in dem
normierten Raum (B(M, V), || - [[sup) (vgl. Definition 4.2.1 (2.)).

normal konvergent: Y 7 | || fy|lsup < 00 (vgl. Bezeichnung 4.3.14)

Bemerkung 4.4.2 (normal konv = glm. konv.)
Der Satz 4.4.1 gilt analog fiir Reihen in B(M, V).

Bezeichnung 4.4.3 (Konvergenzbereich)
Zu einer Reihe ) f, in F(M, V) bildet man den Konvergenzbereich

K:={z|zeM,) fulx)eV}
n=1

Die Einschrénkungen ), f,|K bilden eine punktweise konvergente Reihe.

Bemerkung. Analog bildet man zu einer Reihe von Abbildungen den Bereich,
auf dem die Reihe absolut konvergiert. Das ist der Konvergenzbereich der Reihe

2n 1 OIl-

Bemerkung (Inneres des Konvergenzbereichs).

Wenn der Definitionsbereich M ein metrischer Raum ist, bildet man das Innere
des Konvergenzbereichs. Dies ist die grofite offene Teilmenge von M, auf der
die Reihe punktweise konvergiert.

Bemerkung (lokal glm. konvergente Reihen).

Wenn eine Reihe ) f, in F(M,V) punktweise, aber nicht gleichméBig kon-
vergiert, gibt es keine groste Teilmenge, auf der die Reihe gleichmiflig kon-
vergiert.

Haufig untersucht man in diesem Fall die Reihe auf lokal gleichm#flige Kon-
vergenz (vgl. Bezeichnung 3.4.132.)
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Bezeichnung 4.4.4 (lokal normal konvergent)

Eine Reihe ) f, in B(M, V') heifit lokal normal konvergent, wenn fiir jede
kompakte Teilmenge K C M die Reihe

x
Z an”sup,K < 00.
n=1

Dabei ist

[ fnllsup, & := sup [|.fn()]].
zeK

Beispiele 4.4.5 (geom. Reihe lokal glm. konvergent)

1. Die geometrische Reihe }_ ;2" mit z € C hat als Konvergenzbereich die
offene Kreisscheibe U(0,1) (vgl. 2.1.17).

2. Die geometrische Reihe ist auf U(0, 1) absolut konvergent, aber nicht gleichméBig
konvergent.

3. Die geometrische Reihe ist auf U(0,1) nicht normal konvergent, denn ihre
Summe ist unbeschréankt.

4. Die abgeschlossenen Kreischeiben mit Radien 0 < r < 1 bilden eine offen-
kompakte Auschopfung (vgl. 3.4.134) von U(0, 1):

U(O,Tl)i C U(O,TQ) fir 0 < ry < ro.

Auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe U(0,7)” mit 0 < r < 1 ist die geome-
trische Reihe normal konvergent:

[e%e] oo 1
Z ||Zanup,U(0,r)* = Zrn = 1—r < 0.
n=1 n=1

4.4.1 Potenzreihen

Bemerkung. Das Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe (vgl. Beispiel
4.4.5) ist typisch fiir Potenzreihen:

e Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe ist, grob gesagt, eine Kreisschei-
be. Es gibt eine grofite offene Kreisscheibe, auf der die Potenzreihe kon-
vergiert. Dort konvergiert sie sogar absolut und lokal gleichméfig.

e Auf dem Rand ihres Konvergenzbereiches zeigen Potenzreihen sehr un-
terschiedliches Konvergenzverhalten.
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Bezeichnung 4.4.6 (Potenzreihe)
Es sei V ein K-Vektorraum und (¢, ), eine Folge in V. Die Reihe

donsocn?” filr z €K
heifit eine Potenzreihe in V.

Bezeichnung(dargestellte Funktion)

Auf dem Konvergenzbereich K einer Potenzreihe En>0 cp 2™ erzeugt die Summe
der Reihe eine Abbildung:

f:K—=V mit f(z):= chz”.
n=0

Man sagt, die Abbildung f wird durch die Potenzreihe dargestellt.
Bemerkung (Formale Potenzreihen).

In der Algebra betrachtet man auch formale Potenzreihen ) °  ¢,2", ohne
die Konvergenz zu betrachten.

Dabei handelt es sich eigentlich um Koeffizientenfolgen (cp)nen,, fiir die man
Summe und Produkt so erklirt, wie es fiir die Koeffizienten konvergenter Po-
tenzreihen der Fall ist.

In dieser formalen Schreibweise sind die Rechenregeln analog zu den Regeln fiir
Polynome.

Bezeichnung 4.4.7 (Entwicklungspunkt) Allgemeiner heifit eine Reihe der
Form

> onson(z —20)" fiir z € K.

eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt 2y € K.
Bemerkung (Potenzreihe um eine Entwicklungspunkt).

1. Fiir die Konvergenzbetrachtungen reicht es den Entwicklungspunkt zy = 0
zu untersuchen. Man setze w := z — 2.

2. Eine reelle Potenzreihe hat die Form ) -, an(z — x0)" mit an, o,
z € R.

3. Der wichtigste Fall bilden die komplexen Potenzreihen ngo cn(z —
20)™ mit zg, ¢, z € C.

Die durch konvergente, komplexe Potenzreihen dargestellten Funktionen
werden in der Funktionentheorie (4. Sem.) genauer untersucht.
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Satz 4.4.8 (Potenzreihen lokal normal konvergent)

Es sei V' ein K-Vektorraum und (cy,), eine Folge in V.. Wenn die Potenzreihe
Yonsocn?” fir z € K.
fiir ein w € K\ {0} konvergiert, dann gilt:

1. Fir alle z € K mit 0 < |z| < |w| ist die Rethe absolut konvergent:
oo
D lleall - [2]" < oo
n=0

2. Fir jedes 0 < r < |w| ist die Reihe normal konvergent auf der abgeschlos-
senen Kreisscheibe

U,r)” :={z||z| <r}.

Wenn V' wvollstindig ist, ist die Reihe Zn>0 cn2™ gleichmdf$ig konvergent
fiir |z| < r (vgl. Satz 4.4.1).

Bemerkung. Auffillig an dem folgenden Beweis des Satzes 4.4.8 ist, daf§ die
Voraussetzung der Konvergenz der Reihe > > ; ¢, w™ nur benutzt wird, um auf
die Beschranktheit der Folge (¢,w™),, der Summanden zu schliefien.

Beispiele zeigen, dafi man i.a. keine schirferen Aussagen gewinnen kann. Insbe-
sondere kann man i.a. keine Information iiber die Konvergenz in den Punkten
z mit |z| = |w| erhalten.

Beweis (Potenzreihen lokal normal konvergent).

Da die Reihe Y7 j w™ € V konvergiert, bilden die Summanden eine Nullfolge (vgl.
Feststellung 2.1.19) und sind folglich beschrankt.

Es gibt ein 0 < C < o0, so daB
llen| - Jw|® < C fir n € No.

Fiir 0 < r < |w| setze man q := |l’;—| < 1. Fiir |z| < r folgt

2"

W < Cq™  fir n € Ng.

leaz"[ = [leal|w]™

Fiir die Reihe der Supremumsnormen auf der abgeschlossenen Kreisscheibe U (0, 7)™
gilt also

) (o]
D llenz lsup o)~ < C Y d" < oo
n=0 n=0

Bemerkung. Mit demselben Beweis wie zu Satz 4.4.8 erhélt man:
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Korollar 4.4.9

Es sei V' ein K-Vektorraum und (cy,)y, eine Folge in V.. Wenn fiir ein p € (0, 00)
die Folge (cpp™)n beschrankt ist, dann gilt:

Fiir jedes O < r < p ist die Reihe Zn>0 cn 2™ normal konvergent auf der
abgeschlossenen Kreisscheibe

UO,r)” :={z||z| <r}.

Wenn V' wvollstindig ist, ist die Reihe gleichmdfig konvergent.

Bezeichnung 4.4.10 (Konvergenzradius)

Es sei V ein K-Vektorraum und (¢y,), eine Folge in V. Zu der Potenzreihe
Yonsocn?” filr z €K

bilde man den Konvergenzradius:
o
R :=sup{r|re0,00) und Z llen||r™ < oo}
n=0

Die Umgebung U(0,7) = {z | z € K, |2| < r} heifit im Falle

K = C der Konvergenzkreis

K = R das Konvergenzintervall

der Potenzreihe.

Bemerkung. Aus Korollar 4.4.9 erhélt man sofort die folgenden dquivalenten
Beschreibungen des Konvergenzradius einer Potenzreihe:

Bemerkung 4.4.11 (Formel: Konvergenzradius)

Es sei V ein K-Vektorraum und (¢, ), eine Folge in V. Fiir den Konvergenzradius
R der Potenzreihe )~ ¢, 2" gilt:

R =sup{r|r e [0,00) und Z llen||r™ < oo},
n=0

=sup{r |r € [0,00) und (¢,r"), Nullfolge},
=sup{r | r € [0,00) und (c,7")y beschrinkt}.
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Bezeichnung 4.4.12 (Rechenregeln in R.)

Die Verkniipfungen in R (vgl. Bemerkung 2.1.23 erweitert man fiir Teilbereich
der nichtnegativen Elemente

Ry =1[0,00) U {oo}

um eine weitere niitzliche Vereinbarung:
In R, setzt man

— 1= 00,
0

Man kann dann gut mit Kehrwerten nichtnegativen Nullfolgen rechnen (vgl.
2.1.24(1.) und 2.1.25):

1
0<a,—0 & — —o0.
an

Der Ausdruck “0-oco“ bleibt undefiniert!

Satz 4.4.13 (Formel: Konvergenzradius)

Es sei V' ein K- Vektorraum und (c,)n eine Folge in V. Fir den Konvergenzra-
dius R der Potenzreihe Zn>0 cn 2" gilt:

1. Es sei W :=limsup {/|[c,|| € Ry. Dann ist mit (§ := oo)

n—oo

1
R= W (CAuCHY-HADAMARD).

2. Wenn alle Koeffizienten c, # 0 sind, gilt in R,

1
lim inf len 1] < = < limsup len]
n—oo leall TR T amoeo leal|
; g lengall = .
Wenn die Folge konvergiert: Q@ :== lim e Ry, gilt

oo |lenl|

R = % (EULER).

Bemerkung. Die Regel (2.) ist in analog zum verwandten Quotientenkriterium
4.3.7 formuliert.

Beweis (Formeln: Konvergenzradius).

1.(CAucHY-HADAMARD): Fiir 0 < r < oo gilt:

w := limsup v/||cp||r™ = rlimsup v/ e || = 7W.
n—00 n—0o0



20. Juni 2001 349

Aus dem Wurzelkriterium 4.3.6 folgt fiir die Reihe >, ~ [[cn[lr™:

Reihe konvergent, wenn w <1 & r<

S

Reihe divergent, wenn w > 1 & r>

1
Aus der Definition 4.4.10 folgt nun die Gleichung R = W

Beachte: Wenn R = 0 < W = oo ist, gibt es kein 7 > 0, fiir das die Reihe
Ym0 llenllr™ konvergiert.

2. Wenn alle Koeffizienten ¢,, # 0 sind, folgt aus Lemma 4.3.9

lim inf M < W < limsup M
n—oc || n—oo |lcnll

Die Abschitzung (2.) folgt nun aus der Formel (1.) von CAUCHY-HADAMARD.

(EULER): Wenn der Grenzwert @) := lim lena

n—oo |lcnl|

€ R existiert, folgt:

tim 1ol _ gy

oo ||cu

und somit

1
R=—.
Q

Beispiel (Konv.-Bereich: reelle Reihen).

1. >0 nlz" hat Konvergenzradius R = 0 (vgl. Beispiel 2.1.13)

2. exp-Reihe 2°° /27 hat Konvergenzradius R = oo (vgl. 3.1.40).

n=0 n!

3. geom. Reihe (1+2)71 =322 (—1)"2" hat Konvergenzradius R = 1 und

n=0

Konvergenzbereich (—1,1) (vgl. 2.1.17).

4. Logarithmus-Reihe (vgl. 3.1.45)

log(1 + z) = Y00 U a”

n=1 n
hat Konv.-radius R = 1 und Konvergenzbereich (—1, 1].
5. Integral-log-Reihe (vgl. 4.4.21)

n

S 108(1+ ) de = o0, S

hat Konv.-radius R = 1 und Konvergenzbereich [—1, 1].
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Bemerkung (Konvergenzkreis).

Fiir eine komplexe Potenzreihe mit Konvergenzradius R € R, gilt:

1. die Reihe ist im Konvergenzkreis

{z]z€C, |z| < R}

absolut konvergent und lokal normal konvergent (vgl. 4.4.8).

2. die Reihe ist fiir z € C mit |z| > R divergent.

3. Wenn 0 < R < oo ist, kann man fiir die Konvergenz auf dem Rand des

Konvergenzkreises keine allgemeine Aussage treffen:

Beispiel 4.4.23:

(1!

log(1+z):Z—zz fir € C, |2| <1, 2z # 1.

n
n=1

Bemerkung. Das folgende Konvergenzkriterium fiir Potenzreihen verallgemei-

nert das Leibniz-Kriterium 4.3.10.

Man erhélt das Leibniz-Kriterium im Spezialfall z = —1.

Das Kriterium erlaubt in einigen Beispielen, die Konvergenz auf dem Rande
des Konvergenzkreises zu bestimmen. Es ist wiederum ein Spezialfall des Kon-

vergenzkriteriums von DIRICHLET.

Lemma 4.4.14 (Koeffizienten: monotone Nullfolge)

Es sei (an)n eine reelle, monoton fallende Nullfolge.

Dann konvergiert die Potenzreihe 3, ~qanz" lokal gleichmdfig auf U(0,1)7 \

{1} ={z12€C, |2| <1, z #1}.

Fiir |z] <1, z # 1 und m € Ny gilt fir den Reihenrest die Abschitzung:

Beweis (Koeffizienten: monotone Nullfolge).
Firn > m > 0 gilt:

n

n
(1—2) Z a2’ = a2 — Z (ay—1 — ay)z”
rvr=m

v=m+1

Da 0 < a,—1 — ay ist, folgt fir |2] <1, z # 1:

n

n
1-2 Y @ <am+ Y. (av-1 - ) +an = 2an — 0.
v=m

v=m+1

—apz

n+1
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Die Partialsummen erfiillen also fiir z # 1 die Cauchy-Bedingung 4.2.4

n
2
|Za,,z”\< dm 0.
— |1 — z|

Fiir § > 0 konvergiert die Reihe gleichmaBig auf
Ks :=U(0,1)"\U(1,0)={2]2€C, |2/ <1, |1 —z| >}

Da die Bereiche K3, (6 > 0) eine offen-kompakte Ausschépfung (vgl. Bezeichnung
3.4.134) von U(0,1)~ \ {1} bilden, ist die Reihe lokal gleichmaBig konvergent.

Satz 4.4.15 (Abelscher Grenzwertsatz)

Es seien V' ein vollstindig normierter Raum und (cy)n eine Folge in V.. Wenn
die Summe

[e.e]

D car”

n=0

fir ein r > 0 konvergiert, dann konvergiert die Potenzreihe Zn>0 cnx™ gleich-
mdf$ig auf dem Intervall [0,r] C R.

Insbesondere gilt:

zlr

o o0
lim g cpa”t = E cnr”.
n=0 n=0

Bemerkung (zum Beweis).
Fiir den Beweis kann man ohne Einschrdnkung r» = 1 annehmen:

T

n
Zn>0 cpr" = Zn>0 (cpr™) (;) .

Beweis (Abelscher Grenzwertsatz).

Wir setzen

n oo
Sp = E Cp, S .= E Cp,.
n=0 n=0
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Wir untersuchen die Cauchy-Bedingung. Fiir n > m > 1 gilt:

n

ZCVZL'V = Z ((sy —s) — (sp—1 — s))z”

v=m
n n
= Z (sy — s)z” — Z (sy—1—s)z”
v=m v=m
n n—1
= (s —s)x” —x Z (sy — s)z”
v=m v=m-—1
n—1
= —(8m-1—95)x" — (1 —2x) (sy — s)x” + (s, — 5)z"
v=m

Wir weisen die Cauchy-Bedingung fiir gleichmaBige Konvergenz nach. Es sei ¢ > 0.
Es gibt ein ng € N, so daB

l|sn — sl <e firn = ng.

Fiir n > m > ng und x € [0, 1] folgt:
n
I Z cyx”
vr=m
n—1
== (sm-1— )2 = (L =) Y _(sp — 5)z" + (s — 5)2"|
rvr=m

n—1
<N(sm-1 = )z [+ 1L =2) Y (s = 8)2”|| + [[(sn — 5)2"]|

n—1

<el@™+ (1—z) Y 2" +a") < 2.

v=m

Beachte: (1 —z) "2t a¥ = 2™ — 2.

rv=m

Beispiel (zum Abelschen Grenzwertsatz)
Die Reihe

n=1 n
konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium 4.3.10.

Aus der Reihenentwicklung von log(1+z) fiir z € (—1,1) (vgl. 3.2.26) und dem
Abelschen Grenzwertsatz 4.4.15 folgt nun:

& nln n—1

log2—hmlog (1+2x)= Z i%

= n=1
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Anmerkung. In Beispiel 3.1.45 hatten wir diese Beziehung mit Hilfe der Rest-
gliedformel fiir das Taylor-Polynom von log(1 + ) gewonnen.

Wir werden in Feststellung 4.4.23 eine weitergehende Aussage fiir die komplexe
Potenzreihe log(1 + z) zeigen.

Beispiel (zum Abelschen Grenzwertsatz)
Nach Bezeichnung 3.4.20 ist der Arcus-Tangens die Stammfunktion zu

[e.e]

=) ()" fiir x| < 1.

n=0

1
1+ 22

xT

d x —1) 2n+1

arctanx:/1+§€2 :Z( 27)111 fir z € (—1,1).
0

Die Reihe Y 2 (2:11+)I konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. Nach dem dem

Abelschen Grenzwertsatz 4.4.15 gilt die Reihenentwicklung auf [—1,1].

Fir £ = 1 erhilt man insbesondere die LEIBNIZ-Reihe:

o
T (=)™ 1 1
_ = t 1: 7:1—— _:t.....
1 arctan 7;)27@—1—1 3+5

4.4.2 Rechnen mit Potenzreihen

Bemerkung Potenzreihen verhalten sich d&hnlich wie Polynome.

In diesem Abschnitt untersuchen wir die lineare Struktur von Potenzreihen
in einem vollstdndig normierten Raum.

Bemerkung 4.4.16 (Potenz-Reihen sind stetig)

Es seien V' ein vollstandig normierter Raum und ), 5, ¢,2" eine Potenzreihe
in V' mit Konvergenzradius R > 0. Die dargestellte Funktion f ist stetig auf
dem Konvergenzkreis:

o
f:zHchzZ fir € C, |2| <R
n=0

Beweis. Da eine Potenzreihe auf ihrem Konvergenzkreis lokal gleichmaBig konver-
giert und die Partialsummen stetig sind, ist nach Satz 3.4.133 die Grenzfunktion f
stetig.

Satz 4.4.17 (Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen)

Es seien V' ein K- Vektorraum und (an)n, (bn)n Folgen in V' und die Potenzrei-
hen Y anz", Y, bpz™ positive Konvergenzradien.
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1. Stimmen Summen der beiden Potenzreihenauf einer Umgebung U von O dibe-
rein:

o0 o0
Zanz” = Z bpz"  firz e U,
n=0 n=0

dann stimmen die Koeffizienten tberein:
an = b, fiir n € Ny.

2. Es reicht, daf$ die beiden Summen auf einer gegen 0 konvergenten Folge (zy )
mit zy # 0 tbereinstimmen. Dann stimmen die Koeffizienten tiberein.

Beweis. Wir zeigen die Aussage (2.). Hieraus folgt (1.). Es sei p der kleinere der
Konvergenzradien. Dann ist

z f(z) = i an?" — i b, = i(an —by)2"
n=0 n=0 n=0

stetig in auf U(0, p).
Fiir n = 0 folgt

ag — b(] = khﬂlélo f(Zk) = 0.

Man kann nun induktiv fortfahren:

Es gelte a, = b, firv=1,...,n. Dann ist
f(z) 2 =
Tnf1 = Ondl ~ bngr 4 2"t Z(an+2+u — bpg24p) 2"
n=0
. fl=)
und es folgt ant+1 — bpy1 = klggo ZZH 0.

Feststellung 4.4.18 (Addition von Potenzreihen)

FE's seien Zn>0 anz™ und Zm>0 b 2™ Potenzreihen mit Konvergenzradien Ry >
0 bzw. Ro > 0 und

R := min{ Ry, Ry}.

Die Summen-Reihe ), - (an+bn)z" zu den beiden Potenzreihen konvergiert
fir z € K mit |z| < R und es gilt:

o o [o.¢]
Z anz" + Z bp2" = Z(an + bp)2".
n=0 n=0 n=0

Der Konvergenzradius der Summen-Reihe kann auch grofier als R sein.
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Beweis. Die Addition zweier konvergenter Potenzreihen ergibt sich aus der Regel
4.2.9 iiber die Addition konvergenter Reihen.

Da die Summen-Reihe auf der rechten Seite fiir |z| < R konvergiert, ist ihr Kon-
vergenzradius mindestens R.

Ziel: Wir wollen zeigen, dal man Potenzreihen wie Polynome gliedweise in-
tegrieren und differenzieren darf.

Wir bilden zunichst durch gliedweise Integration bzw. Differentiation eine
formale Stammfunktion bzw. Ableitung.

Dann untersuchen wir die Konvergenz dieser formal gebildeten Potenzreihe und
zeigen, dafl sie die gesuchte Stammfunktion bzw. Ableitung darstellt.

Bezeichnung 4.4.19 (formale Stammfnkt., Ableitung) Essei}_, 5, c,2",
x € R, eine Potenzreihe.

1. Die formale Stammfunktion ist die unten stehende Folge von Stammfunk-
tionen der Partialsummen:

CTL*l n
Zn>1 n T

2. Die formale Ableitung ist die Folge der Ableitungen der Partialsummen:

Zn}(} cn+1(n =+ 1)xn

Lemma 4.4.20 (Konvergenzradius der Ableitung)

1. Die formale Stammfunktion einer Potenzreihe hat den gleichen Konver-
genzradius wie die urspringliche Reihe.

2. Die formale Ableitung einer Potenzreihe hat den gleichen Konvergenzra-
dius wie die urspringliche Reihe.

Bemerkung. Die formale Stammfunktion kann in einem Randpunkt des Kon-
vergenzintervalls konvergieren, in dem die urspriingliche Reihe divergiert.

Beipiel: geometrische Reihe >, 2" und log(l —z) = >~ -, Z- im Punkte
r=—1

Beweis (Konvergenzradius der Ableitung).

2. Die formale Ableitung hat den gleichen Konvergenzradius wie die mit x multi-
plizierte Reihe:

[e.9] o
g cpnz’ =x g Cnt1(n+ 1)z,
n=2 n=1
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Aus der der Formel von Cauchy-Hadamard 4.4.13 (1.) erhalt man fiir den Konver-
genzradius R* der formalen Ableitung:

1 . : " L
—- = limsup {/[|cp||n = limsup {/|call = .
R n—o00 R

n—oo

Man beachte, daB lim {/n = 1 ist (vgl. 2.2.19).

1. Ebenso hat die formale Stammfunktion den gleichen Konvergenzradius.

Satz 4.4.21 (Integral u. Ableitung von Potenzreihen)

Eine Potenzreihe ), - cnx™ ist auf threm Konvergenzintervall (—R, R) inte-
grierbar und differenzierbar.

1. Im Konvergenzintervall (—R, R) stellt das formale Integral eine Stammfunk-
tion dar.

Man darf Potenzreihen gliedweise integrieren:

/x (icng”)dg - icn_lﬁ fir —R < < R.
0 n=0 n=1 n

2. Im Konvergenzintervall (—R, R) stellt die formale Ableitung die Ableitung
dar.

Man darf Potenzreihen gliedweise differenzieren:

%(icnx”> = ﬁcnﬂ(” +1)z"  fir —R <z < R.

Bemerkung (zum Beweis von Satz 4.4.21).

Wir haben mehrere Méglicheiten, den Satz zu beweisen:

e Man zeigt zuerst (1.) mit Hilfe des Grenzwertsatzes 3.1.17 fiir Integrale.
Aussage (2.) folgt aus (1.) mit dem Hauptsatz 3.2.22 der Differential und
Integralrechnung .

e Man zeigt zuerst (2.) mit Hilfe des Grenzwertsatzes 3.2.24 fiir Ableitun-
gen. Aussage (1.) folgt aus (2.) wie im Beweis des Satzes 4.4.42 (2.)

e Der gesamte Beweis des Satzes 4.4.42 zur komplexen Ableitung und kom-
plexen Stammfunktion einer komlexen Potenzreihe gilt analog im Reellen.

Beweis (Integral u. Ableitung von Potenzreihen).

1. Firz € (—R, R) setze man f(x) = > 2, cpx™ mit den Partialsummen f,(z) :=
> p_ocvx”. Die Funktion f ist stetig.

Wir betrachten alle kompakten Teilintervalle [—r, 7] C (=R, R).
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Nach Satz 4.4.8 (2.) konvergieren die Partialsummen (f,,), auf jedem Teilintervall
[—7, 7] gleichmaBig gegen f.

Nach Korollar 3.1.17 (2.) konvergieren die Integrale der f,, auf jedem Teilintervall
[—7, 7] gegen das Integral von f:

Nach Lemma 4.4.20 (1.) hat die formale Stammfunktion den gleichen Konver-
genzradius & > 0. I\/Ian setze F(z) = Y 2, cn_l% mit den Partialsummen
Fo(x) =3 _ ¢ 1%-. Dann folgt

| f@de= im [ fu(as = tm ch
0 n—ooJo

= lim F,1(2) = F(x) fur x € [—r, 7]

2. Die formale Ableitung »"°° j ¢y 41(n+1)z" hat nach Lemma 4.4.20 (2.) densel-
ben Konvergenzradius R wie die Potenzreihe f.

Wendet man die Aussage (1.) auf die formale Ableitung an, so erhilt man:

/ Z cnt1(n 4+ 1)§"dg = Z Cnp1z" = f(2z) —¢o fiir z € [-R, R].
0 n=0 n=0

Da der Integrand auf der linken Seite stetig ist, ist f nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung 3.2.22 differenzierbar und es gilt

[e.e]

chﬂ (n+1)z™ firz € [-R, R].
n=0

Beispiele 4.4.22 (Komplexe log(1 + z) Reihe)
Der Hauptzweig des komplexen Logarithmus hat die Reihenentwicklung

e nln
log(1+2) = Z fiir z € C mit |2| < 1.

n=1

Bemerkung. Wir werden anschlieflend zeigen, daf die Reihe fiir alle z € C mit
|z| <1 und z # —1 konvergiert und die Funktion log(1 + z) darstellt.

Beweis (Komplexe log(1l + z) Reihe).

Esseiz€ Cmit 0 < |z| <1lundI:=(—|z]7L]z|7!) CR.

Fiir t € I'ist |[tz| <1 und 1+ ¢z liegt in der rechten Halbebene.

Nach Definition 3.4.40 des Hauptzweiges des komplexen Logarithmus ist die fol-

gende Funktion also definiert:

f:I>t—log(l+tz)
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Ihre Ableitung ist (vgl. Bezeichnung 3.4.46 und Festst. 3.4.48)

o0
z
F' =15 = So(-1yren e,
n=0

Die rechte Seite ist eine konvergente Potenzreihe in der Variablen ¢ € I. Nach Satz
4.4.21 erhilt man eine Stammfunktion durch gliedweise Integration. Die beiden
Stammfunktionen sind gleich:

> n 1 P
log(1 + tz) Z t" firtel.

n=1

Feststellung 4.4.23 (Konv.-Bereich log(1 + z)- Reihe)

1. Die Potenzreihe des komplexen Logarithmus log(l + z) konvergiert lokal
gleichmdf$ig auf dem Bereich

{z]2€C, |2| <1, z# -1}

und stellt dort die Funktion dar:

& nln

log(1+2) = Z

n=1

2. Fir |z| <1, z # —1 gilt die Abschdtzung

no/ 1/—121/
‘log(l—l—z)—z( D | < 2

— v n|l+z|

Beweis (Konvergenzbereich: log(1 + z)-Reihe).
Ersetzt man z durch —z so erhdlt man eine Potenzreihe

Zn

_Zn>1 !

n

deren Koeffizienten eine monotone Nullfolge bilden. Aus Lemma 4.4.14 folgt nun
die Abschatzung fiir den Reihenrest:

1/11/ 2

\Z \n‘1+zl fiir |2 <1, z # —1.

Fiir 6 > 0 konvergiert die Reihe gleichmaBig auf dem Bereich U(0,1)™ \ U(—1,9)
und ist dort eine stetige Funktion. Auf U(0, 1) stellt die Reihe die stetige Funktion
log(1 + z) dar. Die beiden Funktionen stimmen also auf U(0,1)™ \ {—1} Uberein.

Wie in Lemma 4.4.14 gezeigt, ist die Reihe auf U(0,1) \ {—1} lokal gleichmaBig
konvergent.
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Beispiele 4.4.24 (log(1 + z)-Reihe fiir |z] = 1)
Zerlegt man die komplexe Potenzreihe

log(1 — z) ::Z% fir e C, |2| <1,z #1

n=1

in Real- und Imaginérteil, so erhélt man die auf (0, 27) lokal gleichméBig kon-
vergenten Reihen (Fourier-Reihen):

>, cosn . .
1. Z - L —log(QSmg) fir ¢ € (0, 2m).

n=1

(0.9] .
sinne T—¢@
2. Z = fiir ¢ € (0, 27).
k=1

Fir ¢ = 0 und ¢ = 27 divergiert die Reihe (1.). Die Reihe (2.) konvergiert
dort, die Grenzfunktion (Sdgezahn) ist aber unstetig in den Endpunkten des
Intervalls [0, 27].

Bemerkung (Entwicklung eines Polyn. um einen Punkt)

Man kann ein Polynom P(z) = >""_,a,z” um einen Punkt w € K entwickeln:

Py = Pl (=) = 30 ) ur (e -

v=0 pu=0
= Cyp
€0,0
+c10 +c11 .
— | 4c20 +e21 Hc22 < Zeilennr.: v )
: . : . Spaltennr.: p
+cn,0 +Cn,1 +Cn,2 .eo Cpn
n n U n
-3 (Sa()e ) wr = e wr
pu=0 *v=p H =0

=: b,

Satz 4.4.25 (Reihenentwicklung um einen Punkt)

Es set V' ein vollstindig normierter Raum und

f(z):= Z anz"
n=0
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etne Potenzreihe in V. mit Konvergenzradius R > 0.

Es sei w € K mit lw| < R. Man kann die Funktion f in eine Potenzreihe um
den Punkt w entwickeln:

f(z)= Z bn(z — 20)"  fir z€ K, |z —w| < R—|w|.

m=0
Der Konvergenzradius der Entwicklung ist mindestens R — |w].

Genauer gilt: fir z € K mit |z — w| < R — |w| ldft sich f(z) in eine absolut
konvergente Doppelreihe entwickeln:

fz) = i < i an <:L> w"‘m> (z—w)™.

m=0 “n=m

Beweis (Reihenentwicklung um einen Punkt).

Fiir |z| < R gilt:

f2) =Y a2 =) an(w+(z —w))"
n=0 n=0

ian . (:)w"—m(z—w)w

n=0 m=0
o n n
:ZZ an< )w"‘m(z—w)m :
n=0m=0 m
= Cnym
Man setze:

o an(;‘l)w”_m(z—w)m firn=m,m+1,...,n,
e 0 firn=0,1,...,m— 1.

Vertauscht man in der Doppelreihe f(z) = > "7 (> ¢pm die Summationsrei-
henfolge, erhalt man das gewiinschte Resultat.

Wir zeigen dazu, daB diese Doppelreihe absolut konvergent ist.

Da die urspriingliche Potenzreihe den Konvergenzradius R > 0 hat und im Innern
des Konvergenzkreises absolut konvergent ist, gilt fiir [z — w| < R — |w|:

o0 n [ee] n n
S el =33 Hanu( )\wr”m\z o
m

n=0m=0 n=0m=0

00
n
=D llanll (Jwl + [z = w])" < co.
=0 —_———
<R

Nach Satz 4.3.22 diirfen wir die Summationsreihenfolge vertauschen. Fiir |z —w| <
R — |w| erhalten wir, wenn wir die Summanden mit ¢, ,,, = 0 weglassen:

m=0n=0 m=0n=m
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Korollar 4.4.26 (Taylor-Koeffizienten)

1. Entwickelt man eine Potenzreihe f um einen Punkt w im Konvergenzkreis:

flz) = me(z—w)m fir z €K, |z—w| < R— |w|,

m=0

so gilt fiir die Entwicklungskoeffizienten:
> n
by = b = n nem
(w) ;na <m>w

Als Funktionen von w sind die Entwicklungskoeffizienten b,, = by,(w) Potenz-
reihen in w.

2. Im Foll K = R sind die Entwicklungskoeffizienten die Taylor-Koeffizienten
von f (vgl. Feststellung 3.1.44 ):

b (w) = o fiir m € Np.

Beweis (Taylor-Koeffizienten).

1. Die Formel fiir die Entwicklungskoeffizienten b,, folgt aus Satz 4.4.25 und der
Eindeutigkeit der Koeffizienten einer konvergenten Potenzreihe (vgl. Satz 4.4.17).

2. Nach Satz 4.4.21(2.) ist eine Potenzreihe in Innern des Konvergenzkreises diffe-
renzierbar und die Ableitung ist wieder eine Potenzreihe.

Induktiv erh3lt man fiir die n-te Ableitung die Reihenentwicklung:

n = n! n—m
f( )(2;) = Z anmz .

n=m

Ein Vergleich der Reihen b, (w) (siehe 4.4.26) und (™ (w) ergibt:

(7, e S w)
b (w) = Z: an <m>w = fir m € Np.

4.4.3 Cauchy-Produkt

Ziel (Produkt von Potenzreihen).

Das Produkt zweier konvergenter Potenzreihen ano an2", Zm>0 by 2" ist wie-
der eine konvergente Potenzreihe.
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Das Produkt zweier Partialsummen kann man folgendermaflen schreiben:

n m m+n
Zayz” . Zbuz“ = Z < Z a,,bu>zk
v=0 ©n=0

k=0 v=0,...,n
n=0,....m
v+u=~k

L&t man nun n — oo und m — oo gehen, so vermutet man fiir die Grenzwerte
die folgende Formel:

00 00 m+n 00
E ayz” Z bzt = g ( E al,b#> 2k = Z Z arbi_12"*.
v=0 p=0 k=0 v=0,...,k k=11=1
pn=0,....,k
v+u==k

Bezeichnung 4.4.27 (Cauchy-Produkt von Reihen)
Fiir zwei Reihen } g an, und 3, <, by, heifit die Reihe

k k
> k>0 Zak—l b =2 k>0 Zaz b1
=0 =0

das Cauchy-Produkt der beiden Reihen.
Man ordne die Produkte a,b,, in einer unendlichen Matrix an:
apby agb1  agbs apbs
k=0 /" aibyp aiby aiby
k=1 /" agby az2b
k=2 /" asbo
k=3

Im Cauchy-Produkt wird zuerst iiber die Schrigzeilen von links unten nach

rechts oben summiert und dann die Reihe der Schrégzeilen-Summen ge-
bildet.

Satz 4.4.28 (Cauchy-Produkt von Reihen)
Es seien (an)neny, (bm))men, Folgen in K.

1. Es seien Zn>0 an absolut konvergent, Zm>0 by konvergent:

o0 (0.0 o0
Z\an\ < 00, A::Zan, B .= me.
n=0 n=0 m=0

Dann konvergiert das Cauchy-Produkt der Reihen und es gilt
ook
S5 b = AB.
k=0 (=0

2. Wenn beide Rethen absolut konvergent sind, ist auch das Cauchy-Produkt
absolut konvergent.



20. Juni 2001

363

Beweis (Cauchy-Produkt von Reihen).
Wir setzen:

m o0

A, = ial,, A= ia,,, B, = Zb“' B := Zmu.
v=0 v=0 pn=0 n=0

o0

v=0

Fiir die Partialsummen des Cauchy-Produkt gilt:

k
Ci = Z Z axb,,—x

2=0 \=0
= agby + (a0b1 + albo) + -+ (aobk +aibp_1+ -+ akbg)
k k k
= Z a5 By—s = Z ao(B — Br—») = ApB — — Z e -
~—~—
=0 =0 —AB Z=0
N
—0 (')

Zu zeigen ist, daB Zizo QseBp—5 — 0 fiir k — oo:

Zu € > 0 gibt es ein mg € N und ein ng € N so daB

alBm| < e fiirm = my,
mo
|an|(z |ﬂ,u|> <e fiurn = ng.
n=0

Fiir £ > mg 4+ ng folgt nun:

k k
’ Z WseBl—se| = | Z ak*/tﬁu’
2=0 n=0
k

mo
I a—pBul +1 Y an—pbl
n=0

p=mo+1
k

mo
< max|a,| dMoIBd+ D) ’akfu‘;g% |Bul < 2e.

u=0 pu=mo+1

Bemerkung. Mit dem gleichen Beweisverfahren zeigt man:
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Bemerkung 4.4.29 (Cauchy-Produkt in Algebren)
Es sei V' eine normierte Algebra.

1. Fir zwei konvergente Reihen Zn>0 a, und Zn20 b, in V, von denen eine
normal konvergent ist, konvergiert das Cauchy-Produkt und es gilt

o k 9] 00
ZZakbk_l = Zan . Z b
m=0

k=0 [=0 n=0

2. Wenn beide Reihen normal konvergent sind, ist auch das Cauchy-Produkt
normal konvergent und es gilt:

© k 00 00
Do llarbi-all <D lanll- D l1bmll
n=0 m=0

k=0 =0

Beispiele 4.4.30 (Funktionalgleichung der exp-Reihe)

Im einleitenden Beispiel 4.1.1 hatten wir die Funktionalgleichung der Exponen-
tialreihe hergeleitet:

In einer vollstandig normierten Algebra V' definiert man:

expx = ‘
= n!
fir € V. Dann gilt
(expz) - (expy) =exp(z+y) firz,yeV mitzy=yz.
Der Beweis 4.1.1 verwendet die folgenden Hilfmittel

e exp-Reihe ist absolut konvergent.
e Cauchy-Produkt von Reihen 4.4.29.

e Fiir kommutierende Elemente gilt die binomische Formel.

Bemerkung (komplexe Exponentialfunktion exp z).

Fiir die komplexe Exponentialfunktion 3.4.38 gilt (vgl. die Rechnung in 4.1.2):

expz:=expx - (cosy + isiny)

00 g 0 . \p ©
B x (iy)™ z . ,
n=0 n=0 n=0
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Satz 4.4.31 (Produkt von Potenzreihen)

FE's seien Zn>0 anz™ und Zm>0 b 2™ Potenzreihen mit Konvergenzradien Ry >
0 bzw. Ry > 0 und

R = min{Rl, RQ}

Das Cauchy-Produkt Zk>0 Zfzo aibi_; 2% der beiden Potenzreihen konver-
giert fir z € K mit |z| < R und es gilt:

i an2" - i bp2" = Z (Zalbk l)
n=0 n=0 1=0

k=0

Der Konvergenzradius des Cauchy-Produktes kann auch grifier als R sein.

Korollar 4.4.32 (Produkt von Potenzreihen)

Die Aussagen des Satzes 4.4.31 tiber das Cauchy-Produkt zweier Potenzreihen
gelten, wenn zumindest eine der beiden Potenzreihen in dem Punkt z absolut
konvergiert.

Beispiele 4.4.33 (Konvergenzradius des Cauchy-Produkts)

Der Konvergenzradius des Cauchy-Produktes kann grofier sein, als Minimum
der Konvergenzradien der Faktoren:

o0 oo [e.e] o0 o0
(1—2)5 z":E z”—g Z"H:E z"—g 2" =
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1

Beweis (Produkt von Potenzreihen).

Die Formel fiir das Produkt zweier Potenzreihen ergibt sich aus den Eigenschaften
4.4.28 des Cauchy-Produkts.

Da die Reihe auf der rechten Seite fiir |z| < R konvergiert, ist ihr Konvergenzradius
mindestens R.

Beispiele 4.4.34 (divergentes Cauchy-Produkt)
n

Die Potenzreihe ), % konvergiert nach dem Kriterium 4.4.14 fiir |z| <
7 /n

1, z # 1 und divergiert fiir z = 1. Thr Konvergenzradius ist also R = 1. Das
Cauchy-Produkt ergibt:

<ZW) Z(Z\/ I+ 1)( l+1))zk'

k=0

Fiir die Koeffizienten c¢; des Cauchy-Produktes gilt:

et = (2 (52 < ()
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k
2 2k+1)
> _ .. .
Ck/lg_ok‘i‘? F T2 — 2 firk — o0

Die Reihe divergiert fiir alle z € C mit |z| = 1, da die Summanden keine
Nullfolge bilden.

Bemerkung 4.4.35 (konvergentes Cauchy-Produkt)

Es seien (an)neNgs (bn)nen, Folgen in K oder einer vollsténdig normierten Al-
gebra.

Wenn die Reihen

A= ian und B := ibn
n=0 n=0

und ihr Cauchy-Produkt
© k
S
k=0 [=0

konvergieren, dann ist der Wert des Cauchy-Produkts gleich dem Produkt der
Reihen:

C=A-B.

Beweis (konvergentes Cauchy-Produkt).
Wir bilden fiir x € (—1, 1] die Potenzreihen

f(z) = Z anz”, g(z) := Z bpz™,
n=0 n=0
[e%S) k
h(x) = Z (Zal . bk,l)mk.
k=0 1=0
Da nach Satz 4.4.31 die Cauchysche Produktformel fiir Potenzreihen gilt, folgt
f(z)-g(x) =h(z) firze(-1,1).
Aus dem Abelschen Grenzwertsatz 4.4.15 folgt nun:

A-B =lim f(@) - lim g(a) = limh(x) = C.

Beispiel (konvergentes Cauchy-Produkt).
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Wir bilden mit Hilfe des Cauchy-Produkts das Quadrat der Logarithmus-Reihe

o

Zn
log(l —2) = —— fir 2| <1, z # 1
n:On+1
k
Yo (X wrma=r )
k20 \ (+1)(k—-1+1)

Diese Reihe konvergiert nach dem Kriterium 4.4.14, da ihre Koeffizienten ¢
eine monotone Nullfolge bilden:

2k+1 1 9 k 1
C2ke+1 ;(l+1)((2k+1)—l+1) k+2;l+1_>
k 1 k+1 1

C’“_C’““_g(wn(k—zﬂ) _;(l+1)(k—l+2)

_jé 1 _%5 1 1

= (I+D)(k-1+1) U+ D)(k-1+2) k+2

=0 =1
1 1

I
] =

I+D(1+2)(k—1+1) k+2

N
Il
=)

I
M=

1 1 1
U+UU+2xk—l+1_k+1>

o~

El|
=

1 l

(+10(0+2) (k—i+DE+1)

~
[en]

1 k 1 _ 1 k 11\ _ 1
Man beachte 55 > 1o Trnyaray = =T 2iz0 <l+1 z+2) = &tz

4.4.4 Komplexe Ableitung von Potenzreihen

Ziel (Komplexe Differentiation).

Die Ergebnisse iiber reelle Potenzreihen legen nahe, nach dem Vorbild der re-
ellen Ableitung eine komplexe Ableitung einzufiihren.

Ausblick. Trotz der formalen Ahnlichkeit zur reellen Differenzierbarkeit erhilt
man fiir komplex differenzierbare Funktionen viel stérkere Resultate (siehe:
Funktionentheorie):

e Fine auf einem Gebiet einmal komplex differenzierbare Funktion f kann
um jeden Punkt des Gebietes in eine gegen f konvergente Potenzrethe
entwickelt werden.

Solche Funktionen heiflen analytische Funktionen.
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Die komplexe Differenzierbarkeit ist also eine viel stirkere Forderung als
die reelle Differenzierbarkeit.

Definition 4.4.36 (Komplexe Ableitung)

Es seien V' ein vollstindig normierter Raum, G C C offen, f : G — V eine
Abbildung und zg € G.

1. Die Abbildung f heifit im Punkte zg komplex differenzierbar, wenn der
Grenzwert des Differenzenquotienten existiert:

F2) = flz0)

z=z20 2 — 2
Der Grenzwert %f(ZQ) = f'(20) heifit die komplexe Ableitung von f im
Punkte zy.

2. f heifit komplex differenzierbar auf G, wenn es in jedem Punkt aus G komplex
differenzierbar ist.

3. Eine auf G komplex differenzierbare Abbildung F : G — V heifst eine kom-
plexe Stammfunktion von f, wenn F'(z) = f(z) fir alle z € G gilt.

Beispiele 4.4.37 (komplexe Ableitung)

1. (z") =nz""! firn € Ng und z € R.
1 / 1 l_l o
2. () = —zn " firneNund z€ C\R_.
n

Beweis. Der Beweis beruht auf der binomischen Formel und der Stetigkeit der
Potenz- bzw. Wurzelfunktion.

1. Der Beweis zu Beispiel 3.2.5 (1.) gilt genauso fiir die komplexe Ableitung der
komplexen Potenzfunktion.

2. Der Hauptzweig der n-ten Wurzel ist auf der geschlitzten komplexen Ebene
erklart (vgl. 3.4.31 und 3.3.15)

C\R_> 2 zm o= |z\%exp (Z,argz) fir n € N.

und stetig und injektiv. Der Beweis zu Beispiel 3.2.5 (2.) gilt genauso fiir die
komplexe Wurzel

Beispiel (Rez, Imz, Z nicht komplex differenzierbar)

Es gibt ganz einfache Funktionen einer komplexen Variablen, die nicht komplex
differenzierbar sind:
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1. Realteil und Imaginéirteil sind nicht komplex differenzierbar:

Rez — Rez {1 fir z := 29 + h mit h € R\ {0},

z—2 | 0 fiirz:= 2+ ih mit h € R\ {0},

2. die Konjugation z — Z ist nicht komplex differenzierbar.

3. Der Betrag z — |z| und die Argumentfunktion C\ R_ > z — argz
sind nicht komplex differenzierbar.

Dagegen ist der komplexe Logarithmus
C\R_ >z~ loglz| +iargz

komplex differenzierbar! (vgl. Beispiel 4.4.38

Beispiele 4.4.38 ( komplexe Ableitung von log z)

Der Hauptzweig des komplexen Logarithmus ist auf seinem Definitionsbereich
komplex differenzierbar und hat die komplexe Ableitung:

dlog z
dz

1
=- firzeC\R_.
z

Beweis (komplexe Ableitung von log z).
Wir betrachten zunichst die Ableitung im Punkte z = 1:
Es gilt (vgl. 4.4.22):
1 1 o -1 n—1,, n—1
(logz)._, = lim log(1 + w) — lim Z()—w

w—0 w w—0
n=1

Fiir den allgemeinen Fall, kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, daB z und
z 4+ w in derselben Halbenebe — obere oder rechte oder untere Halbebene — liegen.

Nach Feststellung 3.4.42(2.) gilt dann log % = log(z 4+ w) — log z. Es folgt

1 -1 1 log(l1+4+ % 1
(log z)' = lim og(z + w) ogz:hm_'—og( +Z):—

w—0 w w—0 z z

wlg

Beispiele 4.4.39 ( komplexe Ableitung von exp z)

Die komplexe Exponentialfunktion exp z ist auf C komplex differenzierbar und
hat die komplexe Ableitung:

dexpz
dz

=expz firzeC.
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Beweis (komplexe Ableitung von exp z).
Wir betrachten zunachst die Ableitung im Punkte z = 0:
Aus der Reihenentwicklung 4.1.2 folgt:

, . expw —exp0 =W
(exp z),—o = hm0 - = hrrb '
w—> w w— n:

=1.

Der allgemeine Fall folgt nun aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
(vgl. 3.4.39 (1.)):

exp(z +w) =expz-expw fiir z, w € C.
Hiermit folgt fiir z € C:

exp(z +w) —expz

(expz) = lim

w—0 w
. expw — exp(
= limexpz- ————— =expz.
w—0 w

Bemerkung. Die Begriffsbildung und die elementaren Rechengesetze sind fiir
die komplexe Ableitung vollig analog zum reellen Fall:

differenzierbar = stetig: 3.2.6,

Linearitét, Produkt und Quotientenregel: 3.2.7,
Differenzierbarkeit < lineare Approximierbarkeit: (3.2.9,
Kettenregel 3.2.10,

Ableitung der Umkehrfunktion 3.2.11

Die Beweise lassen leicht auf den komplexen Fall iibertragen.

Zur Vereinfachung formulieren wir die Regeln fiir Funktionen f : G — C. Sie
gelten aber allgemeiner, soweit die Verkniipfungen erklért sind, fiir Abbildun-
gen in einen normierten Raum oder eine normierte Algebra.

Feststellung 4.4.40 (Regeln fiir die komplexe Ableitung)

Es sei G C C offen. Die Funktionen f,g : G — C seien im Punkt zyp € G
komplex differenzierbar.

Dann sind auch die Funktionen
frg. fog und, falls g(z0) #0, §

an der Stelle zg komplex differenzierbar. Es gelten die Regeln:
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Linearitét:  (f + 9)'(20) = f'(20) + ¢'(20),
(A f)(20) = A f'(=0) fir A€ C .

Produktregel:  (f-g)(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-

Quotientenregel: (g)/(z()) _ f/(Zo)g(Z(j;(%)J;(zo)gl(zo)

Beweis. Vgl. den Beweis zu Satz 3.2.7.

Bemerkung (zu den Rechenregeln der Ableitung).

Die Rechenregeln fiir die komplexe Ableitung gelten allgemeiner fiir Abbildun-
gen in einen komplexen normierten Raum bzw. eine komplexe normierte Alge-
bra.

Die Linearitét der Ableitung gilt fiir Abbildungen in einen normierten Raum.

Die Produktregel gilt fiir alle beschriankten bilinearen — nicht sesquilinearen
(!) — Abbildungen b (vgl. 4.2.8):

(b(f(2),9(2)))" = b(f(2), 9(2)) + b(f(2), 9'(2)).

Die Quotientenregel gilt fiir Abbildungen in eine normierte Algebra. Wenn
die Inverse g(z) lexistiert, gilt

(97'(2) = —g9(2) " d'(2) g(2)~".

Wie im Reellen folgt nun (vg.l Beispiel 3.2.8)

Beispiele 4.4.41 (kompl. Ableitung von rat. Funkt.)

Aus den Regeln 4.4.40 folgt, dafl rationale Funktionen komplex differenzierbar
sind und die Ableitung wie {iblich berechnet werden kann.

1. Fiir die Potenzen gilt:
d
d—z” =nz"! fiirn€Zund z # 0 falls n < 0.
z

2. Polynome werden gliedweise differenziert:

d
E(ao—i—alz + a9z +azz® 4+ - + ap2")
1

= a1 + 2a92 + 3a3z® + - - + nayz2" L.
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Satz 4.4.42 (C-Abl. und Stammfnkt von Pot.Reihen)

Eine Potenzreihe f(z) = o~ cnz™ mit Konvergenzradius R > 0 ist auf ihrem
Konvergenzkreis U(0, R) komplex differenzierbar und hat eine komplexe
Stammjfunktion F'.

1. Im Konvergenzkreis stellt die formale Ableitung die Ableitung dar. Man darf
Potenzreihen gliedweise komplex differenzieren:

f'(z) = %(chz") = ch+1(n + 1)2"  fir|z| < R.
n=0 n=1

2. Im Konvergenzkreis stellt die formale Stammfunktion eine Stammfunktion F
dar. Man darf die Stammfunktion einer Potenzreihe gliedweise bilden:

[e.o] n

z
F(2)=S o= fi .
(2) Zc 1 fir|z] < R

n=1

Beweis (C-Abl. und Stammfnkt von Pot.Reihen).

1. Um die Ableitung von f im einem Punkt w zu berechnen, entwickle man die
Funktion um diesen Punkt (vgl. 4.4.25):

f(z) = me(z—w)m fir z € K, |z —w| < R — |wl.
m=0

Dann folgt

Z—w z —

@) - fw) N 1
lim ————= =1 bn(z —w)™ " =b
im ” Z%; (z —w) 1
Nach Korollar 4.4.26 hat der Koeffizient b;(w) die Potenzreihenentwicklung
Flw) = bi(w) = anga(n+ D™
n=0

Die formale Ableitung 4.4.19 (2.) ergibt die Potenzreihenentwicklung der komplexe
Ableitung f’.

2. Nach Lemma 4.4.20 (1.) hat die formale Stammfunktion von f den gleichen
Konvergenzradius R > 0. Es sei F' der Grenzwert der formalen Stammfunktion
(vgl. 4.4.19(1.))

= 2
F(z):= ZC”_IZ fir |z| < R.

n=1

Die formale Ableitung der Potenzreihe F' ergibt die urspriingliche Potenzreihe f
(vgl. 4.4.19(2.)).
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Nach (1.) ist die komplexe Ableitung F’ = f, d. h. F' ist komplexe Stammfunktion
zu f.

Beispiel (Komplexe Ableitung von Potenzreihen)

1. Fiir die Exponentialreihe 4.1.2 gilt
d o= 2" 2"
prD B i s
n=0 n=0

2. Fiir die log(1 + z)-Reihe gilt

d (-1t > 1
— ANV —1 n,n _ .
dz n : Z( )z 1+2

n=1 n=0

Beispiele 4.4.43 (Komplexe Abl. der Binomialreihe)
Fiir alle s € C konvergiert die Binomialreihe (vgl. 4.3.13):

Bs(z) := Z <S>z" fir z € C mit |z] < 1.

Fiir ihre Ableitung gilt:

d Bs(2)
dz

= SBs_l(Z).

Beweis (Komplexe Ableitung der Binomialreihe).

Gliedweises Differenzieren ergibt fiir z € C mit |z| < 1:

st(Z) N > S n—1 _ = s—1 n—1
- _;@n _s;(n_an

_ Sni) (S . 1>z" = sB,_1(z).

Beispiel (Berechnung von By(z) fiir k € Z).

1. Binomische Formel: (1 + 2)¥ = By (z) fiir k € N.

2. Die geometrische Reihe ergibt fiir |z| < 1

k=0

Differenziert man die geometrische Reihe so erhélt man:

1 +12)2 - _<1j-z)/ = —(B-1(2)" = Boa(2).




20. Juni 2001 374

3. Induktiv folgt durch weiteres Differenzieren:

=il )

= _Lk(B_k(z))/ = B_(14+1)(2)-

Bemerkung (zum Differenzenquotient)
Man kann den Differenzenquotienten in den Nullpunkt verschieben
Fon) o i 1= FC0)
220 Z — 20

— lim f(z0 +w) — f(20)
w—0 w

)

wobel w € G — 2y lduft. Nun gilt analog zu Lemma 3.2.9 :

Lemma 4.4.44 (lineare Approximation)

Es sei G C C offen. Fine Funktion f : G — C ist genau dann im Punkte zy € G
komplex differenzierbar, wenn es eine in w = 0 stetige Funktion ¢ : G — 2y — C
gibt, so dafs

f(zo+w) — f(z0) = p(w)-w firweG— z.
Dann ist f'(z0) = ¢(0).

Bemerkung. Analog zu Satz 3.2.10 folgt nun die Kettenregel fiir die komplexe
Ableitung;:

Satz 4.4.45 (Kettenregel fiir kompl. Ableitungen)

Es seien G, G C C offen und h : G 1, & £, C Funktionen. Wenn

f an der Stelle zg € G komplex differenzierbar ist,

g an der Stelle f(zp) € G komplex differenzierbar ist,

dann ist die Komposition h = go f an der Stelle zg komplex differenzierbar. Es
gilt die Kettenregel

(g0 f)(20) = g'(f(20)) - f'(20)-

Bemerkung. Zur Unterscheidung der verschiedenen Ableitungen sprechen wir
fiir eine komplexwertige Funktion f einer reellen Variablen von reeller Diffe-
renzierbarkeit. (vgl. Bezeichnung 3.4.46)

Die folgende Feststellung beweist man wie den Satz 3.2.10.
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Feststellung 4.4.46 (Kettenr. fiir kompl.—reelle Abl.)

Es seien I CR, G C C offen und h : I A, G -2 C Funktionen. Wenn

f an der Stelle tg € I reell differenzierbar ist,

g an der Stelle f(z9) € G komplex differenzierbar ist,

dann ist die Komposition h = go f an der Stelle tg reell differenzierbar. Es gilt
die Kettenregel

(go f)(to) = g'(f(to)) - f'(to).

Bemerkung. In der Funktionentheorie zeigt man eine viel schérfere Form des
komplexen Hauptsatzes der Differential und Integralrechnung. Ein ganz einfa-
ches Resultat ist:

Bemerkung 4.4.47 (komplexe Form des Hauptsatzes)
Es seien G C C offen und f : G — C stetig komplex differenzierbar.
1. Fiir eine stetig reell differenzierbare Funktion ~ : [a,b] — U(0, R) gilt

b
/ F0) A ) dt = F(() — F((a)).

2. In einen Kreisscheibe mit Mittelpunkt w kann man fiir v die Strecke von w
nach z wéhlen:

1
f(2) = f(w) + / P+ t(z —w) - (= — w) d.

Beweis (komplexe Form des Hauptsatzes).

1. Nach der Kettenregel 4.4.46 und nach Definition 3.4.46 des Integrals einer kom-
plexwertigen Funktion einer reellen Variablen gilt

b b
/ () - (8) dt = / (PO dt = F((B)) — F((D)).

2. Die Verbindungstrecke von w nach z ist das Geradenstiick

v:[0,1] 2t — w+t(z —w).
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Korollar 4.4.48 (Eindeutigkeit: kompl. Stammfnkt)

1. Auf einer offenen Kreischeibe ist eine komplex differenzierbare Funktionen f
mit komplexer Ableitung f' = 0 konstant.

2. Auf einer offenen Kreischeibe unterscheiden sich zwei komplex differenzier-
bare Funktionen mit gleicher Ableitung nur um eine Konstante.

Bemerkung. Korollar 4.4.48 gilt allgemeiner auch fiir sternférmige Gebiete.

FEin offene Menge G C C heifit sternférmiges Gebiet, wenn es einen “Mittelpunkt*
zo € G gibt, so daB fiir alle z € G die Verbindungstrecke von zg nach z ganz in

G liegt.

Beispiel: Die geschlitze komplexe Ebene C\R_ ist sternformig mit “Mittelpunkt®

20 = 1.

Beispiele 4.4.49 (Entwicklung von logz um w)
Fiir w € C\ R_ sei r := dist(w, R_) der Abstand zu negativen z-Achse.

Der Hauptzweig des komplexen Logarithmus hat um den Punkt w die Reihen-
entwicklung
1)n 1

log z = log w+ Z (z—w)"

n=1

fir z € C mit |z —w| <.

Bemerkung. Der Konvergenzradius der Potenzreihe 4.4.49 ist R := |w| > r

In dem Teil der Kreisscheibe U(w, R), der die negative z-Achse iiberragt, stellt
die Reihe einen anderen Zweig des komplexen Logarithmus dar, der sich um
+427 unterscheidet.

Beweis.

Daw e C\R_ ist, ist 0 < r :=dist(w,R_) < |w]|. Fiir |z —w| < rist
‘ﬂ’ <1 und zeU(w,r) CC\R_.
w

Also gilt

o0

PRSI B S =

w14 2% o wntl

Nach Bemerkung 4.4.47 (2.) und nach Satz 4.4.21 (1.) gilt

100(_1)n
logzzlogw+/ z—w)"t" - (z —w)dt
OZOwnH( P (e w)

t=1

=logw +

Z ( w)n%
=1

t=0
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Bemerkung. Vergleicht man die Reihenentwicklung von log z um den Punkt
w mit der log(1 + z)-Reihe 4.4.22, so folgt:

Korollar 4.4.50
Fiir z € C mit |z — w| < dist(w,R_) gilt

log - log z — logw.
w

Beweis (des Korollars 4.4.50).
Fiir z € C mit |z — w| < dist(w,R_) gilt

z—w
=] <1
w

und somit nach Beispiel 4.4.22 und Beispiel 4.4.49

z zZ—w 2 (=) —wy
log—zlog(l—i——) :Z ( ) =log z — log w.
w w n w

n=1

Bezeichnung 4.4.51 (komplexe Potenzfunktion)
Es sei c € C.

Auf der geschlitzten komplexen Ebene erklart man den Hauptzweig der kom-
plexen Potenzfunktion

z— 2°:=exp(c-logz) firze C\R_.

FPr ganzzahlige n € Z ergibt diese Definition den iiblichen Wert. Fiir n € N ist

zn = {/z.
Bemerkung. Fiir die komplexe Potenzfunktion gilt
1. Die Funktionalgleichung:

2. 22 = 272 fiir ¢, cp € Cund 2 € C\R_.

2. Die komplexe Potenzfunktion ist komplex differenzierbar:

(2¢) =cz¢! firze C\R_.
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Beispiele 4.4.52 (Entwicklung von 1 + 2)¢)

Fiir ¢ € C hat die Potenzfunktion 2¢ eine Enwicklung in eine Potenzreihe um
den Punkt 1 mit Konvergenzradius R = 1.

Die Binomische Reihe stellt die Potenzfunktion (1 + z)¢ dar:

(1+2)¢=B.(2) = Z <C> 2" fir z € Cmit |z| < 1.

n
n=0

Beweis (Entwicklung von 1+ 2)°).
Nach Beispiel 4.3.13 hat die Binomialreihe den Konvergenzradius R = 1.
Nach Beispiel 4.4.43 folgt:

(14 2)BL(z) = (1 + 2)cBe—1(2) = ¢(1 + 2) Z <c B 1)2"

Ebenso gilt:

Nach Definition 4.4.51 ist (1 + 2)¢# 0 fir z € C\ R_.
Die Ableitung des Quotienten

verschwindendet:

— Bl(2)(1+ 2)¢ = Be(z) - c(1 + z)e 1

/
g (Z) (1 + 2)20
1 (14 2)Bl(2) — ¢B.(2)
— (1 c 1( c -0
( +Z) (1 +Z)2C O
Nach Korollar 4.4.48 ist g konstant:
g(z) =g(1) =1

Also ist (1 + 2)¢ = Be(z) fir |z] < 1.
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Bezeichnung 4.4.53 (3.7 ay)

n=—oo
Manchmal fafit man zwei Reihen zu einer Reihe zusammen,deren Summations-
index von —oo bis oo lauft:

Zn>o an + Zn>1 bn = ez Cns

wobel

__J a, firn=0,1,2,3...,
“n b, firn=-1,-2,....

Fiir die Konvergenzbetrachtung handelt es sich um zwei unabhéngige Rei-

hen. Die Reihe > >° ¢, konvergiert, wenn beide Summanden > >° ¢, +
~1

e oo Cn konvergieren.

Da es fiir die Konvergenz auf endlich viele Summanden nicht ankommt, kann
man die Reihe ), ¢, auch an einer anderen Stelle in zwei Reihen zerlegen:

Z;.Lo:foo Cpn = Zfzo:no Cn + ZZO:_}OO Cn.-

Bezeichnung 4.4.54 (Laurent-Reihen)

Eine Reihe der Form

ZnGZ Cn Z"

heiflt eine Laurent-Reihe. Fiir die Konvergenzbetrachtung handelt es sich um
die Summe zweier Reihen

Zn}O c”zn + Zn}l C—nz_n'

Der zweite Summand — Hauptteil genannt — ist eine Potenzreihe, in die man
2z~ als Variable eingesetzt hat.

Hat die erste Potenzreihe den Konvergenzradius R > 0 und die Potenzreihe

n . . ._ 1
> n>1 ¢—n2" den Konvergenzradius 0 < p < 0o so sei r 1= o

Wenn r < R ist, konvergiert die Laurentreihe in dem Kreisring (lat.: annulus)

A(0,m, R) :={2]2€C, r <|z| < R}

Beispiele 4.4.55 (Entwickl. der geom. Reihe um o)

Die Funktion (1 — 2z)~! kann man in dem unendlichen Kreisring A(0, 1, 00) in
eine Laurentreihe entwickeln.

Diese Reihe entsteht, wenn man in die iibliche geometrische Reihe 2! einsetzt.
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Fiir 2] > 1 gilt:

o0

1 _ 1 1 _ —IOO —-n __ -n
n=0 n=1

Die iibliche geometrische Reihe 1712 = > 2, ist eine Entwicklung in der Ein-

heitkreisscheibe um den Enwicklungspunkt 0.

Beider Transformation z — z~! wird das Innere der Einheitskreisscheibe auf
das AuBere abgebildet und das Bild des Nullpunktes liegt im Unendlichen.
Man spricht daher bei der obigen Laurententwicklung von einer Entwicklung
um den Punkt oco.



