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5 Uneigentliche Integrale

5.1 Uneigentliche Integrale

Ziel (uneigentliche Integrale)

Zu einer Regelfunktion f : I — R auf einem Intervall I bilde man eine Stamm-
funktion F': I — R (vgl. Definition 3.1.4)

Wenn einer der Endpunkte des Intervalls nicht zu I gehort, fragt man nach dem
Grenzwert von F' in diesem Endpunkt.

Man schreibt diesen Grenzwert suggestiv als Integral:
Beispiele (uneigentliche Integrale)

/ e tdt == lim e tdt = lim (60 —e ) =1,
0

Tr—00 0 Tr—00

| | Vi

—dt := lim —dt =1lim (2 —2Vt) = 2.
0o Vit ww/x Vi ww( )

Bemerkung (uneigentliche Integral — Reihen).

Oft kann man den Grenzwert eines uneigentlichen Integrals nicht direkt ange-
ben.

Die Methoden fiir die Konvergenzuntersuchung von Reihen kann man weitge-
hend auf uneigentliche Integrale iibertragen:

Cauchy-Kriterium

positive Integranden und monotone Konvergenz

— Majorantenkriterium

absolut konvergente uneigentliche Integrale

Parameterintegrale

— gleichméflige Konvergenz

— Vertauschung von Ableitung und Integral, Doppelintegrale

Bemerkung (eigentliche — uneigentliche Integrale)

1. Welche Integrale “uneigentlich® sind, hingt von der verwendeten Integrati-
onstheorie ab. Die Integrale der zugrunde liegenden Integrationstheorie nennt
man zur Unterscheidung auch eigentliche Integrale.

Wir haben im Kapitel 3.1 das Regel-Integral eingefiihrt. In diesem Text sind
die eigentlichen Integrale also die Regel-Integrale.

2. Man teilt die uneigentlichen Integrale in absolut konvergente und nicht
absolut konvergente ein.
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Im Rahmen der wesentlich stérkeren Lebesgueschen Integrationstheorie sind
alle absolut konvergenten uneigentlichen Integrale eigentlich, aber alle nicht
absolut konvergenten uneigentlichen Integral sind auch dort uneigentlich.

Dies erklart, warum die absolut konvergenten uneigentlich Integrale viel
bessere Eigenschaften haben.

Bezeichnung 5.1.1 (uneigentliche Integrale)

Es seien [ ein nichtleeres Intervall und f : I — R eine Regelfunktion. Man
definiert das uneigentliche Integral von f iiber I in den folgenden Fillen,
sofern der angegebene Grenzwert existiert (siehe auch den weiteren Fall 5.1.5):

1. I beschriankt:

(i) I = (a,b]. Man bilde den Grenzwert

b b
/ &) de=1tim [ f(e)de

zla J,

(ii) I = [a,b). Man bilde den Grenzwert

[ rerie = [ r@as

(iii) I = (a,b). Sieche Punkt (3.)
2. I unbeschrinkt:

(i) I =[a,00) mit a € R. Man bilde den Grenzwert

r—00

| f@ds = [ see)ae
(ii) I = (—o0,b] mit b € R. Man bilde den Grenzwert

b

b
| t@aei= tim_ [ reae

T

(iii) I = (—o00,b) oder I = (a,00) oder I = (—o00,00). Siehe Punkt (3.)

3. I = (a,b) mit a, b € R:

Man wéhle ein xg € (a,b) und bilde die uneigentlichen Integrale iiber die
beiden Teilintervalle (a,zo] und [z, b).
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Wenn beide uneigentlichen Integrale iiber (a, zo] und [z¢, b) konvergieren,
setze man

[ reae=["reac [ if(f) ¢

Dies ist wohldefiniert:

Wenn die uneigentlichen Integrale iiber (a,zo] und [x¢,b) konvergieren,
konvergieren die entsprechenden Integrale fiir jeden anderen Teilpunkt
z1 € (a,b) ebenfalls und man erhilt fir das uneigentliche Integral tiber
(a,b) dasselbe Ergebnis.

(vgl. Intervalladditivitit des Integrals 3.1.1 (2.)).

Bemerkung (zur Fallunterscheidung in 5.1.1).

Man kann in der Typeinteilung 5.1.1 uneigentlicher Integrale kiirzer zusammen-
fassen zu:

e I =a,b) mit a € Rund b € R,
e I =(a,bl mit a € Rund b € R,

e I = (a,b) mit a, b € R.

Man beachte aber:

Die iiblichen e-Formulierungen der Grenzwertkriterien unterscheiden sich fiir
beschréankte und unbeschrinkte Intervalle:

Man vergleiche hierzu

o Kriterien 2.3.5 und 2.3.16 fiir lim f(z) mit a € R,

r—a

e Kriterium 2.3.14 fiir lim f(z) und das Cauchykriterium hierzu (vgl. Be-

r—00

merkung (2.) zu 2.3.16).

Bezeichnung 5.1.2 (weitere Bez. fiir uneig. Integrale) Wenn man beto-
nen will, dafl es sich um ein uneigentliches Integral handelt, sind folgende Be-
zeichnungen {iblich:

Fiir ein beschréinktes Intervall mit linkem Endpunkt ¢ und rechtem Endpunkt
b:

b b
fa)de = [ f(z)dz,
a+ la
b— T

f(x)de = f(x)dx.

a a
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Eine neutrale Bezeichnung, die nicht iiber die Lage von a und b voraussetzt, ist

—b

f(z)dz.

Bemerkung (kompaktes Intervall).

Das Integral einer Regelfunktion f iiber ein kompaktes Intervall [a,b] stimmt
mit den uneigentlichen Integralen iiber (a,b], [a,b) und (a,b) iiberein. Die Be-

zeichnung
b
/ f(z)dzx

fithrt also nicht zu Mehrdeutigkeiten.
Beispiel

Die Funktion f : [0,1] 5 2 — (1 —l’)% ist auf (0, 1) differenzierbar mit Ableitung
f': 2+ —3y/1—z. Die Funktion z — 3/1 — z ist auf [0, 1] erklirt und stetig.
Die Formel

/Olf’(x)dx: —/Olnglx

ist bei jeder Interpretation der rechten Seite richtig.

Beweis. Nach Feststellung 3.1.5 ist jede Stammfunktion einer beschrinkten Re-
gelfunktion f : I — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L := sup,¢; | f(z)|.

Nach Korollar 2.8.18 ist eine Regelfunktion auf einem kompakten Intervall be-
schrinkt. Also ist jede Stammfunktion auf ganz [a,b] erkliart und Lipschitz-
stetig.

Die Stammfunktion ist also durch ihre Werte auf einer dichten Teilmenge ein-
deutig bestimmt (vgl. 3.4.124).

Beispiel (arcsinl = 7 /2 ).
Die Funktion
arcsin : [0, 1] — [0, 7]

ist stetig und im Inneren von [0, 1] stetig differenzierbar. Die Ableitung ist aber
unbeschrankt auf (0,1). (vgl. 3.3.25 und die folgenden Beispiele).

Fiir das unbestimmte Integral der Ableitung iiber (0, 1) erhélt man also:

/1 dt _ /w dt
= lim
0o V1 —t2 zT1 Jo 1 —¢2

T

= lim {arcsint
zT1

. . T
—arcsinl — arcsin(0 = 5"
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Beispiele 5.1.3 Das uneigentliche Integral konvergiert:

> 1
/ 2dx:7r.
o 1+

Beweis. Nach Definition 3.4.20 des Arcus-Tangens und mit Beispiel 3.4.21(3.)
gilt:

T

. . z
lim 5 dr = lim arctang| = _,
z—o0 Jo +x I—00 0 2
0 0
lim 5dr = lim arctan§| =
r——oo J, 1+zx T——00 T

Bemerkung. Mit der Definition 3.4.46 kann man uneigentliche Integrale fiir
komplexwertiger Funktionen bilden.

Beispiele 5.1.4 (Laplace-Transformierte von cos, sin)
Fir w =u+iv € Cund Rew = u > 0 gilt:
& 1
/ exp(—wt)dt = — .
0 w
Zerlegt man diese Gleichung in Real- und Imaginérteil und setzt s+iw := u+1iv,

so erhélt man die Laplace-Transformierten der harmonischen Schwingunh-
gen: t — coswt und t +— sinwt:

> s
/ €_St cos wt dt = GG

0 s4 4+ w .

o w fiir s > 0 und a € R.
/ e Stsinwt dt = -5

0 st w

Beweis (Laplace-Transformierte von cos, sin).
Nach Feststellung 3.4.48 gilt fiir w = u+iv € C und u < 0:
t

lim [ exp(—(u+w)7T)dr

t—o00 0

~ lim [ ot ing)|

t—oo | u + v =0
S lim (e~ exp(—ivt) — 1) = !
U+ iv  t—oo u4iv’

Man beachte:

Fiir u > 0 ist der Grenzwert tlim e~ut = .
— 00

Der Faktor exp(—ivt)| ist beschrankt:

| exp(—ivt)| = 1.
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Beispiel (Cauchyscher Hauptwert im Fall 5.1.1 (3.)).

Im Fall 5.1.1 (3.) eines uneigentlichen Integrals iiber ein offenes Intervall ist
es wichtig, dafl die Grenzwerte an den beiden Enden unabhingig gebildet
werden.

z x
lim/ tan £ d€ = lim {— logcosé| = oo.
=15 Jo =15 0
x 0
lim tané dé = lim [ —logcosé| = —o0.
zl—% Jo -5 T
Das uneigentliche Integral iiber (-3, §) existiert nicht.

Bildet man die Grenzwerte aber symmetrisch, so erhélt man:

lim tan & dé = liTrgrl {— log cos & =0.
T 5 €T 2

2 J—x

T
—x
=0

Bei dieser Kopplung der Grenzwerte spricht man vom Cauchyschen Haupt-
wert des Integrals.

Bezeichnung 5.1.5 (Singularitit im Innern)

Fin weitere Fall, den man als ein uneigentliches Integral bezeichnet, entsteht
bei einer Singularitidt im Innern eines Intervalls.

Gegeben seien a, b, ¢ € R mit a < b < ¢ und eine Regelfunktion
fla,b)U(b,c] — R.

Sofern die uneigentlichen Integral iiber [a,b) und (b, ¢] existieren (vgl. 5.1.1),
definiert man das uneigentliche Integral

/:f(:z:) dz = /abf(x) dx + /bcf(x) dz.

Analog geht man im Fall (a,b) U (b, ¢) und bei endlich vielen Singularitéten im
Innern eines Intervalls vor.

Beispiel (Singularitit im Innern).

Fiir 0 < t < 1 konvergiert das uneigentliche Integral:

1
1 2
/ —dr = ——.
_1|.fC’t 1—1¢
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Beweis:
x 1 1—-t |§=z 1
lim —td§zlim[ €] = —),
210 J_q [€] =10 1-—¢ =1 1-—-1¢
1 1-t |€=1
1 1
lim —tdgzlim[é = —
zl0 J, f zl0 | 1—1 f=z 1—1t

Beispiel (Cauchyscher Hauptwert im Fall 5.1.5).

Im Fall 5.1.5 eines uneigentlichen Integrals mit einer Singularitdt im Innern
des Intervall ist es wichtig, daf} der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert
unabhéingig gebildet werden.

tim [ ¢ = 1i [1 5’1
11m — = 111 O = Q.
z|0 J, g z]0 & T
X 1 T
lim [ = df =lim [10 ‘ — .
lim | § = lim glél| |

Das uneigentliche Integral iiber [—1,0) U (0, 1] existiert nicht.

Bildet man die Grenzwerte aber symmetrisch, so erhélt man:

lgﬂr)l[/lz%%—l—/xl%df:lg?&(log|§]):j+log§’l):0.

=0

Bei dieser Kopplung der Grenzwerte spricht man vom Cauchyschen Haupt-
wert des Integrals.

Bemerkung 5.1.6 (Rechenregeln fiir uneigt. Integr.)

1. Linearitat: Konvergente uneigentliche Integrale kann man addieren und mit
einer Zahl multiplizieren (vgl. 3.1.16 (2.)).

2. Monotonie Uneigentliche Integrale sind monoton (vgl. 3.1.1 (2.))

3. Die Beschranktheit (vgl. 3.1.17 (1.)) macht fiir uneigentliche Integrale keinen
Sinn, da i.a. das Integrationsintervall oder der Integrand unbeschrankt ist.

Die Folgerung 3.1.17 (2.)zur Vertauschung von Integral und Grenziibergang bei
gleichméfBiger Konvergenz gilt nicht mehr:

Beispiel: Die Folge f,, : x — nQLW fir z € R, (n € N), konvergiert gleichméfig
gegen die Nullfunktion. Es ist aber (vgl. Bsp 5.1.3):

/ fo(z)de = T fiirn e N
0 2
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Bemerkung 5.1.7 (Partielle. Integration uneig. Int.)

Konvergente uneigentliche Integrale kann man partiell integrieren (vgl. Satz
3.1.34).

Gegeben seien f, g € R([a,b)) und Stammfunktionen F von f und G von g.
Dann gilt:

Das uneigentliche Integral auf linken Seite existiert genau dann, wenn der
Grenzwert, auf der rechten Seite existiert:

b
| Pos© d =im(rece

zTh

- [ rece )

Bemerkung. Statt 5.1.7 zu benutzen, ist es meist einfacher, erst partiell zu
integrieren und anschlieend den Grenzwert zu bilden.

Bemerkung. Man vergleiche das folgende Beispiel mit Beispiel 5.1.4.

Beispiele 5.1.8 (partielle Integration)
Durch partielle Integration zeigt man:

Fiir s > 0 konvergieren die uneigentlichen Integrale

& 1
/ e Stsintdt = -
0 S +1

> s
/ e Stcostdt = -
0 S +].

Durch partielle Integration folgt das eine uneigentliche Integral aus dem ande-
ren.

Beweis. Es sei s > 0. Zweimalige partielle Integration ergibt:

t . 1 ) t 1 t
/ e sintdr = —— [e_ST smT’ —|——/ e *TcosTdr (%)
0 S 0 S Jo
—_—

—0 firt— oo
t

17 _ b
- [e STCOST’ - e TsinTdr.
S 0 S 0

—0 firt— oo — —1 firt— oo

17 .
=—= [e STSH’IT‘ -
s 0

Fiir ¢ — oo folgt:

1 t 1
(1—1——2)/ e_STsianT—>—2,
S 0 S

& 1
/ e Stsintdt = 5 )
0 s + 1
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Hieraus folgt wie in (x) durch partielle Integration:

0 1
/ e Stcostdt = s - 5 )
0 S +].

Bemerkung: Uneigentliche Integrale mit stetigem Integranden f : I — R kann
man wie im Satz 3.1.47 transformieren:

Bemerkung 5.1.9 (Transformation uneigent. Integr.)

Es seien g : [a,b) — R eine Regelfunktion, g > 0, G eine Stammfunktion von g
und f: [G(a),G(b—)) — R stetig.

Wenn eines der beiden uneigentlichen Integrale auf der rechten oder linken Seite
der Gleichung

G(b—) b
/ fly) dy = / F(G(@)) - g(x) de,

G(a)

konvergiert, dann konvergiert auch das andere und es gilt die Gleichheit.

Bemerkung. Statt 5.1.9 zu benutzen, ist es meist einfacher, erst zu Substitu-
ieren und anschlieend den Grenzwert zu bilden.

Beweis (Transformation uneigentlicher Integrale).

Da g > 0, ist die Stammfunktion G streng monoton wachsend. Es existiert in R
der Grenzwert G(b—).

Fir a < x < b gilt nach Satz 3.1.47

G(z) T
/ fln)dn = / FG(E) - g(€) de.
(a) a

G

Da die Stammfunktion G stetig und streng monoton wachsend ist, konvergiert nach
Korollar 2.5.18 und Satz 2.3.29 die linke Seite

T T
1m
y1G(b—) JG(a) Ve

genau dann, wenn die rechte Seite

lim / " HG(©) - a(e) de

zTh

konvergiert und die Grenzwerte sind gleich.

Beispiel (Substitution)
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1. Mit der Substitution x :=sint, dx = costdt erhilt man:

1 1 %
——dz = dt = 7.
/1\/1—362 /72r

Durch die Substitution erhélt man sogar ein eigentliches Integral.

2. Aus Beispiel 5.1.8 folgt fiir w > 0 mit der Substitution ¢ = 7:

o0 1 [ s
/ e Stsinwt dt = —/ e W sinTdr
0 w Jo

1 1 w

(a1 T

Da die Sinus-Funktion ungerade ist, gilt die Formel auch fiir w < 0 (vgl. auch
Beispiel 5.1.4).

5.2 Konvergenzkriterien

Bemerkung. Das folgende Kriterium ist ein Spezialfall des Majorantenkrite-
riums 5.2.7:

Bemerkung 5.2.1 (beschr. Fnkt auf beschr. Interv.)

Es seien I ein beschrinktes, nicht kompaktes Intervall und f : I — R eine
beschrinkte Regelfunktion.

1. Das uneigentliche Integral iiber I konvergiert.

2. Fir I = (a,b] stimmt das uneigentliche Integral {iber [a,b) mit dem unei-
gentlichen Integral iiber (a,b) iiberein. Die Bezeichnung des Integrals

/ab f(z) da

fithrt also nicht zu Mehrdeutigkeiten.
3. Analoge Aussagen gelten fiir I = (a,b] bzw. I = (a,b).

Beweis (beschr. Funktion auf beschr. Intervall).
Nach Feststellung 3.1.5 ist jede Stammfunktion einer beschrankten Regelfunktion
f + I — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante

L :=sup|f(z)|.
zel

Man kann nun den Satz 3.4.124 iiber die Forsetzung gleichmaBig stetiger Funktio-
nen anwenden. Also existieren die Grenzwerte in den Endpunkten des Intervalls.
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Bemerkung (Cauchy-Kriterium fiir uneig. Integrale).

Bei dem Cauchykriterium fiir uneigentliche Integrale handelt es sich um eine
Umformulierung des Cauchykriteriums 2.3.16 fiir Funktionen.

Fiir eine Regelfunktion f : I — R wende man das Cauchy-Kriterium auf eine
Stammfunktion F' an und beachte:

/yf(g)df:F(y)—F(aj) fir z, y € I.

Wir formulieren das Cauchy-Kriterium fiir den rechten Endpunkt eines Inter-
valls vom Typ [a,b) bzw. [a, 00).

Eine analoge Formulierung gilt fiir den linken Endpunkt von (a, b] bzw. (—o0, b].

Satz 5.2.2 (Cauchy-Krit. fiir uneigentl. Int.)

Es seien I = [a,b) nichtleer und f : I — R eine Regelfunktion. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

b
1. Es ewistiert das uneigentliche Integral / f(x)dx.
a

2. Fallb e R: Zu e > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf$ fir alle x, y € U(b,0)
stets

[ rerde] <

gilt.

Fall b = oco: Zu e > 0 gibt es ein K mit a < K < 00, so daf$ fir alle x,
y€R mit K <x <y stets

| [ e <

gilt.

Bemerkung (Cauchy-Krit. fiir uneigentl. Int.)

Man kann in Satz 5.2.2 die Cauchy-Bedingung fiir die beiden Fille I = [a,b)
mit b € R bzw b = 0o einheitlich formulieren:

Zu e > 0 gibt es ein K mit a < K < oo, so dafl fir alle x, y € R mit
K <z <y<b stets

FEGLIEE

gilt.
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Beispiele 5.2.3

Wir zeigen spéter, dal das folgende Integral gegen 7 konvergiert:

2
0o -
Sin T
dx
0 A

Da liﬁ)l % = 1, reicht es, das Integral floo Sigx dx zu untersuchen (vgl. Bemer-
x
kung 5.2.1).
Partielle Integration ergibt:
Ysiné it = _cos¢lY (Y cozg .
PR €l Jo &

Da |cos¢| < 1, folgt fiir 1 < z < y < oc:

Y si 1 1 v 1 2
‘/ Sln§d§‘<—+—+/ Sde== 50 fiir z — oc.
« & vy Je € x

Also ist die Cauchy-Bedingung 5.2.2 (2.) erfiillt.

8

Feststellung 5.2.4 (nichtnegativer Integrand)
Es sei f : I — R eine Regelfunktion auf dem Intervall I und

F(z):= /xf(f) d¢ firzel

eine Stammfunktion, wobei xg ein beliebiger, fest gewdhlter Punkt in I ist.

Es sei f > 0. Dann sind dquivalent:

1. Das uneigentliche Integral von f iber I konvergiert in R.

2. Die Stammfunktion F ist beschrdnkt auf I.

Wenn das uneigentliche Integral von f diber I nicht in R konvergiert, dann
konvergiert es gegen oo.

Beweis (nichtnegativer Integrand).
Da der Integrand f > 0 ist, ist die Stammfunktion F' monoton wachsend.

Es seien a < b die Intervallenden von I, dann gilt:

lim F(z) = inf F(z) < F <sup F(x) = lim F(z).
zla zel zel zTb

Die Grenzwerte von F' an den Intervallenden existieren genau dann in R, wenn f
beschrankt ist.
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Bezeichnung 5.2.5 (nichtnegativer Integrand)

Es seien I ein Intervall mit Endpunkten a, b € R und f : I — R eine nichtne-
gative Regelfunktion.

1. Entsprechend der Definition 2.1.22 bezeichnen wir auch bei uneigentli-
cher Konvergenz des unbestimmten Integrals den Grenzwert mit:

b
/ f(x)dx := 0.
a
2. Im Fall eigentlicher Konvergenz schreiben wir zur Betonung;:

/abf(a?)dx < 0.

Beispiele 5.2.6 (nichtnegativer Integrand)

Es sei ¢ € R. Fiir das uneigentliche Integral von z=¢ gilt:

1
oo fu >1
/idx: 1 ur ¢ ,
1

oo fire< 1.

oo fire>1.

fir e < 1.

Feststellung 5.2.7 (Majorantenkriterium)
Es seien I = [a,b) ein nichtleeres Intervall und f, g : I — R Regelfunktionen.
Ist | f| < g und konvergiert das uneigentliche Integral

b
/ g(x)dx < oo,

dann konvergieren auch die uneigentlichen Integrale von f und |f| und es gilt

[ rwad < [1swiar< [ o

Man nennt g eine Majorante von f.
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Beweis (Majorantenkriterium).

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium.

Bezeichnung 5.2.8 (absolut konvergentes uneig. Int.)
Es seien I = [a, b) nicht leer und f : I — R eine Regelfunktion.

Das uneigentliche Integral von f {iber I heifit absolut konvergent, wenn

/ (@) de < oo.

Nach dem Majorantenkriterium 5.2.7 konvergiert in diesem Fall das uneigent-

liche Integral
b
| t@ds
a

[ 1w < [ir@ias

und es gilt

Beispiele 5.2.9 (konv. nicht abs. kon. uneigtl. Int.)
Nach Beispiel 5.2.3 konvergiert das Integral

00 .+
SN x
dz.
0 xr

Es ist aber nicht absolut konvergent.

Man kann gegen die harmonische Reihe 1.4.11 abschétzen:

N o n v
SN T Z
0 Z o1/ (v
n

1
:22;—>oo fiir n — oo.

r=1

sinx

‘dm

v

) *sinx
Also ist / ‘ ‘ dr = 0.
0 T

Satz 5.2.10 (Grenzwertkriterium)
Es seien I = [a,b) nicht leer und f, g : I — R Regelfunktionen.
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1. Wenn

< 0
9(x)

lim sup
r—b

f(z)
(

ist, dann gilt:
Wenn f; lg(z)] dx < o0, so ist auch fab |f(2)] dz < .

2. Wenn der folgende Grenzwert existiert und

f(z)

g()

0 < lim

z—b

< 00

ist, dann gilt:
f; lg(z)] dz < oo genau dann, wenn f; |f(2)] dz < 0.

Beweis (Grenzwertkriterium).

1. Es sei s = limsup @ < 00.
z—b g(l’)
Zu € > 0 gibt es ein g € [a,b), so daB
‘m < s+e firx € [xg,b).
9(x)

Nach dem Majorantenkriterium 5.2.7 folgt:

b b
/|f($)|d93<(8+5)/ lg(x)| dx < 0.

2. klar nach Teil (1.).

Beispiele 5.2.11 (Grenzwertkriterium)

21
/ dr = 00.
1 logx

Beweis. Nach Definition der Ableitung gilt

. logx . logx —1logl ,
lim = =l = = (loga)] =1

Da

2
1
/1 x_ldm:—lgrlllog(x—l):oo

ist, folgt das Resultat aus dem Grenzwertkriterium 5.2.10 (2.).
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Bemerkung. Man kann auch die Abschétzung (vgl. 3.1.29 (3.))

r—1

Sloger <x—1 firzx e (0,00).
x

und das Majorantenkriterium 5.2.7 benutzen.

Bemerkung (Reihen als uneigentliche Integrale).

Zu einer Reihe Zn>0 an bilde man die stiickweise konstante Funktion f :
(0,00) — R mit:

f(z):=a, furze[n,n+1)undn e Np.
Fiir die Stammfunktion

F. [O,oo)9x»—>/0xf(§)d£

ist F(n) gleich der Partialsumme )'_ a,.

Konvergiert das uneigentliche Integral so gilt

/Ooof(x)dx:gan.

Konvergiert die Reihe gegen ¢, so auch das uneigentliche Integral. Denn fiir
n<r<n+1ist

IFTm)—-FTnH'—’jéfow)dm‘<!an!—+0-

Bemerkung. Anders als bei konvergenten unendlichen Reihen muf} bei einem
konvergenten uneigentlichen Integral vom Typ

memwm

der Integrand fiir x — oo nicht gegen Null streben.

Beispiele 5.2.12 (Integrand geht nicht gegen Null)

Das folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren:

/ sin(x?) do = 2/ ysin(y?) dy.
1 1
Es ist

limsup |sin(z®)| = 1, limsup |y - sin(y*)| = occ.
T—00 Yy—00

Man veranschauliche die Integranden mit einer Zeichnung!
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Beweis (Integrand geht nicht gegen Null).
Man substituiere £ = /) und integriere partiell:

/W‘ 5%%-—/wg$n”d
Zsm = y 2\/ﬁ77

v v cosn
- 3 dn
$2 $2 47’]5

_cosn
2\/ﬁ

Da |cos¢] < 1, folgt fir 1 <z < y < oo

2

v 11 v
sin(€%) dé| < — + — + 5 dn
z 2z 2y z2 4n?2
1

=—-—=0 firz— oo.
T

Also ist die Cauchy-Bedingung 5.2.2 (2.) erfiillt.

Die Substituion = = y? ergibt das zweite Integral.

Bemerkung (Bild zum Integralkriterium).

Wenn der Integrand f : [0,00) — R eines uneigentlichen Integrals nichtnegativ
ist und monoton féllt, kann man das Integral gut mit einer Reihe vergleichen:

Y Bild 1: Man kann das Integral durch die Flache der
\ Rechtecke abschétzen:

[ f@) de < f(0).

Die Fldache der Rechtecke oberhalb des Graphen von f
ist monton wachsend und < f(1) — f(n+1).
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Y
A
Bild 2: Man kann die Flache der Rechtecke durch das
Integral abschétzen:
S fw) < T f (@) da,
T N s
0 1 2 3 4 n n+1

Der Vergleich der Rechteckflichen mit dem Integral ergibt insgesamt:

S FW) < ST ) de < 0 f(v)

Satz 5.2.13 (Integralkriterium)
Es sei f :[1,00) — R nichtnegativ und monoton fallend.

1. Der Vergleich der Reihe ), f(n) mit dem Integral ergibt:

ntl n+1 n
> f(V></ fyde <7 fv) firm<n.
l/:m-‘rI m vr=m

Insbesondere gilt:

;f(n)<oo & /1 f(z)dr < .

2: Die Folge der Abweichungen
dn =301 f0) = [T (o) da

ist michtnegativ, monoton wachsend und immer konvergent. Fir den Grenz-
wert gilt:

0< lim dy < f(1).

n—oo

Beweis (Integralkriterium).

1. Da f monoton fillt, gilt  f(r+1) < f(z) < f(v)
v+1

f
und folglich  f(r+1) < / f(z)de < f(v) firveN.

v
Summiert man diese Ungleichungen von v =m, ..., n so folgt

n n4+1 n
S o< [ f@d< Y s

m v=m
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2. Aus (1.) folgt die Behauptung mit:

0<dy <dn+ f(n+1)— [ fl@)do = dni,

n n+1
d, :_Zlf@)—/l @) do

n+1

<Y fW) =D fw) =f(1) = f(n+1).
v=1 v=2

Beispiele 5.2.14 (Zeta-Reihe)

Fir die Zeta-Reihe ) n™° folgen fiir s > 1 aus dem Integralkriterium die
Abschétzungen

1 1 1 1 1 s
= —dx < — < — —dxr = .
s—1 /1 s v Zns 18 /1 i . s—1

und

Bemerkung (Zeta-Funktion).

Bereits Euler hatte gesehen, dafl man die Zeta-Funktion ((s) = > >2;n~* als
konvergentes unendliches Produkt

) =TI+ 1ps (Fiir s > 1)

ausdriicken kann, wobei p alle Primzahlen durchliuft.

Beispiele 5.2.15 (Eulersche Konstante)

Wendet man das Integralkriterium 5.2.13 (1.) auf die Funktion " an, so erhélt
man eine Abschitzung, wie schnell die harmonische Reihe 1.4.11 gegen oo geht:

1

|
log(n +1) <ZE < 1+log(n) firneN.

v=1
Nach 5.2.13 (2.) konvergiert die Differenz aus den n-ten Partialsummen der har-

monischen Reihe und log(n + 1). Der Grenzwert heit Eulersche Konstante:

n

1
TLILH;OZ;—Iogn::'y%O,577...

v=1

Beachte: log(n + 1) —logn — 0.
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Bemerkung (uneigentliche Integrale als Reihen).

Fiir eine Regelfunktion f : [0,00) — R sind dquivalent:

1. Das uneigentliche Integral von f iiber [0, c0) konvergiert.

2. Fiir jede streng monotone Folge (x,,)nen, die gegen oo strebt, konvergiert
die Reihe (wobei zp = 0 gesetzt ist):

S (7 rede=m [ @y ()
n=1

Tn_1 n—=oe Jo

Ubung: Es gebe eine solche Folge (Zn)nen, so dal die Einschrénkungen f ‘ (Tn_1,Zn)
n—1,<n

alternierende Vorzeichen haben.

Beispiel fooo ST (g

xT

Man zeige: Dann ist fiir diese Folge () eine alternierende Reihe. Wenn diese
Reihe konvergiert, konvergiert das uneigentliche Integral.

5.3 Parameterabhingige Integrale

Bemerkung (Funktionenreihen — Parameterintegrale).

Die Theorie der Funktionenreihen und die Darstellung von Funktionen als spe-
zielle Funktionenreihen ist ein wichtiges Hilfmittel zur Untersuchung von Funk-
tionen.

Entsprechend der Analogie zwischen unendlichen Reihen und uneigentlichen
Integralen spielen uneigentliche Integrale, deren Integrand von einem Parameter
abhéngt, eine grofie Rolle in der Analysis.

00 .
nalogie

A 00
— n «— — ) d
¢ ;f ) ¢ /0 (o, t) da

Wir untersuchen zuvor die Abhéngigkeit von einem Parameter fiir eigentliche
Integrale.

Bemerkung: (Satz von Arzela-Osgood)

Fiir die Untersuchung von Grenzprozessen bei uneigentlichen Integralen gehen
wir von dem Grenzwertsatz 3.1.17 (2.), fiir gleichmé8ig konvergente Fol-
gen von Integranden aus. Da dieses Resultat etwas schwach ist, miissen wir
zusétzliche Voraussetzungen iiber die Stetigkeit der Integranden machen.

Schirfere Rsultate erhélt man mit dem Grenzwertsatz von Arzela-Osgood (vgl.

[7])-
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Satz (Arzela-Osgood). Es sei (fy)n eine Folge von Regelfunktionen auf [a,b],
die beschrinkt sind f, < ¢ und punktweise gegen eine Regelfunktion f kon-
vergieren Dann gilt

b

b
lim fn(a:)dx:/ f(z)dx.

—
n—oo a

Dies ist ein Spezialfall des Grenzwertsatzes von Lebesgue. Wir werden die fol-
genden Resultate spater im Rahmen der Lebesgueschen Integrationstheorie all-
gemeiner herleiten.

Satz 5.3.1 (Stetige Abhingigkeit vom Parameter)

Es seien I = [a,b] ein kompaktes Intervall, (M,d) kompakter metrischer Raum
(vgl. 8.4.93) und f: 1 x M — R stetig.

Dann ist die durch

b
<I>:tr—>/ f(z,t)dx

definierte Funktion ® : M — R gleichmdfig stetig.

Beweis (Stetige Abhingigkeit vom Parameter).

Nach Satz 3.4.118 ist die stetige Funktion f auf der kompakten Menge [a,b] x M
gleichmiBig stetig.

Folglich gibt es zu € > 0 gibt es ein § > 0, so daB

f(a,t1) — f(z,t2)| < |bf—a’ fiir t1, t2 € M und d(t1,t2) < 0.
Fir t1, t2 € M und d(t1,t2) < § folgt nun nach Regel 3.1.17:

b b
|<I>(t1)—<I>(t2)|:/f(:n,tl)d:n—/ flaty) de| < <.

Bezeichnung 5.3.2 (partielle Ableitung)

Es seien D eine Menge und J ein nichtleeres, offenes Intervall. Die Funktion
FiIXT=R, fi(at) = f(n1)

heifit im Punkte (z¢,t) € D x J partiell differenzierbar nach der Variablen
t € J, wenn der Grenzwert des folgenden Differenzenquotienten existiert:

8 3 7t - ,t
DQf(l'(),to) = a ($07t0> = tli{% f($0 i_ tfo(.%’() 0).
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Bemerkung. 1. Die partiellen Ableitung bietet eine einfachere Schreibweise fiir
die iibliche Ableitung der Funktion

f(x()v'):']—)R? f(.fﬁo,')Zt'—)f(ZU(),t),
bei der die andere Variable festgehalten wird.

2. Man benutzt die partielle Ableitung auch bei anderer Reihenfolge der Varia-
blen.

Beispiele 5.3.3 (partielle Ableitungen)

L. % sin(z? + %) = cos(z + t) - 2.

2. % sin(z - t) = cos(x - t) - x.

3. Zsin(a?) = cos(a?) -t log .

4. Mit Hilfe des Additionstheorems erhélt man
d 1

at /. sin(z? + t2) dz

d ! d (!
:—/ sinx2-cost2da:+—/ cosx? - sint? dx
dt Jo dt Jo
1 1
= —sint2‘2t/ sina:2d$+cost2~2t/ cos 2 dx
0 0

1 t g
= / cos(z? +t?) - 2t dx = / — sin(2? + t?) dz.

Wir werden sehen, das dieses Ergebnis allgemeiner gilt.

Lemma 5.3.4 (gleichmifig partiell differenzierbar)

Es seien I = [a,b] ein kompaktes Intervall und J ein nichtleeres offenes Inter-
vall. Die Funktion

f:IxJ—R, fi(z,t)— f(x,t)

sei auf I x J partiell nach der Variablen t differenzierbar und die partielle
Ableitung

0
or IxJ—R
ot
sei stetig. Dann konvergieren die Differenzenquotienten
fz,t) — f(=, o)
t—to

gleichmdjfig fir x € I gegen die partielle Ableitung %f(m,to).

Bezeichnung. Man sagt in diesem Fall, die Funktion f ist im Punkte ¢
gleichmiflig partiell differenzierbar.
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Beweis (gleichmilig partiell differenzierbar).
Zu ty € J wahle ein kompaktes Intervall [¢,d], so daB tg € (¢,d) C [¢,d] C J ist.

% ist auf der kompakten Menge I X [c, d] gleichm&Big stetig (vgl. 3.4.118):

Zu e > 0 gibt es ein § > 0, so daB U(tp,d) C [c,d] ist und fiir alle € I und
T E U(to,(s)

(x,7) — 8—f(:c,to)

<e€
ot

of
ot

ist. Aus dem Mittelwertsatz folgt: Es gibt zu x € I und t € U(t,d) ein 7, zwischen
t und tg, so daB:

flz,t) = f(z,t0)  Of
t—to ~ ¢ (@ t)

—(z, 1) — = (x,t)| < e.

ot ot

_‘8f of

Satz 5.3.5 (Vertauschung von Integral u. Ableitung)

FEs seien I = [a,b] ein kompaktes Intervall und J ein nichtleeres offenes Inter-
vall. Die Funktion

f:IxJ—R, fi(z,t)— f(x,t)

sei stetig, partiell nach der Variablen t differenzierbar und die partielle Ab-
leitung

of
E.IXJ—MR

sei stetig. Dann ist die Funktion
b
®:J—R, <I>:tr—>/f(:c,t)dm
a

stetig differenzierbar und es gilt:

b b
@’(t):%/ f(:):,t)dx:/ %f(x,t)dm.

Beweis (Vertauschung von Integral u. Ableitung).

Nach Lemma 5.3.4 ist f gleichmiBig auf I nach der Variablen ¢ partiell differen-
zierbar.

Fiir eine Folge (t,)nen in J, die gegen to konvergiert, konvergieren die Differen-

zenquotienten

f(z,tn) — f(x,t0)
t, —to

0
- &f(xat())
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gleichmaBig fiir © € I gegen die partielle Ableitung.
Nach der Grenzwertregel 3.1.17 (2.) folgt nun

_ b -
lim w — lim / f(x,tz) f(z,to) i
e n = b0 a n -

n—oo to

b
0
. af(xat()) dx.

Also ist @ differenzierbar.

Beispiele 5.3.6 (Vertausch. von Integral u. Ableit.)
Die Funktion f : [0,1] x [0, 00) mit

0 fir x =0,

flx,t) = % fir0<z<l,
t fir x = 1.

ist stetig (vgl. 3.2.21) und hat die stetige partielle Ableitung

5 (z.t) = 2'fiir (z,t) € [0,1] x (0, 00).

Also ist ®(t) := fol f(z,t) dz stetig auf [0, 00), stetig differenzierbar auf (0, co)
und es gilt

/ Lo L
o' (t) —flz,t)de = | 2"dx =
o Ot 0

® ist eine Stammfunktion. Da ®(0) = 0 ist folgt

1
14+¢°

B(t) = log(1 +t).

Bezeichnung 5.3.7 (Doppelintegral)
Es seien I = [a,b], J = [¢, d] kompakte Intervalle. Die Funktion

f:IxJ—R, fi(x,t)— f(z,t)

sei stetig. Das Integral der stetigen Funktion (vgl. Satz 5.3.1)

b
(I):t|—>/ f(z,t)dx

bezeichnet man als Doppelintegral:

/Cd/abf(m,t)dxdt = /qu>(t)dt.
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Bemerkung. Das innere Integralzeichen f: und das zugehorige Differential dx
wie ein Klammerpaar:

/Cd/abf(x,t)dxdt: /Cd</abf(z,t)dx> dt.

Satz 5.3.8 (Vertausch. der Integrationsreihenfolge)
Es seien I = [a,b], J = [c¢,d] kompakte Intervalle. Die Funktion

f:IxJ—R, fi(z,t)— f(x,t)

set stetig. Fir die Integral der stetigen Funktionen

b d
<I>:tb—>/f(:v,t)dx und \I/:x»—>/ f(x,t)dt

gilt

Die Reihenfolge der Integration kann bei Doppelintegralen mit stetigem Inte-
granden vertauscht werden:

/cd/abf(:v,t)dxdt:/ab/cdf(x,t)dtdx.

Beweis (Vertausch. der Integrationsreihenfolge).

Wir betrachten auf [c, d] die beiden stetigen Funktionen

Sie haben den gleichen Anfangswert g(c) = h(c) = 0.

Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ist

b
g'(t)zCID(t):/ Flot)dz firt € (c,d).

Nach Satz 5.3.5 vertauscht die Differentiation mit der Integration und man erhilt

fir t € (c,d)
h’(t):/ab(% /th(m,r) dr) da::/abf(x,t) da.

Also ist g = h.




6. Juli 2001 406

Bemerkung 5.3.9 (anderer Beweis fiir Satz 5.3.8)

Wir gegen noch einen anderen Beweis fiir die Vertauschung der Integrationsrei-
henfolge 5.3.8.

Dieser Beweis beruht darauf, dafl fiir Treppenfunktionen, deren Stufen ach-
senparalle Rechtecke sind, das Doppelintegral iiber zwei Intervalle I und J
als eine Doppelsumme berechnet wird. In dieser Doppelsumme kann man die
Summationsreihenfolge vertauschen.

Anschaulich ergibt das Doppelintegral fiir eine solche nichtnegative Treppen-
funktion f das Volumen des Korpers, der nach unten durch das Rechteck I x J
und nach oben durch den Graphen von f begrenzt wird. Dieser Kérper besteht
aus endlich vielen achsenparallelen Quadern.

Fiir den allgemeinen Fall approximiere man eine stetige Funktion f durch solche
Treppenfunktionen.

Approximation durch Treppenfunktionen:

Fiir m, n € N teile man das Intervall [a,b] und das Intervall [c,d] in jeweils n
gleiche Teile. Die Teilpunkte sind

x,(gn)::a—{—%(b—a) fuir k=0,1,...,n
tl(n)::ch%(dfc) fir{ =0,1,...,n

Man approximiere f durch die Treppenfunktionen

foet) f(a,c) firr =aund t = ¢,
n\T, = n n .. n n n n
f(acfC ),tl( )) fir z € (xé )1,x,(€ )] te (tl(i)l,tl( )].

Da f auf der kompakten Menge [a, b] X [c, d] gleichmifig stetig ist, konvergieren
die f, gleichméBig auf [a,b] x [c,d] gegen f (vgl. den Beweis zu Satz 3.1.24):

Tim [ fo — fllsup = 0.

Doppelintegral der Treppenfunktionen:
Fiir diese Treppenfunktionen gilt (x)

/ab /Cdfn(a:,t) dt dx

_Zfok ’ (n) n)_t(n))( I(c)_xl(cn)l)

k=11=1

= 305 o )

=1 k=1

:/Cd/abfn(x,t)dxdt.
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Da die Treppenfunktionen fn gleichméfBig gegen f konvergieren, folgt aus dem
Grenzwertsatz 3.1.17 (2.):

//f:z:tdtda::/ hm/fna:tdtd:l:
= lim//fn(aj,t)dtda:

(nach (+)) = lim / ‘ / () dudt

n—oo

= ... (analoge Umformung)

//fxtd:ndt

Ubung: Man leite den Satz 5.3.5 iiber die Vertauschung von Integral und Ab-
leitung aus dem Satz 5.3.8 iiber die Vertauschung der Integrationsreihenfolge
her.

Bezeichnung 5.3.10 (Glm. konv. uneigent. Integrale)

Es seien I = [a, b) ein Intervall und M eine Menge. Wir betrachten eine Funktion
FiIxM—R f:(t)e f),

mit der Eigenschaft, daf fiir jedes feste ¢ € M die Funktion f(-,¢) : I — R eine
Regelfunktion ist.

f heilit gleichméfBlig uneigentlich integrierbar, wenn fiir t € M die unei-
gentlichen Integrale ff f(x,t) dx existieren und gleichmifig konvergieren
(vgl. Definition 2.8.5):

Zu e >0 gibt es ein xg € [a,b), so daf$ fir alle t € M und x € [zg,D)

<e€

gilt.

Bemerkung. Fiir gleichméflige Konvergenz gibt es das Cauchy-kriterium 2.8.11,
das wir fiir uneigentliche Integrale nochmal formulieren:

Bemerkung 5.3.11 (Cauchy-Krit. fiir glm. Konvergenz) Es seien I =
[a,b) ein Intervall, M eine Menge und

FrIxM =R f:(et)— f(z1),

so daf fiir jedes t € M die Funktion f(-,t) : I — R eine Regelfunktion ist. Dann
sind dquivalent:



6. Juli 2001 408

1. f ist gleichmdf3ig uneigentliche integrierbar.

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein xg € |a,b), so daff fir alle t € M und z,
y € [xo,b) stets gilt:

/: F(€,1) dg( <e.

Feststellung 5.3.12 (Stetigkeit v. uneig. Param.-Int.)

Es seien I = |a,b) ein Intervall , M kompakter metrischer Raum und f :
I x M — R stetig.

Wenn f gleichmdflig uneigentlich integrierbar ist, dann ist die durch

b
<I):t|—>/ f(z,t)dx

definierte Funktion ® : M — R stetig.

Beweis (Stetigkeit von uneig. Param.-Int.).

Nach Voraussetzung sind die uneigentlichen Integrale
b
/ f(z,t)dx
a

Es sei (xy,), eine monoton wachsende Folge in [a,b) die gegen b konvergiert. Nach
Satz 5.3.1 sind die Funktionen

<I>n:tH/nf(€,t)d£

gleichmaBig konvergent.

stetig. Da die ®,, gleichmiBig gegen

@:tH/bf(x,t)dx

konvergieren, ist die Grenzfunktion ® nach Satz 2.8.6 stetig.

Beispiele 5.3.13 (glm. uneigentlich integrierbar)
Die Funktion

Fi(mt) et sin x

- fiir (x,t) € (0,00) x [0, 00)

ist gleichméafBig uneigentlich integrierbar. Also ist
00 :
[0,00) 2t — / et 2T gy

0

x
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stetig (siehe auch Beispiel 5.3.23).

Da das uneigentliche Integral fiir ¢ = 0 nicht absolut konvergent ist (vgl. Beispiel
5.2.9), gibt es keine gleichméfige Majorante fiir ¢ € [0, 00).

. * _gsinz . . .
Beweis ( / e ""—— dz ist gleichmiflig konvergent).
0 i

Fiir z, y € (1,00) mit x < y und ¢ € [0, 00) gilt

Y _ec08E
—/x (&t+1)e 5t7d§.
Da d%(ft + 1)e= &t = —&t2e¢ < 0 ist, ist die Funktion fiir & € [0,00) monoton
fallend. Also ist fiir ¢ € [0, 00) und £ € [0, 00)

T

0< (&t+1)e ¥ < 1.
Man erhilt die gleichmiBige Abschitzung:

Vet 11 vd¢ 2
/e—sin§d§‘§—+—+ _§:__>() fiir z — oo.
z € oy Jo &z

Bemerkung (Majorante).
Die gleichméBige Integrierbarkeit ist im allgemeinen schwierig nachzuweisen.

Fiir absolut integrierbare Funktionen bietet das Majorantenkriterium 5.2.7 eine
giangige Methode, die gleichméfiige Konvergenz von uneigentlichen Integralen
Zu zeigen.

Dazu schétzt man eine Familie von Funktionen
{f(t) |t e M}
mit einer geeignet gewéahlten, uneigentlich integrierbaren Funktion g ab:
lf(,t) <g furte M.

Diese Majorante g kontrolliert dann, wie die uneigentlichen Integrale von
|f(-, )] konvergieren.

Lemma 5.3.14 (gleichmiflige Majorante)

Es seien M eine Menge und

Filab)x MR f:(et)— flab),
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eine Funktion, so daf8 fiir jedes feste t € M die Funktion f(-,t) : [a,b) — R
eine Regelfunktion ist.

Es gebe eine nichinegative Regelfunktion g : [a,b) — R, fiir die das uneigentliche
Integral tber a,b) konvergiert:

b
/ g(x)dr < 0o
und die eine Majorante von f ist:
|f(z, )| < g(x)  fir (z,t) € a,b) x M.

Dann ist das uneigentliche Integral f; f(z,t)dx absolut und gleichmdfig kon-
vergent. f und |f| sind dber [a,b) gleichmdflig uneigentlich integrierbar.

Beweis (gleichméflige Majorante).

Da fabg(a:)da: < oo ist, gibt es zu € > 0 ein g € [a,b), so daB

/bg(:n) dr < e.

zo

Fiir alle t € M und z, y € [x9,b) mit x < y folgt dann

"enae < [Morac < [ gterae <<
[ renae]< [Coodes |

0

Also ist f gleichmaBig uneigentlich integrierbar.

Nach dem Majorantenkriterium 5.2.7 ist das Integral fab f(x,t) dx absolut konver-
gent und wie oben folgt, daB auch |f| gleichmaBig uneigentlich integrierbar ist.

Beispiele 5.3.15 (lokal gleichmiflige Majorante)
Die Funktion

g:(z,t) — e *sing fiir (x,t) € (0,00) x (0, 00)

ist nach Lemma 5.3.14 lokal gleichméBig uneigentlich integrierbar.

Auf dem Intervall [to, 00) kann man abschétzen:

/OOO g(z,t)dz

> 1
g/ e M dr = — < oo.
0 to
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Satz 5.3.16 (Stetigk. abs. konv. uneig. Param.-Int.)

Es seien I = [a,b) ein Intervall , M kompakter metrischer Raum und f :
I x M — R stetig.

FEs gebe eine nichtnegative Regelfunktion g : [a,b) — R, fiir die das uneigentliche
Integral tiber [a,b) konvergiert:

b
/ g(x)dzr < 0o
und die eine Majorante von f ist:
|f(z,8)| < g(x)  fir (z,t) € a,b) x M.

Dann ist fir alle t € M das uneigentliche Integral von f dber [a,b) absolut
und gleichmdfSig konvergent. Die durch

(I):t|—>/bf(;c,t)dx

definierte Funktion ® : M — R st stetig.

Beweis (Stetigkeit von uneig. Parameterint.).

Nach Lemma 5.3.14 sind f und |f| gleichmaBig uneigentlich integrierbar. Nach
Feststellung 5.3.12 ist die durch

b
(ID:tr—>/ f(z,t)dx

definierte Funktion ® : M — R stetig.

Bemerkung (zum Beweis von Satz 5.3.16).

Wir fiithren den Stetigkeitsbeweis nochmal direkt aus, um den Gebrauch der
Majorante zu demonstrieren.

Zu € > 0 gibt es ein xg € [a,b), so dafl f;o g(x)dx < e.

Nach Satz 5.3.1ist M >t — faxo f(z,t) dx gleichméfBig stetig. Es gibt ein § > 0,
so daB fiir t1, to € M mit d(t1,t2) < 0 stets

/;O f(z,ty) dx — /jo f(z,t2) dzx

< E.

Also ist
b b
‘/ f(x,tl)dx—/ f(z, ta) dz
/xo flz,t1)de — /wo flz, ta) dx

<

b
+ <€+2/ g(x)dr < 3e.
€T

0

b b
/f(:v,tl)dw—/ f(z, ta) dx
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Feststellung 5.3.17 (Folgen uneigentlicher Integrale)

Es sei fy, : [a,b) — R, (n € N), eine Folge von Regelfunktionen, die gleichmdf3ig
uneigentlich integrierbar iber [a,b) sind.

Die Folge (fn)n konvergiere lokal gleichmdf3ig gegen eine Grenzfunktion f :
[a,b) — R.

Dann ist f uneigentlich integrierbar iber [a,b) und es gilt

b b
/f(a:)da:: lim fn(x) d.

Beweis (Folgen uneigentlicher Integrale).

Da die (f,)n gleichmaBig uneigentlich integrierbar sind, gibt es zu € > 0 ein z¢ €
[a,b), so daB

/y fn(8) d{‘ <e firz, ye [ro,b).

Da die (f5,)n auf jedem kompakten Intervall gleichmaBig gegen f konvergieren, gilt

) Yy
/ f(f)d£'=7}Lr{30 / fn(f)dﬁ‘és fir 2, y € [0, b).

Also ist f uneigentlich integrierbar.

Da die f,, auf dem kompakten Intervall [a,b] gleichmiBig gegen f konvergieren,
gibt es ein ng € N, so daB fiir n € N mit n > nyg gilt:

[ reae- 7 s ds’ <

Insgesamt: Zu € > 0 gibt es ein 2 € [a,b) und ein ng € N, so daB fiir x € [x0,b)
und n > ng stets

Lyfn(ﬁ)df‘ <s
/:Of(ﬁ) ds—/:O £a(©) dgj <e

Yy
[ @ dé‘ <e

Wir erhalten nun fiir n € N mit n > ng die Abschatzung:

/abf(@ dé - /: fa(€) dﬁ‘

/I:f@s) df‘ ; /b fa(©) d&]

/ e de - / G dé‘ +
13

<
< 3e.
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Also ist

b b
/ f(x)de = lim [ f(z)da.

—
n—oo a

Bemerkung. Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung 3.2.22 gilt
auch fiir uneigentlich integrierbare Funktionen:

Bemerkung 5.3.18 (Hauptsatz d. Int.- Diff.-Rechn.)
Es seien ¢ € R und f : (¢,d) — R stetig. Dann sind dquivalent:

1. Es gibt ein tg € (c.d), so dal f uneigentlich integrierbar ist iiber (c, to].
2. f ist uneigentlich integrierbar iiber (c,t| fiir t € (¢, d).

3. Es gibt eine stetige Funktion F' : [¢,d) — R, die auf dem offenen
Intervall (¢, d) differenzierbar ist mit Ableitung F’ = f.

Dann gilt fiir ¢ € [c,d)
t

F(t)=F(c) + 1 f(r)dr.

Beweis. Offensichtlich ist

Nach dem Hauptsatz 3.2.22 gilt fiir s, t € (¢,d) mit s < ¢:

F(t) = F(s) —I—/ f(r)dr.

Da F im Anfangspunkt c stetig ist, existiert das uneigentliche Integral

sle

Es sei s, t € (¢,d) mit s < t. Die Funktion

<1>:[c,d)atH/ctf(T)dT:/:f(T)dT+/:f(T)dT

lim / f(r)dr = F(t) — F(c).

ist stetig auf [c,d). Nach dem Hauptsatz 3.2.22 gilt ®'(t) = f(¢).

Bemerkung (Folgen differenzierbarer Fnktn.)

In dem Grenzwertsatz 3.2.24 fiir Folgen (f,), differenzierbarer Funktionen
wird vorausgesetzt, dal die Ableitungen f; auf einem offenen Interfall lokal
gleichméBig konvergieren, und dafl die Funktionswerte f,(¢9) in einem inneren
Punkt ¢y des Intervalls konvergieren.
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Der Beweis ergibt sich aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrech-
nung 3.2.22 und dem Grenzwertsatz 3.1.17 (2.) fiir eigentliche Integrale

Betrachten wir stattdessen die Werte f,(c) in einem Endpunkt ¢ des Intervalls,
so wird die Stammfunktion durch ein uneigentliche Integrale ausgedriickt.

Kombinieren wir in gleicher Weise die Bemerkung 5.3.18) zum Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechung mit dem Grenzwertsatz 5.3.17, so erhalten wir
das folgende Resultat:

Feststellung 5.3.19 (Folgen differenzierbarer Fnktn.)
FEs seien [c,d) C R und ty € (¢, d)

Es sei fn @ [c,d) — R, (n € N) eine Folge stetiger Funktionen mit stetigen
Ableitungen f] : (¢,d) — R.

(i) Die Familie (f),), sei gleichmdfig uneigentlich integrierbar iber (c,to).

(ii) Die Folge (f}), konvergiert lokal gleichmifig gegen eine Grenzfunktion
g:(c,d) —R.

(iii) Die Zahlenfolge (fn(c))n konvergiert gegen ein yo € R.

Dann konvergiert die Folge (fy,)n lokal gleichmdfig gegen eine Grenzfunktion f :
[c,d) — R. Diese ist stetig auf [c,d) und differenzierbar auf (c,d) mit Ableitung
f'=g. Es gilt

f(t) =vo+ /tg(ac,T) dr.

Beweis (Folgen differenzierbarer Fnktn.).

Da f auf [c,d) stetig und auf (c,d) stetig differenzierbar ist, folgt aus dem der
Bemerkung 5.3.18

fa(t) = fulc) —|—/ fr(r)dr.

Da die Familie (f),, nach Voraussetzung gleichmaBig uneigentlich integrierbar ist,
existiert nach Feststellung 5.3.17 fiir ¢ € [c, d) der Grenzwert

t
£(0)i= tim foft) = lim (©) + T [ () dr

t
= Yo +/ g(r)dr.

Die Konvergenz ist offensichtlich lokal gleichmaBig auf [¢, d).

Da g stetig und uneigentlich integrierbar ist, ist die Grenzfunktion f stetig auf [c, d)
und hat auf (¢, d) die Ableitung ' = g.

Bemerkung. Aus dem Majorantenkriterium 5.2.7 folgt sofoert das Majoraten-
kriterium fiir uneigentliche Parameter-Integrale:



6. Juli 2001 415

Bemerkung 5.3.20 (Majorantenkrit. Param.-Int.)

Es seien I = [a, b) ein Intervall , M eine Menge und f, g : I x M — R fiir jedes
feste t € M Regelfunktionen.

Wenn g eine Majorante von f ist:
F@,t)] < gla) i (2,¢) € [a,b) x M.

und wenn das uneigentliche Integral

b
/ g(z,t)dx < 0o

gleichméBig konvergiert, dann ist das uneigentliche Integral von f iiber [a,b)
absolut und gleichm#ig konvergent.

Feststellung 5.3.21 (Ableitung uneig. Parameterint.)

Die Funktion f : [a,b) X [c,d] — R, f : (z,t) — f(x,t) sei stetig und auf
[a,b) X (¢,d) nach t partiell differenzierbar.

Die partielle Ableitung % : [a,b) x (¢,d) — R sei stetig. Das uneigentliche
Integral

b
U: (e, d) 9tr—>/ g—{(x,t)dm

sei gleichmapig konvergent. Wenn die uneigentlichne Integrale

/abf(x, ¢)dz und /Cto W(r)dr

fir ein ty € (c,d) konvergieren, dann ist f dber [a,b) lokal gleichmdfig unei-
gentlich integrierbar. Das uneigentliche Integral ist differenzierbar und es gilt

b b
%/a f(z,t)de = %f(x,t)da;.

a

Beweis (Ableitung uneig. Parameterint.).

Fiir eine monoton wachsende Folge (by,),, in [a,b) mit b, — b bilde man die stetig
differenzierbaren Funktionen (vgl. Satz 5.3.5):

bn, bn 9§
Oult)i= [ fletyde, W)= [ o ft)do

fir t € (c,d). Nach Voraussetzung konvergieren die ®/ gleichmaBig gegen die
stetige Funktion W(t) := [ 2 f(z,t) da.

a

U ist nach Vor. uneigentlich integrierbar iiber Intervall (c, o).
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Da die @/, gleichmaBig gegen W konvergieren, ist die Familie (®/,),, iiber das be-

schrankte Intervall (¢, to] gleichmaBig uneigentlich integrierbar .

n

Nach Vorausetzung konvergiert die Folge (®,(c))y.

Nach Feststellung 5.3.19 konvergieren die ®,, auf [c,d) lokal gleichmiBig gegen
eine Grenzfunktion ® und es gilt &' = U.

Dies gilt fiir jede monotone Folge (by,), mit b, — b.

Satz 5.3.22 (Ableitung uneig. Parameterint.)

Die Funktion f : [a,b) x J — R, [ : (z,t) — f(z,t), sei stetig und nach
der zweiten Variablen t partiell differenzierbar. Die partielle Ableitung % :
[a,b] X (¢,d) — R sei stetig.

FEs gebe eine nichtnegative Regelfunktion g : [a,b) — R, fiir die das uneigentliche
Integral iiber [a,b) konvergiert:

ffg(a:)dm < 00

und die eine Majorante von % ist:

%(x,t)‘ <gl(x) fir (a.t) € [a,b) x (¢, d).

Wenn fiir ein ty € [c,d] das uneigentliche Integral fab f(x, to) dz konvergiert,
dann ist f lokal gleichmafig integrierbar und differenzierbar. Es gilt

d [* o)
a/a f(a/:,t)dx:/a af(az,t)dx.

Beweis (Ableitung uneig. Parameterint.).

Es sei (by)n eine beliebige monoton wachsende Folge in [a,b), die gegen b konver-
giert. Man bilde die Funktionen
bn
D, (1) := f(z,t) de.

a

Nach Nach Satz 5.3.5 sind die Ableitungen

bn b
/ o v ..
! (t) = atf(x,t) dx fiirt € (c,d)

a
stetig, gleichmaBig beschrankt und konvergieren nach Voraussetzung gleichmaBig
gegen

b o
() := — t) dx.

0= [ Gfnds
Fiir ein tp € [c,d) existiert lim,, o Pn(to). Nach Satz 3.2.24 bzw. Feststellung
5.3.19 konvergieren die Stammfunktionen ®,, lokal gleichmaBig gegen eine Grenz-
funktion ® und es gilt &’ = V.
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Beispiele 5.3.23 ( [;° e **822 dg = Z — arctant )

2
Es seien (vgl. Beispiel 5.3.13):

flz,t) = e*zt%, O(t) := / et 2 g fir ¢ € [0, 00).
T 0 T
Die Partielle Ableitung % f(z,t) = —e *'sinx ist nach Beispiel 5.3.15 lokal

gleichméfBig uneigentlich integrierbar.

Nach Satz 5.3.22 existiert die Ableitung (vgl. Beispiel 5.1.8):
o 1
d'(t) = —/0 e sing dr = T2 fiir ¢t € (0,00) .

Nach Beispiel 5.3.13 ist @ stetig auf [0, 00 und folglich gilt:

dt

o= ®(0) — arctant fiir ¢t € [0, 00).

B(1) = 0(0) - /0

Aus tlim ®(t) = 0 folgt ¢(0) = tlirn arctant = /2.

Bezeichnung 5.3.24 (Gamma-Funktion)

Man definiert die Gamma-Funktionauf der rechten Halbebene {z | z € C, Rez >
0} durch das uneigentliche Integral

oo
F:z»—>/ e L dt fiir 2 ;= Rez > 0.
0

Bemerkung: Das Integral ist lokal gleichmiilig konvergent: (beachte: [t*~!| =
t==1):

1 . 1 1 1 71 1
/e‘tz}dtg/tx dt:—‘ = - < oo fiir Rez > 0.
0 0 Z 10 xr

Ootk 2

o e 2o 7 (n+2)!

folgt fiir 0 < Rez < neN

> —t|rz—1 < dt
e dt < (n+ 1) t—2:(n—|—1)!<oo.
1 1

Satz 5.3.25 (Funktionalgleichung der Gamma-Fnkt.)

1. Die Gamma-Funktion T : (0,00) — R™ ist stetig und unendlich oft differen-
zierbar. Es gilt

k) (z) = / (logt)ket* 1 dt  fiir € (0,00).
0
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2. Die Gammafunktion erfillt sie Funktionalgleichung
I'(z+1) =2I'(2) fir Rez>0.
3. Fir natirliche Zahlen n € N gilt

I'(n) =(n—1)\

Beweis (Funktionalgleichung der Gamma-Funktion).

1. Da die uneigentlichen Integrale

1 00
0< / [logt|™ et t*Ldt < / yree V@ VeV dy < oo,
0~~~ 7 0

==y ge
o0 o0
/ (logt)”e—ttw—ldtg/ the " dt < oo
~—
1 et 1

absolut und lokal gleichmaBig konvergieren, folgt die Behauptung iliber die Ablei-
tungen aus Satz 5.3.21.

2. Man integriere partiell. Fiir t € (0, 00) erhalt man (vgl. 5.1.7):

o
MNz+1)= / eI = —e H"
0

=0

00 o0
o —I—x/ e 't dt = oD (x).
0

t=

3. Esist I'(1) = 1. Induktiv folgt nun aus (2.)

'n+1)=nl'(n)=n-(n—1) =nl.

Bemerkung. 1. Die Funktionalgleichung I'(z) = 2I'(z — 1) benutzt man, um
die Gamma-Funktion auch fiir z € C\ {0, —1,—2,...} zu erkliren.

2. Die Gammafunktion ergédnzt die Fakultéit zu einer analytischen Funktion auf
C\{0,—-1,-2,...} (GAuss 1812).

3. Die Gamma-Funktion ist durch die Funktionalgleichung nicht eindeutig be-
stimmt. Wenn f eine periodische Funktion mit einer Periode 1 ist, so erfiillt das
Produkt fT' ebenfalls die Funktionalgleichung.

4. Die Gamma-Funktion hat noch viele weitere Eigenschaften, z.B.

Fz)r'1-=2) =

fir z € C\ Z.

sinmz

und (Gauf} 1812)

nin?
T'(z) = 1i fii C\{0,—-1,-2,...}.
(2) nggoz(z—f—l)...(z-i—n) ir 2 € CA{0,—1,-2,...}
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Beispiele 5.3.26 (I'(3) = /)

Ein hiufig benutzter Zusammenhang ist:

M) = [ ey

—0o0

Beweis (T'(3) = /7).

Mit der Substitution s = y? erhilt man

1 &0 -1 o
I'(2) :/ etz dt :/ eV y2ydy
2 0 0
o0 2
= 2/ e Vdy=+/r
0
Das letztere Integral berechnen wir im folgenden Beispiel 5.3.27

Beispiele 5.3.27 ( [*°_e™¥" dy = /)

Das Integral ffooo eV’ dy und die zugehorige Normalverteilung spielen in der
Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige Rolle.

. a2
Beweis ( [%_ e ™V dy = /7).
Man schreibe den Integranden als Stammfunktion der Ableitung nach dem Para-
meter ¢ und vertausche die Integrationsreihenfolge:

—(1422)2
/1£M:/1 : _/t 70 dr ) da
0 1+$2 0 1—1—3}'2
= / 26_7/ T2 d(ra) dr
—/ 2e 7 </ e Y dy)dT

0 0

t ) 2
—</ e’ dT) :

0

Da die linke Seite fiir t — oo gegen Null konvergiert, folgt

0

PR S

Feststellung 5.3.28 (Stammfnkt. uneig. Param.-Int.)
Die Funktion

fila,b) xe,d =R, f:(x,t)— f(z,t)
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set stetig und das uneigentliche Integral
b—
O:lc,d>t— f(z,t)dx
a

sei gleichmdjig konvergent. ® ist also stetig.

b—
Dann konvergiert das uneigentliche Integml/ / f(z,t) dt dx und es gilt:
a (&

/cd ab f(x,t)d:cdt:/: /cdf(:c,t)dtdx.

Beweis (Stammfnkt. uneig. Param.-Int.).

Es sei € > 0. Da das uneigentliche Integral f;_ f(&,t) d€ gleichmaBig konvergiert,
gibt es ein xg € [a,b) (vgl. 5.3.10), so daB
b—

fende - [ s dg' <& fiirz € [x0,)

a

Die Doppelintegrale: fcd [Fretde = [F fcdf(f,t) d¢ vertauschen (vgl. Satz
5.3.8).

Fir z € [z, b) folgt nun die Abschatzung:

/fé, e //b_fitdﬁ

h—
(5,t>d5—// f<f,t>df‘<s|d—c\.

Also existiert: /ab /cdf(ﬁ,t) dtd¢ = /Cd /ab f(&,t) d¢ dt.

Feststellung 5.3.29 (nichtnegative uneig. Doppelint.)

Die nicht negative Funktion
fila,b) x [e,d) = RT,  f:(x,t) — f(x,1)

set stetig. Die beiden uneigentlichen Integrale

h—

S:lc,d)>t— f(z,t)dz
d—

U:la,b)>x— f(z,t)dt

[

seien lokal gleichmdf$ig konvergent. ® und ¥ sind also stetig.

Wenn eines der beiden untenstehenden uneigentlichen Doppelintegrale konver-
giert, dann konvergiert auch das andere und si sind gleich. In RU{oo} gilt also
immer (vgl Bez. 5.2.5):

/Cd/abf(x,t)dxdt:/ab/cdf(x,t)dtdx.
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Beweis (nichtnegative uneig. Doppelint.).

b pd
Es sei zundchst / / f(z,t)dt dx < co. Nach Feststellung 5.3.28 folgt dann fiir
a (&

alle t € [c,d)
/:/abf(a:,r)da:dT:/ab/ctf(x,T)dex

b pd
<//f(x,t)dtdac<oo.

Also konvergiert das uneigentliche Integral und es gilt:

/cd/abf(x,f)d:cd7</ab/cdf(ﬂc,t)dtd:r<oo.

Analog folgt nun
b pd d b
//f(l’,t)dtdxg//f(ﬂ?,T)dxdT.

Also sind die beiden uneigentliche Doppelintegrale gleich.

Satz 5.3.30 (absolut konvergente uneig. Doppelint.)

Die Funktion f :[a,b) X [c,d) — C, f:(x,t) — f(z,t) sei stetig und die
beiden uneigentlichen Integrale

b d
t»—>/ |f(z,t)] dx < oo, x»—>/ |f(z,t)|dt < o0

seien lokal gleichmdf$ig konvergent. Dann sind auch die Integrale t — f; f(z,t)dx
und x — fcd f(z,t)dt loklal gleichmdfig konvergent und stetig.

Wenn das Doppelintegral konvergiert:

/cd/ab|f(33>t)|dxdt< ~

dann konvergieren die folgenden Doppelintegrale und es gilt:
d b b rd
/ / fx,t)dxdt = / / f(x,t)dtdx.

Bemerkung (zum Beweis des Satzes 5.3.30).

Wenn f reellwertig ist, zeige man: Die uneigentlichen Doppelintegrale der beiden
nichtnegativen, stetigen Funktionen

fE (x,t) — max{£f(z,t),0},
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existieren und vertauschen:
fcd fab [H(z,t)dxdt = f; fcd fE(x,t) dt doe < co.
Aus f = fT — f~ folgt dann die Behauptung des Satzes:

JEL e, t) dade
—fff+actd:rdt—fff t)dz dt
—fff+ajtdtd:v—fff t) dt dz
:fa fc f(x,t)dtdx
Wenn f komplexwertig ist, betrachte man Re f und Im f.

Beweis (absolut konvergente uneig. Doppelint.).
Es reicht, die Doppelintegrale fiir f* zu untersuchen.

Da 0 < f* < |f]| ist, folgt aus der lokal gleichmaBigen Konvergenz der Integrale
(vgl. Bemerkung 5.3.20 und Festst. 5.3.12):

b d
tH/Umﬂm<m,wa/Ummﬁ<w

daB die entsprechenden Integrale fiir f* lokal gleichmiBig konvergieren und stetig

sind. Aus
tl—>/fi:ct /|fxt|dx<oo

/Cd/abfi(x,t)dmdt</Cd/ab!f(w,t)!dxdt<oo_

Nach Feststellung 5.3.29 vertauschen die Dopplelintegrale von f* und folglich auch
die Doppelintegrale von f = f+ — f~.

folgt nun

Beispiele 5.3.31 (nochmal: [;° 822 = 7/2)

Essei 0 <r < R < oo. Fiir t € [r, R] ist das uneigentliche Integral (vgl. Beispiel
5.3.15 und Beispiel 5.1.8))

[ e sinran =
Xr — smx €Xr =
1+¢2

gleichméfig konvergent und stetig. Nach Feststellung 5.3.28 kann man das fol-
gende Doppelintegral vertauschen und erhélt:

arctan t! / / bsin x dx dt
/ / tsina dt do = / (e7" — e_RI)w dx.
0 €T
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Das uneigentliche Integral fooo e *!sin x /2 dz ist nach Beispiel 5.3.13 gleichmiBig
konvergent fiir ¢ € [0,00). Man bilde nun die Grenzwerte r — 0 und R — oo.
(vgl. auch 5.3.23).

Beispiele 5.3.32 (nochmal: [%°_ e dx = \/7)
Wir verwenden eine dhnliche Idee wie in Beispiel 5.3.27.

Die uneigentlichen Integrale

tr—>/ ge~ (1Ht%)z? T, :cn—>/ g~ (1H)7* gy

sind lokal gleichméflig konvergent und folglich stetig. Nach Feststellung 5.3.29
kann man in dem uneigentlichen Doppelintegral [° [0 ze~ (2% 4o gt die
Reihenfolge der Integration vertauschen. Dies ergibt:

1
7T:/ / / ze~ (1+¢%) d:z:dt
2 Jo 1+t2
;/ / e~ H2? gt 4o / </ e~ (@)? :cdt)edex
0 ~

:dy

:/0 (/Oooeydy) xdx—(/oooexzd:c>2.

Bemerkung.

Das folgende Beispiel zeigt, dafl die Vertauschung der Integrationsreihenfolge
bei nicht absolutkonvergenten uneigentlichen Doppel-Integralen i. a. zu un-
terschiedlichen Ergebnissen fiihrt:

Beispiele 5.3.33 (Vertausch. von uneig. Doppel-Int.)
Man bilde die zweite partielle Ableitung

0? x x? — 9 .
920y arctan; = m fiir z, y € (0,00).
1 12 y2 1 y 1 T
7dy>dx—/ [7 dr = T,
/o+ </0 (22 +y)? o+ L2% + 2,00 4

1

1 1L g2 2 .
Y g dy= | |
o+ \Jo (22 +y?)? o0+ L7% + y? | =




6. Juli 2001 424

Beispiele 5.3.34 (Vertausch. von uneig. Doppel-Int.)

00 1 ) 0 1 _ et 9
/ / (e™™ —2e™2"")dt do = / —e “dx
1 Jo 1 x

>
g—/ e “dx < 0.
1

Die andere Integrationsreihenfolge ergibt:

1 00 1 ¥y _1
/ / (e_xt—2e_2xt)dazdt:/ e—e_2ydy
0 J1 0 Y
1
2/ e Hdy > 0.
0

Beachte: nach dem Mittelwertsatz ist fiir « > 0:

e® —¢?
0< =€t >1 fiir ein € € (0,2).
x

5.3.1 Approximationssatz von Weierstraf}

Ziel. Der Approximationssatz von Weierstraf§ besagt, daBl man eine stetige
Funktion f auf einem kompakten Intervall gleichmiflig durch Polynome
approximieren kann.

Fiir den Beweis wihlen wir eine Methode, die sich auf viele andere Approxima-
tionsprobleme iibertragen l&f3t.

Die Grundidee ist, in jedem Punkt z ein Mittelwert der Funktionswerte zu
bilden, wobei jedoch die Werte in einer kleinen Umgebung U von z viel stérker
gewichtet werden.

Wir richten es so ein, dafl die gemittelten Funktionen Polynome sind.

L&aBt man diese Umgebung U schrumpfen, so wirken sich bei der Mittelung nur
noch die Punkte ganz in der Ndhe von x aus. Da die urspriinglichen Funkti-
on f stetig ist, konvergieren die Mittelwerte gegen f(z). Die Konvergenz ist
gleichméfig.

Bemerkung. Die obige Mittelung der Funktionswerte realisieren wir durch die
Faltung mit einer Dirac-Folge.

Die Faltung von Funktionen tritt an vielen Stellen in der Mathematik auf. Diese
Bildung findet man, wenn der Definitionsbereich eine abelsche Halbgruppe oder
Gruppe ist.

Bsp. (Faltung auf den Halbgruppen Ny und R™)
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Cauchy-Produkt zweier Potenzreihen )" a,2", >, bpnz™. Die Koeffizienten ¢y,
der Produktreihe sind (vgl. 4.4.28)

k
Ch=>_ aibp_
1=0

Die Losungen von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
haben die Form (vgl. 3.4.60)

£(t) = /0 B(t - 7)y(r) dr

Bezeichnung 5.3.35 (Faltung von Funktionen auf R)
Es seien f, g : R — C Regelfunktionen.

Wenn das uneigentliche Integral fiir alle x € R konvergiert, definiert man die
Faltung f * g durch

frgiR3tm [ f)g-s)da

Bemerkung. Die Faltung wird spater mit dem Lebesgue-Integral untersucht.

Bemerkung 5.3.36 (Faltung kommutativ)
Es seien f, g : R — C Regelfunktionen.

Wenn das Faltungsintegral konvergiert, dann gilt

frg= [ " fa)glt - x) dz = / " ft - 2)g(x) de = g% (1)

Bemerkung 5.3.37 (integrierbar x beschrinkt)
Es seien f, g : R — C Regelfunktionen.
1. Wenn f absolut integrierbar und g beschrankt ist:
oo
| 1#@ldy < 0. lgllan = sup(lg(@)] < .
—00 Tz€ER
dann ist die Faltung ¢ — f*g(t) gleichméBig absolut konvergent und beschrankt:

o0

Frg(t)] < / F(@)] dy - [1gllsup.

—0o0

2. Wenn f oder g stetig ist, dann ist f x g gleichméfBig stetig auf R:
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Bezeichnung 5.3.38 (Dirac-Folge)

Eine Folge (K, ), von Funktionen auf R heifit eine Dirac-Folge, wenn sie die
folgenden Eigenschaften hat:

1. Die K,, : R — R sind stetig, absolut uneigentlich integrierbar iiber (—o0, 00)
und

o0
/ K, (x)dx = 1.
—00
2. Zu jedem € > 0 und jedem § > 0 gibt es ein ng € N, so daf§ fiir n € N mit
n = ng stets gilt:

K,(z) >0 firxe[-9,0],

/5 | K ()| do + /500 | K (2)|dx < e.

—o0
0

Dann ist 1—s</ Ky(z)dr <1+e.
-5

Bemerkung. Manchmal fordert man statt 5.3.38(1.) nur
lim K, (x)dx = 1.

—00

Mann kann die Folge dann normieren.

Satz 5.3.39 (Dirac-Approximation)
Es sei (Ky)n eine Dirac-Folge auf R (vgl. Bezeichnung 5.5.38).

Fiir eine stetige, beschrinkte Funktion g : R — R konvergiert die Folge (K,*g)n
lokal gleichmdf$ig auf R gegen g:
o0
lim kn(z)g(t — x) dx = g(t)
n—oo [_
Bemerkung zum Beweis:

Da ffooo K, (z)dz =1 ist, kann man die Differenz K, x g — g folgendermaflen
schreiben:

Kawg(®)— 90 = [ Ku@)glt )~ g(t)) do.

Nun wird die rechte Seite abgeschétzt.
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Beweis (Dirac-Approximation).
Es sei I C R kompakt. Zu € > 0 gibt es ein § > 0, so da3
lg(T) —g(t)| <e firTeR telmit|r—t| <o
Zu € und § gibt es ein ng € N, so daB fiir alle n > ng gilt:
Ky(z) >0 firxe[-9,4],

= 00
/_OO | Ky ()| dx +/5 | Ky (z)|dx < e.
= rg0l = | [ Rt - gl0)ds

)
< / Kn(@)lg(t — 2) — g(t)] da

/ /\K gt — z) — g(t) da

(1 +e)e +ellgllsup-

Satz 5.3.40 (Aproximationssatz von Weierstraf3)
Es sei I ein komapaktes Intervall und f: I — C stetig.
Dann gibt es eine Folge (P,), von Polynomen, die gleicmdfig auf I gegen f

konvergiert.
Tim (£~ Pallau-
Bemerkung zum Beweis Zur Vereinfachung des Beweises kann man o. E.
annehmen, da§ I = [0,1] und f(0) = f(1) = 0 sind.
Sonst bilde man fiir ¢ € [0, 1] die Hilfsfunktion
fo(t) = fla+tb—a) = (fla) +t(f(b) = f(a))
und approximiere f durch Polynome.

Wenn man f durch 0 fortsetzt, erhiilt man eine stetige beschriinkte Funktion
auf R.

Beweis (Aproximationssatz von Weierstraf}).
Man bilde die Dirac-Folge (K},),, mit

() A= fir 2 e [-1,1],
e 0 fir z € R\ [~1,1].
wobei ¢, := f_ll(l — 22)" dx ist.

Die Folge P, := K,, x f, n € N konvergiert gleichmaBig auf [0,1] gegen f|I = f
Die P, sind Polynome.



