6. Ubung Analysis 2 SS 2001

Aufgabe 1: a) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass durch die folgenden Abbildungen
X x X — R Metriken auf X gegeben sind:

dq (CL‘, y) = min{l’ d(xa y)}a

(@,y) = Ty

b) Zeige weiter, dass d; und dy zu d uniform dquivalent sind.

Hinweis: Man kann auch allgemein zeigen: Sei f : [0, co[— [0, co[ monoton wachsend, f~1(0) =
{0} und f(z +y) < f(x)+ f(y) fiir alle z, y. Dann ist f o d eine Metrik auf X, und die iden-
tische Abbildung idx : (X, fod) — (X, d) ist gleichméBig stetig. Ist f stetig in 0, so ist
auch idx : (X,d) — (X, f od) gleichmifig stetig. Welche Funktionen f kann man in obigen
Beispielen nehmen?

Aufgabe 2: Wo steckt der Fehler? (Dass die Behauptung falsch ist, ist hoffentlich klar.)
Behauptung: Eine punktweise Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen ist stetig.
Beweis: d(f(z), f(z0)) < d(f(2), fa(®)) +d(fn(x), fa(z0)) + d(fn(w0), f(x0)). Wegen der Ste-
tigkeit von f,, wird der mittlere Term < § fiir d(x,z0) < 0, und wegen der punktweisen
Konvergenz wird der erste Term < % fiir n > N, und der dritte Term fiir n > N,,. Damit ist
die Summe < ¢ fiir d(z,z9) < 6 und n > max{N,, N,,}. Daraus folgt die Stetigkeit von f in

Zo.

Aufgabe 3: Seien X und Y metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Zeige: Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist stetig.

2. Fiir jede abgeschlossene Menge A C Y ist f~!(A) abgeschlossen in X.

3. Fir alle M C X ist f(M~) C f(M)~.

Aufgabe 4: Seien X und K metrische Rdume und f : X — K eine Abbildung. Zeige:

a) Ist f stetig, so ist der Graph Gy = {(z,y) € X x K |z € X und y = f(x)} abgeschlossen.
b) Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch.

c) Ist K jedoch kompakt und G abgeschlossen, so ist f stetig.

d) Ist K kompakt, g : X x K — R stetig und die Gleichung g(z,k) = 0 fiir jedes x € X
eindeutig 16sbar, so hingt die Losung stetig von x ab: Es gibt eine stetige Funktion f : X — K,
so dass fiir alle z € X gilt: g(z, f(z)) = 0.

Aufgabe 5: Sei X ein metrischer Raum. Beweise oder widerlege:
a) Firalle A, BC X ist (AUB)" =A"UB™.

b) Fiir alle A, B C X ist (AU B)° = A°U B°.

c)Firalle A, BC X ist (ANB)" =A"NB".

d) Fiir alle A, BC X ist (AN B)° = A°N B°.

Abgabe: Montag, 21. 05. 2001, vor der Vorlesung.

Hinweise zur Klausur: Die Klausur findet am Donnerstag, den 12. 07. 2001 von 9.30 bis
12.30 Uhr in den Horsélen der Mathematik statt. Fiir die Zulassung erwarten wir eine ak-
tive Teilnahme an den Ubungen. Das schliet die Bereitschaft ein, Aufgaben an der Tafel
vorzurechnen. Dariiber hinaus sollen mindestens 50% der Ubungspunkte erreicht werden.



