7. Ubung Analysis 2 SS 2001

Aufgabe 1: Welche der folgenden Reihen konvergieren? Bzw. fiir welche Werte der Parameter
a € R und b > 0 konvergieren sie?
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Aufgabe 2: Wie Aufgabe 1.
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Aufgabe 3: Sei ¢ : R — R Lipschitz-stetig. Der Raum C([a,b]) der stetigen Funktionen
[a,b] — R sei mit der sup-Norm und der dadurch gegebenen Metrik versehen. Zeige:
Die Abbildung A4 : C([a,b]) — C([a,b]); f — [z — [T ¢(f(t))dt] ist Lipschitz-stetig.

Aufgabe 4: Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Ein Punkt z € X heifit Haufungs-
punkt von A, falls jede Umgebung von z einen Punkt y € A\ {z} enthélt.

a) Ist jeder Haufungspunkt ein Beriithrungspunkt? Gib ein Beispiel eines Beriihrungspunktes,
der kein H&ufungspunkt ist.

b) Zeige: A~ = AU {x € X | = ist ein Haufungspunkt von A}.

c) Gib je ein Beispiel einer nichtleeren Teilmenge von R?, die

e genau aus ihren Haufungspunkten besteht,
e abgeschlossen ist, aber keine Hiufungspunkte hat,
e offen ist, aber durch Hinzufiigen eines einzigen Punktes abgeschlossen wird.

Aufgabe 5: Zur Konstruktion von R.

a) Wie kann man die Begriffe Nullfolge und Cauchyfolge definieren, ohne jemals auf die reellen
Zahlen Bezug zu nehmen, sondern nur auf die rationalen?

b) Zwei Cauchyfolgen (a,,) und (b,) € CF(Q) heiflen dquivalent, falls (a, — by) eine Nullfolge
ist. Zeige:

e Diese Aquivalenz ist tatséchlich eine Aquivalenzrelation.

e Definiert man auf den Aquivalenzklassen eine Addition und Multiplikation durch [(ay )]+
[(br)] = [(an + b2)], [(an)] - [(bn)] = [(an - by)], so sind diese wohldefiniert.

e Ist (ay) eine Cauchyfolge, aber keine Nullfolge, so hat [(ay)] ein multiplikatives Inverses.

Auf diese Art kann man alle Kérperaxiome nachrechnen. Definiert man noch eine Ordnung wie in der Vorlesung

angegeben, so gelangt man zu einem Modell der Axiome der reellen Zahlen.
Abgabe: Montag, 28. 05. 2001, vor der Vorlesung.

Hinweis: Wegen des Feiertags fallen am Donnerstag, den 24. 05. 2001, die Ubungen aus.
Ersatzweise findet am Freitag um 14 Uhr eine Saaliibung im Hoérsal 111 statt.



