2 DISKRETE UND STETIGE W-RAUME

2 Diskrete und stetige W-Raume

2.1 Uniforme und geometrische Vertei-
lung

Anmerkung. Beim schwachen Gesetz der grofien Zahl haben wir
die Grenzen der bisher als Modelle betrachteten endlichen W-
Rédume erreicht. Die in Bezeichnung [1.20.6/ eingefiihrten projek-
tiven Systeme (2, Pnpr,,) endlicher W-Réume sind umsténdlich
zu handhaben und nicht allgemein genug:

— Man miifite Produkte, Bildverteilungen, Bedingte Verteilungen
... fur projektive Systeme erkldren. Wie verhalten sich projek-
tive Systeme von projektiven Systemen?

— Interpretiert in einem projektiven System den Parameter n € N
als Zeitpunkte, in denen die Experimente durchgefiihrt werden,
so kénnte man auch an kontinuierliche Zeitparameter t € R
denken.

Der elegante und auch anschauliche Ausweg sind unendliche W-
Réume.

Wir wollen hier zwei einfache Bespiele unendlicher
W-R&ume mit anschaulichen Hilfsmitteln vorfithren. Im
Beispiel 2.1.2 erhalten wir eine stetige W-Verteilung auf
dem Intervall [0, 1). im zweiten Beispiel [2.1.3] einen dis-
kretes W-Maf auf N. Fiir beide Beispiele geben wir je-
weils zwei Herleitungen an,

— als projektive Limes eines projektiven Systems
endlicher W-Réaume,

— als Grenzwerte einer Folge endlicher Verteilungen
auf [0,1] bzw. auf N.

2.1.1 Bem. (Projektiver Limes)

Es sei (Q,, Py, pr,, ein projektives System endlicher W-
Réume. Die Frage ist, kann man nicht ein W-Raum
(Q, P) finden, derart daff die Rdume (2, P,,) Bilder von
(22, P) mit der Bildverteilung sind. D.h., es gibt eine Fol-
ge von Zufallsvariablen

T (Q,P) — (Qn, Pr)
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Das Diagramm

kommutiert fiir alle n € N,
(ii) P, = P, .

Hiufig kommt man mit den beiden Eigenschaften (i) und (ii)
aus. Zur Definition des projektiven Limes gehort noch die Ein-
deutigkeit, die wir der Vollstédndigkeit halber hier mit auffiithren.
Die Eindeutigkeit folgt aus einer universellen Eigenschaft. Zur
Formulierung dieser universellen Eigenschaft ben6tigt man den
Begriff der meflbaren Abbildung, den wir hier ohne Erklarung
verwenden.

(iii) Man nennt (Q, P,7,) den projektiven Limes des projekti-
ven Systems (Qn, Ppn,pr,,), wenn (Q, P,m,) die folgende univer-
selle Eigenschaft hat:

Ist Q, P, ) ein weiterer W-Raum mit den Eigenschaften (i)
und (ii), so gibt es eine eindeutig bestimmte mefbare Abbildung

p:ﬁﬂQ mit Ty, = Tp, O P.
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D.h. Q) ist in diesem Sinne minimal.

2.1.2 Bsp. (Miinzwurf-Raum)
Das immerwahrende Werfen einer fairen Miinze be-
schreiben wir durch das projektive System

(Q, P, pr,,) := ({0,1}", P®" pr,).

Dabei ist P die Laplace-Wahrscheinlichkeit auf {0,1}
und pr,, : {0,1}"*1 — {0,1}" die Projektion auf die
ersten n Komponenten.

Als projektiver Limes (2, P) bietet sich hier ein guter
Bekannter aus der Analysis an, das Intervall [0,1) C R.
Wir beschrianken uns auf die Eigenschaften Bemerkung
2.1.11 (1) und (§i).

Die universelle Eigenschaft (iii) gilt auch. Wir zeigen sie aber nicht,
da man fiir den Nachweis etwas Mafitheorie bendtigt.

Damit die folgenden Formeln schén symmetrisch sind,
lassen wir bei allen Intervalle den rechten Endpunkt weg,
was aber nicht weiter wichtig ist. Die Wahrscheinlichkeit
eines Teilintervalls [a,b) C [0, 1) ist seine Lénge:

U([a,b]) :=b— a.

Fiir endliche Vereingungen disjunkter Intervalle addiere
man die Léngen. Man bezeichnet diese Wahrscheinlich-
keitsverteilung mit U := Ujp,1) und nennt sie die Gleich-
verteilung oder uniforme Verteilung auf [0, 1).

Die Teilmengen

Ao [i E)U{i i)u U[E 2)

" Lonon on’ gn on on

sind unabhéngig, da fir alle {v1,...,v} C {1,...,n}
gilt:

Die Indikatorfunktionen 14, , (n € N) sind n-fach

Bernoulli-verteilt mit Parameter p = % Es gilt also:

(i) Die Bildverteilung von

= (Lay, ..., 14,)

ist die Produktverteilung P®™ auf {0,1}".

(ii) Nach Konstruktion ist 7, = pr,, o Tp41.

Auf ([0,1),U) gibt es eine abzéhlbare Familie (14, ),
unabhéngiger und identisch verteilter reeller Zufallsva-
riabler. Diese beschreiben den unendlichen Miinzwurf.

Anmerkung. Man fragt sich, ob man nicht statt ([0,1),U) den
unendlichen Produktraum {0, 1}V versehen mit einem unendlichen
Produktmaf P®N nehmen kann? In der MaBtheorie zeigt man, daf
das geht und daB die W-Raume ([0,1),U) und ({0, 1}N, P€N) in
einem noch zu prézisierenden Sinne isomorph sind. Beide Raume
reprisentieren den sogenannten projektiven Limes des projektiven
Systems:
lim proj ({0,1}", P®", pr,,),
n—00

was wir hier aber mangels Maflitheorie nicht beweisen kdnnen.
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2 DISKRETE UND STETIGE W-RAUME

2.1.3 Bsp. (geometrische Verteilung)

In einem n-fachen Bernoulli-Experiment mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p > 0 ist die Wahrscheinlichkeit, den
ersten Erfolg genau im k + 1-ten Teilversuch zu haben,
d.h. man hat zuvor & Miflerfolge

p(1—p)*
(I—=p)"
Wir werden den letzteren Fall, dafl kein Erfolg eintritt,

mit k& = n kodieren. Da nach der geometrischen Sum-
menformel

firk=0,...,n—1,

wenn gar kein Erfolg eintritt.

Sn;p{k} =

n—1

> p(1—pF=(01-pm

k=0
gilt, ist G,., ein W-Mafl auf Q, = ({1,...,n,n +
1},Gn;p). Man nennt daher G, die gestoppte n-te
geometrische Verteilung. ,gestoppt”, da man ja wei-
ter experimentieren kann, bis ein Erfolg eintritt. Mit der
Projektion pr,, : Qp41 — Qy,

k firk=1,...,n,
pr, ke
n firk=n+1n+2.

erhdlt man ein projektives System (€, Gn.p, pPr,,) von
endlichen W-Riumen (— Bezeichnung [1.20.6).

Den projektiven Limes kann man in diesem Fall sofort
erraten, es ist der Raum N der natiirlichen Zahlen mit
der geometrischen Verteilung

Gp{k} = p(1 —p)* fiir k € No.
Mit der geometrischen Reihe iiberpriift man

oo o0 1
;;P{k} =p§)(1 P =gy =

Die gestoppten W-Réume (£2,,.G,,,5) sind die Bilder von
(N, Gp) unter der Projektion

Tt Nog — {0,...,n}

mit
k firk=1,...,n,

T s k—
n firk=n+1n+2,....

Das System (N, G, m,) erfiillt also die Bedingen (i)
und (ii) von Bemerkung 2.1.1l

Man sieht leicht, dal auch die universelle Eigenschaft — Bemer-
kung [2.1.1] (iii) erfillt ist:
Ist (QP,7,) ein weiteres System mit (i) und (i), so bilde man
p: Q0 — N mit
p(@) =

im 7 ().
n—oo

Man beachte, da8 die Folge (7n (@))n moton wichst und schlief3-
lich konstant ist.

Anmerkung. In der folgenden Feststellung verwenden wir bereits
einige Eigenschaften diskreter W-Rdume, die erst im folgenden
Kapiteln sauber definiert werden.

2.1.4 Bez. (Geometrische Verteilung)
(i) Die geometrische Verteilung auf Ng mit dem Pa-
rameter p € (0,1) ist gegeben durch

Gp{k} :=p(1 —p)k fiir k € N.
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(ii) Eine Zufallsvariable X mit Werten in N ist geome-
trisch verteilt mit Parameter p, (0 < p < 1), wenn ihre
Bildverteilung auf N die geometrische Verteilung G, ist:

P{X =k} =p(1 —p)k~' fiir k € Ny.

2.2 Diskrete W-Riume

2.2.1 Def. (diskreter W-Raum)

Es sei Q) eine beliebige Menge und {w,, | n € N} eine
abzdhlbare Teilmenge von (). Jedem w,, sei eine Wahr-
scheinlichkeit p, zugeordnet, derart daf3

0<p,<1 firneN, (2.2.1)
> pn=1 (2.2.2)
n=1

Man definiert dann die Wahrscheinlichkeit einer Teil-
menge A € 29, indem man die Wahrscheinlichkeiten der
wn, € A aufaddiert.

P(A) = pplawn). (2.2.3)

Man nennt dann P : 2% — [0,1] ein diskretes W-
Ma#f auf Q, daB3 auf die abzihlbare Menge {w,, | n € N}
konzentriert ist.

Anmerkung. (Diskrete W-R#ume) 1. Eine konvergente Rei-
he mit positiven Summanden kann man beliebig umsortieren. Es
kommt also auf die Reihenfolge der Punkte w;, nicht an. Man
schreibt daher auch

(2.2.4)

o0
Z Pn = Z Pn-
n=1

neN

Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, kann man auch an-
dere abzéhlbare Indexmengen I = {iy, | n € N} zulassen. Fiir die

o0
Summe schreibt man dann " p; :== 3 p;,,-
i€l n=1
2. In den theoretischen Aussagen werden wir die abzéhlbar vie-
len wy, immer mit n = 1,2, ... durchnummerieren. Es kénnen aber
auch andere abzdhlbare Indexmengen auftreten, wie

— die ganzen Zahlen Z. Diese kann man folgendermaflen abzihlen:
7Z=0,1,—-1,2,—2,3,—3,.... Man schreibt in diesem Fall fiir die

o0
Summe der Wahrscheinlichkeiten >~  pp.
n=-—oo
— doppelt indizierte Punkte wy,,n, mit m,n € N. Mit dem Cantor-
schen Diagonalverfahren kann man die Punkte folgendermafien
zeilenweise durchzihlen:

w11

w12 w21

w13 w22 w31

wi4 W23 W32 W41

— Allgemeiner gilt: Wenn I, J abz&hlbar sind, so ist auch I x J
abziahlbar.

3. Haufig wird @ = {wn | n € N} sein. Es wird sich als
praktisch erweisen, auch solche Fille zuzulassen, wie 2 = R und
{wi,wa,...} =7Z.

4. Eigentlich gehéren die endlichen W-Riume ebenfalls zu den
diskreten W-Raumen. Man sollte die Definition 2.2.1] eigentlich so
formulieren:
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2 DISKRETE UND STETIGE W-RAUME

2.2.2 Def. (alternative Definition: diskrete W-R&ume)
Es sei ) eine beliebige Menge, I eine héchstens abzédhlbar unend-
liche Indexmenge und {w; | n € I} eine Teilmenge von Q. Jedem
w; sei eine Wahrscheinlichkeit p; zugeordnet, derart daf3

0<p; <1 firiel, (2.2.5)
> pi=1. (2.2.6)
iel
Man definiert dann die Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge A €
29 indem man die Wahrscheinlichkeiten der w; € A aufaddiert.

D> pilla(wi).
i€InA

[0,1] ein diskretes W-Maf auf Q.

(2.2.7)

Man nennt dann P : 29 —

Konvention: Wir werden i. a. die einfachere Formulierung der
Definition 2.2.1] benutzen und stillschweigens bemerken, daf} alle
Folgerungen natiirlich auch fiir endliche W-Rdume gelten.
Anmerkung. (diskretes W-Ma#f ist o-additiv) Ein diskreter
W-Raum erfiillt die beiden Axiome (i) und (ii) aus der Defini-
tion [1.1.5 eines endlichen W-Raumes. In einem unendlichen dis-
kreten W-Raum (€2, P) kann man abzihlbare paarweise disjunkte
Teilmengen A, € 29, (n € N), betrachten und die Aussage in
Feststellung [1.1.6! Gleichung (1.1.1) iiber die Additivitit von P
verschérfen.

2.2.3 Satz (diskretes W-Maf ist o-additiv)
Es sei (2, P) ein diskreter W-Raum. Dann gilt fiir jede
Familie (A,,)nen paarweise disjunkter Mengen A,, € 2%

P( G An) - iP(An

Diese Eigenschaft heifit o-Additivitét.

Anmerkung. Mit dem Zusatz o Bezeichnet man kurz Regeln
iiber abzihlbare Vereinigungen oder Summen. Ebenso ist das
Kiirzel § fiir abzéhlbare Durchschnitte oder Prodkte im Gebrauch.

(2.2.8)

Beweis. P sei konzentriert auf die Menge {w; | i € N}.
oo
A0 St
n=1

Da die A,, paarweise disjunkt sind, gilt
oo
=D pi > La, (@)
i=1 n=1

wobei in der Summe Z 14, (w;) alle Summanden bis auf héchstens

einen gleich 0O sind. Da aIIe Terme nichtnegativ sind, darf man die
Summationsreihenfolge vertauschen:

P( [_j An) = i > pilla, (W)

n=114=1

=3 P(An)
n=1

2.2.4 Festst. (Resultate aus Kap. 1.)

1. Fiir einen abzdhlbar unendlichen diskreten W-
Raum (2, P), wobei P auf {w, | n € N konzentriert
ist, gelten alle Definitionen und Ergebnisse, die wir in
Abschnitt 1] getroffen bzw. hergeleitet haben sinngeméf
weiter, da fiir ihre Herleitung nur endliche Operatio-
nen — Vereinigung, Durchschnitt, Komplement von Men-
gen, Summe, Produkt, Quotient von Zahlen — verwendet
werden; diese gelten mit der Definition [2.2.1, Gleichung
(2.2.3) weiter.
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2. Bei der Bildung des Erwartungswertes einer reellen
Zufallsvariablen X : (2, P) — R muf man immer die
Zusatzvoraussetzung machen, dafl die Reihe

E(1X]) :

Z\X wn)|[P{wn} (2.2.9)

absolut konvergent ist. Wir schreiben hierfiir kurz
E(|X]) < 0.
Dann konvergiert auch die Reihe

= X(wn)P{wn} (2.2.10)

und die Summanden diirfen beliebig umsortiert wer-
den. D.h., man kann mit absolutkonvergenten Reihen
bedenkenlos rechnen.

3. Wenn die Varianz auftritt, mufl vorausgesetzt wer-

den, da8 E(|X|?) < oo ist. Aus der Schwarzschen Un-
gleichung folgt

E(IX])=E(1-X]) < VEW)VE(X[]?) <
Dann ist auch
Var(X) = B(X?) — (B(X))? < .

Die Kovarianz bildet man nur fiir reelle Zufallsvaria-
blen X,Y, fiir die

E(|X]?) <o und E|(JY?) <
ist.

2.2.5 Festst. (Erwartungswert der geomtr. V)
Fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable gilt:

(i) Der Erwartungswert ist

1- 1
BX)=—2_->_1
p p
(ii) Die Varianz ist
1-p
Var(X) = ——
(X) =2

Anmerkung. Beim wiederholten Wiirfeln mit einem fairen
Waiirfel hat man also im Mittel

B(X L
®=(5) -1=
Fehlversuche, bis die erste 6 fillt. Die Varianz von X ist

Var(X) = 2 (1) 50,

Die Standardabweichung ist o(X) =

Beweis. (i) Da man Potenzreihen innerhalb lhres Konvergenzberei-
ches gliedweise differenzieren kann, gilt

E(X) =) kp(1—p)*

k=0

=13 > (- p)
k=0
1 1

=-p(1 *p)%m =p(1 *p)p

1
=-—1.

p
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(ii) Aus Feststellung [1.18.3] (ii) folgt

Var(X) = BE(X(X — 1)) + BE(X) — (E(X))*.

E(X(X —1) => k(k—1)p(1—p)*
k=0

=p(1—p)*> k(k—1)(1-p)*?

k=2
R
=pl-p?— > (1-pF
d? 1
_ N2
=p(1-p) 1= —p)
2
=p(1*P)2*3
P
_ 201 —-p)?
==
Somit ist
2(1—-p)%2 1-— 1-p)?2 1-
Var(X) = ( 2p) It 2:0) _Llr
P P p p

Bsp. (St. Peterburger Paradoxon) Das Rechnen und argu-
mentieren mit Zufallsvariablen X, fiir die E(|X|) = oo ist, fiihrt
leicht zu paradoxen Ergebnissen. Hier ist ein Beispiel, das auf einen
Artikel zuriickgeht, den J. Bernoulli 1738 in der Zeitschrift der St.
Petersburger Akademie publizierte.

In einem Gliickspiel wird eine faire Miinze geworfen. Fall Kopf,
so erhélt der Spieler den doppelten Einsatz, anderenfalls ist der
Einsatz verloren. Ein Spieler mit unbegrenztem Kapital (und Zeit)
entscheidet sich fiir die folgende Strategie:

Er setzt beim ersten Spiel 1 Euro; gewinnt er, so hort er auf
zu spielen. Anderenfalls verdoppelt er seinen Einsatz. Dies macht
er so lange, bis er das erste mal gewinnt.

Gewinnt er beim n-ten Spiel, so hat er bis dahin

n

Euro gesetzt und 2™ Euro gewonnen. Der Reingewinn ist 1 Euro.
die Wahrscheinlichkeit, daf3 er erstmals im n-ten Spiel gewinnt ist

S = 1/1yn=1 g—n

1 /2{” }= 2 (2) = :

Die Wahrscheinlichkeit, dafl er nie gewinnt ist also kleiner als 27™
fiir alle (n =1,2,...), d.h. gleich 0.

Obwohl das Spiel fair ist, liefert die Methode mit Sicherheit den
Reingewinn 1 Euro!

Das Problem liegt darin begriindet, dal bei beliebig langer
Spielzeit der Gewinn — ohne Beriicksichtigung des Einsatzes — un-
endlichen Erwartungswert besitzt.

Der Grundraum N mit der geometrischen Wahrscheinlichkeit
G1/2 beschreibt die Situation, dafl der Gewinn im n-ten Spiel ein-
tritt. Die Zufallsvariable

X :N—N mit X(n)=2"

beschreibt den Gewinn. X hat aber unendlichen Erwartungswert:
o0 oo
E(X)=>_ X(n)G1)2{n} =) 2"27" = 0.
n=1 n=1

Ebenso hat das Eingesetzte Kapital Y = X — 1 unendlichen Er-
wartungswert.

In einem Spiel ist der Erwartungswert des Gewinnes, sofern er
endlich ist, der faire Preis, den man zu Beginn des Spieles setzen
kann. Ist der Erwartungswert unendlich, so gibt es keinen sinn-
vollen fairen Preis. In dem obigen Spiel miifite der Spieler vorab
unendlich viel Kapital als Einsatz zahlen!.

Anmerkung. Das Produkt endlich vieler diskreter W-Raume ist
wieder diskret:
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2.2.6 Bez. (endl. Produkte diskreter WR..)

(i) Es seien (4, FP;), (i = 1,...,k) endlich viele dis-
krete W-Raume. Die W-Mafle seien jeweils auf die Men-
gen

M; = {w¥) | n € N}

konzentriert.
Q=07 x - x Q.

Man erklart das Produktmal P := P, ® --- ® P, auf
Q:=0Q7 X -+ X Q.

durch
(n1,...,n,)ENE
(2.2.11)
o) o)
= Z Z pm"'pnkllA(%(zll)w--,w%i))
n1:1 nk:1
(2.2.12)
fir A € 2.

(ii) Aus Gleichung (2.2.12) folgt die Produkteigen-
schaft:

P(A1 X Ak) = Pl(Al)Pk(Ak)
fiir AZ S 2Qi, (7,: 1,,]€)

(ili) M := Mj x --- x My, eine abzéhlbare Teilmen-
ge von {7 X .-+ x ,, und das Produktmaf} ist auf M
konzentriert.

(iv) (iv) Mit dieser Definition des ProduktmaBes gel-
ten alle Resultate aus Kapitel [1 unverinder fort.

2.2.7 Bez. (Bildverteilung einer ZV)

Es sei (2, P) ein diskreter W-Raum und P sei konzen-
triert auf die abzéhlbare Menge {w,, | n € N}. Fiir eine
Zufallsvariable X : (Q, P) — M ist dann das Bildmaf

Px(B) := P{X € B} fiir Bec2M

auf die h6échsten abzihlbare Menge {X = X(w,,) |
n € N} konzentriert; diese kann auch endlich sein. Also
ist (M, Px) wieder ein diskreter W-Raum.

2.2.8 Folg. (Bildverteilungen)

Mit dieser Definition des Bildmafiles (— Bezeichnung
2.2.7) gelten alle Resultate aus Kapitel [Il weiter. Ins-
besondere gilt:

(i) Endlich viele Zufallsvariable X = (Xi,...,X,)
sind unabhéngig, wenn ihre gemeinsame Verteilung Px
gleich dem Produkt ihrer Randverteilungen ist:

Py =Px, ®- - -® Px,.

(ii) Fiir den Erwartungswert einer reellen Zufallsva-
riablen (Q, P) — R mit E(|X|) < co gilt

E(X) =Y azPx{z}

zeX
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Anmerkung. Dafl das Bild eines diskreten W-Raumes wieder
ein diskreter W-Raum ist, sieht sehr ansprechend aus, schriankt
aber die Anwendbarkeit der diskreten W-Rdume zur Modellbil-
dung stark ein:

Es gibt auf einem diskreten W-Raum keine abzdihlbare Folge
(Xn)n identisch verteilter unabhingiger Zufallsvariabler.

Wir wollen das Begriindung kurz skizzieren: Annahme, (Xp)n
sei eine abzéhlbare Folge identisch verteilter unabhéngiger Zufalls-
variabler. Man wihle B, € X,(Q) so, da P{X,}(Bn) = p €
(0,1) fiir n € N. Die Zufallsvariablen ]leTl(Bn) bilden eine abzihl-
bare Folge von unabhingigen Bernoulli-Variablen mit Parameter
p €(0,1).

Ahnlich wie im Beispiel 2.1.2/des unendlichen Miinzwurfs zeigt
man, dal der projektive Limes dieses System das Intervall [0, 1)
mit der uniformen Verteilung U ist. Der Raum ([0, 1), U) ist aber
kein diskreter W-Raum.
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2.3 Konvergenz gegen geomtr. Vertlng.

Anmerkung. Wir interessieren uns fiir konvergente Folgen dis-
kreter W-Mafe, die alle auf dieselbe abzdhlbare menge konzen-
triert sind. Dann ist der Grenzwert wieder ein diskretes W-Maf,
In diesem Abschnitt betrachten wir ein relativ einfaches und an-
schauliches Beispiel, in dem der Grenzwert die geometrische Ver-
teilung ist. In den folgenden Abschnitten untersuchen wir dann die
Konvergenz der Binomialverteilung bei wachsendem n und zeigen:

Bei geeigneter Parameterwahl konvergiert die Binomialvertei-
lung Bn,p einerseits gegen die

—  Poisson- Verteilung auf N, also wieder eine diskrete Vertei-
lung.
und bei anderer Wahl der Parameter gegen die

—  Normalverteilung auf R, also eine Verteilung mit stetiger
Dichte.

2.3.1 Bsp. (Konvergenz gegen die geom. V.)

Wir betrachten zunéchst Zufallsexperimente mit ei-
nem endlichen Ergebnisraum. Aus einer Urne mit K
schwarzen Kugeln und N — K roten Kugeln wird eine
geordnete Stichprobe w := (w1,...,w,) vom Umfang
N gezogen. Es werden also alle Kugeln gezogen. Der
Raum 24,4 der geordneten Stichproben sei mit Laplace-
Wahrscheinlichkeit versehen. Es gibt (%) mogliche
Plétze fiir die schwarzen Kugeln, die roten kommen auf
die restlichen Plitze. Also ist:

N
‘Qord| - <K>

Die Zufallsvariable X : Q4 — N gibt an, wieviele
rote Kugeln gezogen werden, bevor die erste schwarze
kommt:

X:wr—max{i |0<i<N-K, wy,...,w; rot}
Wenn die erste schwarze Kugel im k + 1-ten Zug erschi-
en, sind bereits k£ rote Kugeln und eine schwarze gezo-
gen worden. Es verbleiben also noch (N 1;511> mogliche
Plétze fiir die verbleibenden K — 1 schwarzen Kugeln.
Also ist

("<

N
(x)
Wir betrachten den Raum Ny mit dem diskreten W-Maf3

Py k. Es gilt also

Pyg{X =k} = fir k=0,...N — K.

Pyx{X =k}
(N—k—-1)!  KI(N-K)
(K-DI(N-K—k)! NI
K "'N_K_i
:N—kg N i

K2

(2.3.1)

fir k=0,... N — K und 0 sonst.

Man kann die Gleichung (2.3.1) auch direkt interpretieren, als die
‘Wahrscheinlichkeit, zunédchst k& rote Kugeln zu ziehen und dann
eine schwarze.

Grenziibergang: Wie verhilt sich die Verteilung
Py, wenn man immer mehr Kugeln in der Urne hat?
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Man fithre einen Grenziibergang N, K — oo derart
aus, daf der Anteil der schwarzen Kugeln £ — p € (0,1)
konvergiert. D.h. man wéhle eine Folge (Ky)n so dafl

K
NhinooWN:p mit 0 < p < 1.

Aus der Gleichung (2.3.1)) erhélt man in diesem Fall
Jim Py e {k} =p(1 —p)".

Der Grenzwert ist die geometrische Wahrscheinlichkeit
zum Parameter p:

lim PN.K = Sp (232)
N—o00
Das Ergebnis ist anschauulich zu verstehen. Bei festem k wéhle
man N und Ky =~ pN sehr gro. Dann &ndert sich beim Ziehen
von k Kugeln aus der Urne der Restbestand praktisch nicht und
folglich sind die Wahrschenlichkeiten fiir die Farbe der néchsten
Kugeln annédhernd konstant p bzw. 1 — p. Die Wahrscheinlichkeit,
erst k rote und dann eine schwarze Kugel zu ziehen ist also ~
(1-p)kp.

Anmerkung. (Bose-Einstein-Statistik) Man kann das W-
Maf} in dem obigen Beispiel [2.3.1] auch als die Verteilung der An-
zahl der Objekte in einer Zelle bei einer Belegung mit nichtunter-
scheidbaen Objekten interpretieren (— Bezeichnung [1.2.5)).

R rote Kugeln werden durch einen Zufallsmechanismus auf
K +1 Zellen mit den Nummern 0, 1,..., K verteilt. Als Zufallsme-
chanismus verwende man ein Urne mit K schwarzen Kugeln und
R = N — K roten Kugeln, aus der man alle Kugeln der Reihe nach
entnimmt. Man hat also eine geordnete Stichprobe von roten und
schwarzen Kugeln. Die roten Kugeln werden dann nach folgender
Regel auf die K + 1 Zellen verteilt:

Begint die Stichprobe mit einer roten Kugel, so kommt diese
und die folgenden roten Kugeln solange in die Zelle mit der Num-
mer 0, bis eine schwarze Kugel gezogen wird, andernfalls bleibt
die Zelle mit der Nummer 0 leer. Die schwarzen Kugeln bilden
nun die Trennwénde zwischen den folgenden Zellen mit den Num-
mern 1,..., K — 1. Die roten Kugeln zwischen der i-ten und der
i+ 1-ten schwarzen Kugel kommen in die Zelle mit der Nummer 4.
Die roten Kugeln, die auf die K-te schwarze Kugel folgen, kommen
in die letzte Zelle mit der Nummer K.

Ein Beispiel sagt mehr als tausend Worte: Es sei K =5, R = 6.
Die Stichprobe

T, T, 8,8, T, T\ T, 8,8, T, S
ergibt die Belegungszahlen 2,0, 3,0, 1,0.

Da alle (REK) Anordnungen von R roten und K schwarzen Ku-
geln gleichwahrscheinlich sind, bewirkt dieser Zufallsmechanismus,
daf} alle so erzeugten Belegungen der Zellen gleichwahrscheinlich
sind. Die Zufallsvariable X mit der durch die Gleichung (2.3.1)
gegebene Verteilung gibt die Anzahl der roten Kugeln in der Zelle
mit der Nummer 0 an.

k—1

K
R+ K-k :

R—

Pr i {X =k} = R

fir k=0,...,R.

1=0
Fir R, K — oo mit %—>>\ist

. 1 A Nk
R }én_l)oo Prx{k} = m (7) = Sp{k},

2.3.3
, 1+A ( )

wobei p = HAA und A der Erwartungswert von G ist.

Aus Symmetriegriinden hat die Anzahl der Kugeln in jeder an-
deren Zelle die gleiche Verteilung wie X und ist also aprroximativ
geometrisch verteilt.

(R;K) ist die Anzahl Belegungen von K + 1 Zellen mit R
nicht unterscheidbaren Objekten (— Folgerung(1.2.6). In der Phy-
sik heiflit diese Laplace-Wahrscheinlichkeit auf den Belegungen
die Bose-Einstein Statistik. Man findet sie in der Quantenme-
chanik bei der Beschreibung der sogenannten Bose-Teilchen. Ele-
mentarteilchen von diesem Typ sind ununterscheidbar, d.h. der
Austausch zweier Teilchen dndert nichts am Zustand des Systems.
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Es konnen mehrere Bose-Teilchen in der selben Zelle sein oder
physikalisch ausgedriickt, denselben Zustand haben. Ein anderer
Typ sind die Fermi-Dirac-Teilchen, die ebenfalls ununterscheidbar
sind, von denen aber immer héchsten eines in einer Zelle sein kann.
Die Gleichverteilung auf den moglichen Belegungen impliziert al-
so, das die die Zahl der Teilchen in der gleichen Zelle anndhernd
geometrisch verteilt ist.

Anmerkung. Im allgemeinen hat man bei Belegungenmit mit
unterscheidbaren Objekten nicht die Gleichverteilung (Bose-
Einstein-Statistik), sondern die Multinomialverteilung. Die An-
zahl der Objekte in einer Zelle ist dann die Randverteilung, also
binomialverteilt (— Beispiel [1.8.5)).

Wir werden analog zum Vorgehen im Beispiel 2.3.1] fiir Zufalls-
variable X, die By, p verteilt sind, den Grenzwert der Verteilung
fiir n — oo unter der Nebenbedingung E(X,) — A untersuchen.
Dabei stolen wir die auf die — Poissonverteilung auf N.
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2.4 Poisson-Verteilung
Anmerkung. Die Exponentialfunktion e* gilt
e = lim (1+5)" firseR. (2.4.1)
n— oo n
e® hat die Potenzreihenentwicklung
oo xn
x _ (-
ef = - fiir = € R. (2.4.2)
n=0
Fiir A > 0 ist e’AA > 0 und
0 n
> A (2.4.3)
n!
n=0

Man kann also mit diesen Werten ein diskretes W-Mafl auf Ng
bilden.

2.4.1 Bez. (Poisson-Verteilung)
1. Fiir A > 0 hei3t das Wahrscheinlichkeitsmaf3 Py

auf Ny mit
k

A
T)\{k} = e_)\?

die Poisson-Verteilung zum Parameter A

2. Eine Zufallsvariable X heifit Poisson-verteilt, wenn
sie ihre Werte in Ny annnimt und

ist.

2.4.2 Festst. (Eigenschaften: Poisson-Verteilung)
FEine Poisson-verteilte Zufallsvariable X hat den Erwar-

tungswert
E(X) =2\

und die Varianz
Var(X) = A

A ist also zugleich der Erwartungswert und die Varianz
ein Py-verteilten Zufallsvariablen.

Beweis.
A\E e A\E—1
ke —A =xe et =
-> o
Aus Feststellung [1.18.3 (ii) folgt
Var(X) = E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))?
%) . )\k
B(X(X 1)) =Y k(k—1)e o
k=0
0 A\e—2
— 22eA — A2e— 2t — )2
= (k—2)

und somit
Var(X) = A2+ X - 22 =\

2.4.3 Satz (Konvergenz gegen Poisson-Verteilung)
Fiir eine Folge von Binomialverteilungen B, ,, , (n € N),
deren Mittelwerte u,, := np, konvergieren:

lim g, =: A (2.4.4)
gilt
k
HILH;O Bop {k} =€ e (2.4.5)

Unter der Nebenbedingung (2.4.4) konvergiert die Bino-
mialverteilung gegen die Poissonverteilung.
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Beweis. Es ist

n e
Bopo (k) = (1) PR =pa)" "
1
= Lnn = 1) (kDA pu)
lnn-—1 n—k+1 , Un\n—k
- LT kg B
kKln n pn )

lnn—1

n—k+1 k Hn~\ —k Hn\n
= — —_— 1—-— 1-=—
k'n n n H"( n ) ( n )
Letzteres konvergiert fiir n — co gegen
1o
Bn,pn {k} — e
Dabei haben wir das folgende Bemerkung [2.4.4 benutzt:

2.4.4 Bem. Man kann die Gleichung (2.4.1) noch etwas
verschirfen: Fiir 0 < p, — A gilt
(1-HEmym e
n
Dies sieht man folgendermaflen ein: Da der natiirliche Logarithmus
log x die Ableitung % log z = 1/z hat, folgt aus dem Mittelwert-
satz der Differentialrechnung

_ By g = 1
log(l n)

mit 0 < &, < pn/n. Also gilt &, — 0 fiir n — co. Da log1 = 0 ist
folgt hieraus

(1- %)" = exp (nlog (1 — %))

Anmerkung. Die Approximation der Binomialverteilung B p
durch die Poisson-Verteilung Py mit A = np findet ihre Anwen-
dung fiir grofe Werte von n und sehr kleine Werte von p. Das ist
aus folgenden Griinden angebracht:

— Die Binomialkoeffizienten (n) werden schnell sehr groff und
die Werte der Binomialverteilung lassen sich fiir grole n und kleine
p nicht gut berechnen. Die Poisson-Verteilung kann gut rekursiv
berechnen:

PA(0) = e X, Pr(k) = %fpxk -1

— Manchmal sind n und p nicht genau bekannt, man weifl nur,
daB n groB und p klein ist. Wenn man den Erwartungswert A = np
schétzen schitzen, kann man die Verteilung trotzdem gut appro-
ximieren.

2.4.5 Bsp. (Verteilung der Schadensmeldungen)
Die Anzahl der Schadensmeldungen in einem Zeitraum
(0,¢], t > 0, sei proportional zur Lénge des Intervalls
(0, 1], also gleich «t mit einem empirisch zu ermittelnden
Faktor a. Die Schadensmeldungen treffen zuféllig ein,
z.B. bei einer Versicherung. Wie ist die Verteilung X
der Schadensmeldungen in einem festen Zeitraum (0, ¢]
anzusetzen?

Klar ist, X nimmt seine Werte in Ny an. Wir zer-
legen das Intervall (0,¢] in n gleichlange Teilintervalle.
Wenn n grof} ist und somit die Teilintervalle kurz sind,
ist anzunehmen, daf} in jedem Teilintervall hochstens ein
Schadenfall eintritt. Weiterhin nehmen wir an, dafl das
Auftreten eines Schadens in einem Teilintervall nicht da-
von abhéngt, ob und in welchen anderen Teilinterval-
len Schiaden auftreten. D.h., man kann so tun, als ob
die Schadensfille in den einzelnen gleichlangen Teilin-
tervallen n-fach Bernoulli-verteilt mit dem Parameter
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p = at/n sind Die Zufallsvariable X ist die Summe der
»Erfolge“. und folglich annéhernd binomialverteilt mit
den Parametern n und p ~ at/n.

Diese Uberlegung kann man fiir alle hinreichen grofen
n € N anstellen. Das liefert den Ansatz fiir die Verteilung
von X:

P{X =k} = lim B, or/n{k}
k
— (Pat{k} = e_at% fiir k£ € Np.
' (2.4.6)
fir k € No.

Anmerkung. Wir halten fest, die Poisson-Verteilung P, ist ein
Modell fiir die Anzahl rein zufillig auftretender Zeitpunkte in ei-
nem Zeitintervall. Man denke an die Zeitpunkte, in denen im Bei-
spiel 2.4.5) ein Schaden eintritt. Andere typische Beispiele sind
die in einem Callcenter eingehenden Anrufe, die iiber einen Mail-
Server weiterzuleitenden Emails, die Anzahl der Kunden an einem
Schalter, die Anzahl der Zeitpunkte, in denen ein Atom einer ra-
dioaktiven Substanz zerfillt. Das Intervall kann auch eine andere
Dimension haben, z.B. die Anzahl der Fahrzeuge auf einem Stra-
Benabschnitt.

Anmerkung. (zum Beispiel [2.4.5| Schadensmeldungen) In
der obigen Diskussion haben wir darauf verzichtet, einen formalen
W-Raum (Q, P) fiir X : (Q, P) — Np anzugeben. Wir gehen mal
davon aus, daf einen solchen Raum gibt und wollen die Herleitung
der Gleichung (2.4.6)) etwas priizisieren:

1. Man zerlegt das Intervall (0, t] in n-Teile und bezeichnet mit
Xn,j, ( =1,...,n) die Anzahl der Schadensmeldungen im j-ten
Teilintervall. Dann ist

X=Xn1+...Xan.
Wir haben vorausgesetzt:
Xn,l’ e

,Xn,n unabhingig und identisch verteilt. (x)

2. Dann haben wir X, ; durch die Indikatorvariable H{Xn,,j >1}
ersetzt und X durch die Summe

Sn=_ lix, >1}-
j=1

angendhert. Da die Ereignisse {Xn,j} > 1} unabhingig sind und
die gleiche Wahrscheinlichkeit p,, := P{Xy,1 > 1} besitzen, ist Sy
eine By, p, verteilte Zufallsvariable. Aus

Tix, 1213 < X
folgt

at
Pn = E(H{Xﬂ,ylzl}) < E(Xn,l) = ;

3. Wir haben dann mit ,munteren Worten® p, ~ at/n gesetzt,
d.h. wir setzen voraus, dafl

lim npn, = lim E(Sn) = B(X) = at (%)

Hiermit folgt aus Satz2.4.3

lim P{Sp =k} = lim By, {k} = Pat. (2.4.7)

Wir wollen nun schlielen, dafl X ebenfalls Poissson-verteilt mit
dem Parameter at ist.

4. Dazu zeigen wir die folgende Aussage:
Aus (*x) folgt

nh_)mocp(]g{xn,j > 2}) =0. (2.4.8)

D.h. bei immer feiner werdender Zerlegung wird das Auftreten
von mehr als einem Schaden immer unwahrscheinlicher. Dies sieht
man folgendermaflen ein:
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Wir benutzen in der folgenden Gleichung die o-Additivitit des
nicht genauer angegebenen Wahrscheinlichkeitsmafles P. Im Fal-
le diskreter W-Riume hatten wir die o-Additivitdt in Satz [2.2.3
gezeigt.

n n
E(Sn) =Y P{lix, ;13 =3
j=1

8

P{Xn; =k}
k

I

j=1
n oo |
<S> kP{Xp; =k} =Y E(Xn;) = B(X).
j=1k=1 j=1
Aus (xx) folgt somit
n o0
lim Y~ %" (k- 1)P{X, ; =k} =0.
j=1k=2

Aus der o-Additivitit von P folgt nun

P(UtXny 22}) <305 P{Xny =k}
j=1 J=1k=2
<3S (k- DXy =K} — 0
j=1k=2

und somit die die Gleichung (2.4.8).

5. Aus den Gleichungen (2.4.7) und (2.4.8) erhalten wir nun die
Verteilung von X. Wir zerlegen dazu die Menge {X = k} in die
folgenden Fille:

P{X=k}=PH{X =k}n{X=5})+PH{X =k}n{X #Sn})
= P({Sn = k} N {X = Sp}) + P({X = K} N {X # 5n})
= P{Sn =k} — P({Sn =k} N {X # Sn})

+PU{X =k}N{X #5,})
Da N
{X # 8} c J{Xn; > 2}

j=1
ist, folgt aus (2.4.8)
Jim P({Sn =k} n{X # Sn}) =0,
Jdim P({X =k} N{X # Sn}) =0.

Also ist P{X =k} = lim P{S, =k} = Past{k}.

Anmerkung. Bei der Herleitung der Poisson-Verteilung in der
obigen Anmerkung haben wir vorausgesetzt, dafl sich X als
Summe von n unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen schreiben 148t. Wir wollen zeigen, daf§ dies fiir eine Poisson-
verteilte Zufallsvariable fiir jedes n einzeln méoglich ist, indem wir
X durch eine passende Zufallsvariable X mit der gleichen Vertei-
lung ersetzen. Eigentlich benotigen wir einen W-Raum, auf dem
dies fiir alle n zugleich moglich ist.

In der Ubung wird gezeigt, daB fiir unabhiingig Zufallsvariable
X und Y, die Poisson-verteilt sind mit den Parametern A bzw pu,
die Summe X 4 Y wieder Poisson-verteilt ist mit dem Parameter
A+ .

Es sei X Poisson-verteilt mit dem Parameter A\. Man wihle eine
Zufallsvariable Y die Poisson-verteilt mit dem Parameter A/n ist.
Z.B. die identische Abbildung von (2, P) := (No, P /5,)-

Man bilde nun das n-fache Produkt (2", P®™) mit den Projek-
tionen pr,, : Q" — Q und setze

Xy =Yopr, firv=1,...,n.
Die X, sind unabhéngig und Py, verteilt. Also ist

n
X .= Z Xy
v=1

Py verteilt. B

Da X und X dieselbe Verteilung haben, kann man X durch X
ersetzen. Die letztere Zufallsvariable ist die Summe von n identisch
verteilten unabhéingigen Zufallsvariablen.
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2.5 Allgemeine W-Riume

Anmerkung. Wir geben die formale Definition eines W-Raumes.
Die diskreten W-R&ume ordnen sich hier als wichtiges Beispiel
ein. Wir werden keine tieferliegenden Ergebnisse iiber allgemeine
W-Réume herleiten, sondern benétigen die Definition im wesent-
lichen, um in den folgenden Beispielen die iibliche Terminologie
verwenden zu kénnen.

Es erweist sich als zweckméfBig und vielfach aus Griinden der
Logik als notwendig, dafl man bei iiberabzéhlbaren Ereignisrdaum-
en, wie z.B. bei den reellen Zahlen R, als Ereignisse nicht mehr
alle Teilmengen des Grundraumes zuldfit, sondern sich auf eine
kleineres Mengensystem beschrankt, dafl alle ,interessierenden“
Ereignisse enthélt. Im Fall der reellen Zahlen wird man z. B. die
Wahrscheinlichkeit von Intervallen berechnen wollen.

Wie wir bei der Untersuchung diskreter W-Riume bereits gese-
hen haben, ist das wesentliche theoretische und rechnerische Hilfs-
mittel die Approximation durch einfachere Modelle. Der Ubergang
zu Grenzwerten vereinfacht einerseits die Theorie aber auch die
praktische Berechnung. Der Grenzwert ist der ideale genaue Wert,
mit den man jede Approximation vergleichen kann. Die Kenntnis
des Grenzwertes ermdoglicht es oft andere, bessere Ndherungen zu
finden, als die, mit denen man zunéchst die Existenz des Grenz-
wertes und seine Eigenschaften gefunden hat.

Um Grenzwerte bilden zu kénnen, miissen wir fiir die Ereig-
nisse abzihlbare Mengenoperationen (Vereinigung, Durchschnitt,
Komplement) zulassen. Im Falle der reellen zahlen kommt man
also nicht umhin, auch all die Teilmengen zu betrachten, die sich
durch ,beliebig wiederholte” abzidhlbare Mengenoperationen aus
Intervallen bilden lassen. Man nennt dies das System der Borel-
Mengen B(R) auf R. Es wird sehr aufwendig und ist auch nicht
notig, dieses Mengensystem durch Konstruktionsvorschriften zu
beschreiben. Man charakterisiert die Borel-Mengen B(R) als das
kleinste Mengensystem, das alle Intervalle enthélt und aus dem
abzdhlbaren Mengenoperationen nicht hinausfithren.

Um diese Gedanken zu prézisieren gibt man eine axiomatische
Charakterisierung und gelangt so zum Begriff der o-Algebra:

2.5.1 Def. (0-Algebra)
Es sei Q eine Menge. eine Teilmenge A C 2% heifit ein
Mengensystem auf €.

Ein Mengensystem A heifit eine o-Algebra, wenn fol-
gendes gilt:

1. Qc A

2. Mit A € A ist auch das komplementéire Menge
A e A
3. Ist (A)nen in A, so ist auch

G A, € A
n=1

In der W-Theorie nennt das Paar (2, A) einen Ereignis-
raum und die Elemente von A Ereignisse. In der MaB-
theorie sagt man MefBraum oder mef3barer Raum
dazu.

Anmerkung.

1. Man beachte, es nicht gefordert wird, dafl eine o-Algebra
fiir beliebige Familien (A;);cs die Vereingungen | J;c; A; enthélt.
Diese Eigenschaft ist i.a. auch falsch.

Ein einfaches Beispiel ist die — sonst nicht weiter interessante —
o-Algebra

A:={A CR| A oder A hichstens abzéhlbar}.

Es sind alle einpunktigen Mengen {a} € A. Jede Menge ist Verei-
nigung ihrer Punkte. Da R iiberabzihlbar ist, ist A # 28, z.B. ist
das Intervall [0,00) & A.

2. In den Axiomen einer o-Algebra steht auch nicht, dafl die
einpunktigen Mengen zu A gehéren. Das wird aber hiufig der Fall
sein.
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2.5.2 Festst. (Rechenregeln: o-Algebren)
Es sei A eine o-Algebra auf der Menge Q.

(i) Esist ) =Q° e A.

(ii) Sind Ay,..., A, € A, so erginze man sie durch
0 = Apy1 = Anyo = ... zu einer Folge. Somit ist die
endliche Vereinigung Ay U---U A, = J,_, A, € A.

(iii) Es sei (Ap)nen in A. Nach der de Morganschen

Regel gilt:
NA=(UJ4) ea
n=1 n=1

(iv) Analog zum Punkt (ii) ist mit A4, ...
auch der Durchschnitt A;N---NA, € A.

VA, e A

(v) Ist (Ap)nen in A eine fallende Folge, d.h.
A1 DAy Ay D Apyr-,

dann kann man Ay, als disjunkte Vereinigung schreiben:

Ay, = (ﬁ An> U @k(An \ Ani),

Das System ﬂ;il A; und (An,\ Ant1)n besteht aus paar-
weise disjunkten Mengen. Ist (A,,), eine beliebige Folge
in A, dann kann man die Vereinigung der A, als dis-
junkte Vereinigung schreiben:

o0 00 n—1
Y=y a)

Also

GAn:AlU(Ag\Al)U(Ag\(AlUAQ))U...
n==k

2.5.3 Bsp. (0-Algebren)

1. Fiir eine beliebige Menge ist die Potenzmenge 2
eine o-Algebra auf Q. 29 ist offensichtlich die gréBte
o-Algebra auf Q. Sie ist i.a. viel zu grof.

Die kleinste o-Algebra auf  ist {Q,0}.

2. Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von o-
Algebren auf 2 ist eine o-Algebra.

3. Wenn Q = {w, | n € N} hochstens abzihlbar un-
endlich ist, so ist 2 die kleinste o-Algebra auf €, die
alle einelementigen Teilmengen (Punkte) von  enthélt.
Aus diesem Grunde rechnet man bei diskreten W-Rium-
en immer mit der vollen Potenzmenge.

4. Zu M C 2% gibt es eine kleinste M umfassende
o-Algebra, die man mit o(M) bezeichnet.
Beweis. Die Potenzmenge 2¢* ist eine o-Algebra ist, die M enthilt.

Nun bilde man den Durchschnitt aller o-Algebren, die M enthalten.
Dieser Durchschnitt ist nicht leer, ist eine o-Algebra, und enthilt M.

5. Ist insbesondere 2 = R, so bezeichnet man mit
B(R) die kleinste o-Algebra auf R, die alle offenen Men-
gen enthélt. B(R) heifit die Borel-Algebra von R.
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Jedes abgeschlossene oder halbabgeschlossene Inter-
vall ist Durchschnitt von abzéhlbar vielen offenen Inter-
vallen:

[a,b] = ﬁ(af%,bJr%),
la,0) = [ (a— %)

Weiterhin ist jede offene Menge in R die Vereinigung von
hochstens abzéhlbar vielen offenen Intervallen. Daher ist
B(R) auch die kleinste o-Algebra die alle beschrénkten
Intervalle enthélt.

B(R) ist auch die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle
der Form (—o0, a] enthilt.

Weiterhin ist jede einpunktige Menge {a} = [a,a] €
B(R) und somit auch jede abzéhlbare Menge in B(R)).

Wenn man von dem Ereignisraum R spricht, ist immer
(R, B(R)) gemeint.

6. Fiir ein Intervall I C R sei

B(I):={A| A€ B(R) und A C I}.

B(I) ist die kleinste o-Algebra auf I, die alle Teilinter-
valle von I enthalt.

7. Die Borel-Algebra B(RY) ist die kleinste o-Algebra,
die alle offenen Teilmengen des R? enthilt. Wie im Fal-
le n = 1 zeigt man, dafl B(R™) die kleinste o-Algebra
ist, die alle offenen oder alle halboffenen oder alle abge-
schlossenen achsenparallelen Quader enthélt.

Weiterhin ist B(RY) die kleinste o-Algebra, die alle
Mengen der Form

(=00, a1] X (—00,az] X -+ X (—00, ay]

enthélt.

2.5.4 Bem. (Bild und Urbild einer o-Algebra)
1. Es seien (2, A) ein Mefraum, Q0 eine Menge und

X :Q — Q eine Abbildung. Dann ist
A={Be2® | X B) e A}

eine o-Algebra.
Man beachte, das das Mengensystem {X(A) | A € A} i.a. keine
o-Algebra ist, selbst wenn X surjektiv ist, da i.a. X (A)¢ # X (A°)
ist.

2. Es seien Q) eine Menge, (ﬁ,.ﬁ) eine Mefraum und
X : Q — Q eine Abbildung. Dann ist

X '(A):={A€2?| A= X"(B) fiir ein B € A}

eine o-Algebra.

Anmerkung. Wir definieren nun den allgemeinste Version eines
W-Raumes.

2.5.5 Def. (W-Maf} auf einer o-Algebra)

Es sei (2, A) ein Mefraum. Eine Abbildung P : A —
[0,1] heiBt ein W-Maf, wenn die Axiome von Kolmogo-
rov gelten:
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1. P(Q) =
2. Fiir eine Folge (Ay)nen paarweise disjunkter Er-
eignisse in A gilt

o0

P(J 4n) :i A,)  (o-additiv)

n=1

Das Tripel (2, A, P) heifit ein W-Raum.

2.5.6 Satz (Rechenregeln: W-Mafle)
Es sei (2, A, P) ein W-Raum (— Definition2.5.5). Dann
gilt
(i) Fiir zwei disjunkte Mengen A, B € A ist
P(AUB)

= P(A)+ P(B) (additiv)

Es gelten also alle Rechenregeln aus Feststellung 1.1.6
iiber endliche Mengenoperationen.

(ii) Fiir eine beliebige Folge (A,,), in A gilt

P( [j An) < iP(A

(iii) Fiir eine monoton fallende Folge (A, )nen in A
gilt

(o-subadditiv)

P( ﬂ ) = lim P(A,). (von oben stetig)
(iv) Fiir eine monoton wachsende Folge (Ay,)nen in A
gilt

( U ) = lim P(4,). (von unten stetig)

n=1

2.5.7 Bsp. (Uniforme Verteilung)

1. Man zeigt in allen géngigen Lehrbiichern zur Ana-
lysis III, dal es genau eine W-Mafl U auf den Borel-
Mengen B([0,1]) gibt, so das

Ula,b] :=b—a fir0<a<b<l.
gilt. Aus Stetigkeit von oben bzw. unten folgt dann

Ula, b) = U(a,b] = U(a,b) = Ula, b]

Man nennt diese W-Maf} die uniforme Verteilung auf
[0,1]. In den Lehrbiichern zur Analysis heifit diese W-
Maf3 das Lebesgue-Maf3 und wird mit A bezeichnet.

2. Das Lebesgue-Maf3 ) existiert auch auf jedem ande-
ren echten, beschrinkten Intervall I C R. Um die unifor-
me Verteilung auf I zu erhalten, mufl man A normieren.
Man setzt

A(4)

Ur(A) = D

fir A € B(I).

Ist I = [a,b], so gilt also

d—c
b—a

Uz ([c,d]) = fira<c<d<hb.
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2 DISKRETE UND STETIGE W-RAUME

2.6 Zufallsvariable und ihre Verteilung

2.6.1 Def. (mef3bare Abb, Zufallsvariable)
1. Es seien (€, A) und (Q, A) MeBriume. Eine Abbil-

dung X : Q — Q heiBt meBbar, wenn
XY (B)e A firBe A

2. Ist (0, A, P) ein W-Raum und (Q, A) ein MeB-
raum, dann heifit eine mefbare Abbildung X : Q — Q
eine Zufallsvariable.

Wir schreiben hierfiir kurz X :

(Q, A, P) — (9, A).

Anmerkung. Fiir jede Zufallsvariable X : (€, 4, P) — (Q,.4)
definiert jedes B € A ein Ereignis {X € B} = X~ 1(B) € A,
dessen Wahrscheinlichkeit P{X € B} man bilden kann. Wie im
endlichen und diskreten Fall (— Satz[1.6.3) heifit

Px:Bw— P{XcB} firBcA
die Bildverteilung von X.

2.6.2 Festst. (Regeln: Zufallsvariable)
(i) Es seien (€, A, P) ein W-Raum, (9, A) und (Q, A)

MefBrdume. Ist X : Q — Q eine Zufallsvariable und w:
Q—Q mefbar, dann ist ¢ o X wieder Mefibar, also eine
Zufallsvariable.

(ii) Es seien (9, A, P) ein W-Raum, (Q, A) ein MeB-
raum und Ist D ein Erzeugendensystem von .,Z, d.h.,
o(D) = A.

Eine Abbildung X : Q — Q ist bereits eine Zufallsva-
riable, wenn

XY(D)e A fiir alle D € D gilt.

(i) Nach Vorausetzung ist fiir alle C € A
(poX)HC) = X" 1 (0)) € A

Beweis.

(ii) Das Mengensystem
A={Ae2® | X 1(A) e A}
ist eine o-Algebra, die D umfaBt. Also ist A= o(D) C A.

2.6.3 Satz (Verteilung einer Zufallsvariablen)
Es seien (Q,A, P) ein W-Raum, (£, A) ein Mefiraum

und X : Q — Q eine Zufallsvariable. Dann ist die Abbil-
dung

Px : A) — [0,1],

Px:Bw P(X'(B)) firBeA

ein W-MaB auf A.

Px heifit die Verteilung von X oder das Bildmaf} von
P unter X. (2, A, Px) heifit der von X induzierte W-
Raum.

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften aus Definition 2.5.5/ nach. Px
ist eine Abbildung von A in [0,1] mit Px(Q) = 1. Wir zeigen die
o-Additivitat: Fiir eine Folge (Bn)n paarweise disjunkter Mengen in

A gilt
) = P qu
P(U x )
i B =S Px(Bu).

n=1

C8

b

n

||C8
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Man beachte, wenn Bj, B2 disjunkt sind, so sind auch die Urbilder
X~1(By) und X~1(Bs3) disjunkt.
Anmerkung. Die Feststellung [1.6.4 gilt sinngem&f weiter:

2.6.4 Bem. (Funktionen von Zufallsvariablen)
Gegeben seien ein W-Raum (2, A, P), MeBréiume (€2, A)

(€, A) und Zufallsvariable
X: Q- f\l, Y:Q—Q
und eine mefibare Abbildung 7 : Q-0 so, daf3
X=ZoY

ist. Man bilde den W-Raum (€0, Py). Dann haben die

Zufallsvariablen
X:(QP)—Q und Z:(Q,Py)—Q

die gleiche Verteilung: (9, Px) = (; P;) oder kurz

(Py)z = Pzoy. (2.6.1)
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2 DISKRETE UND STETIGE W-RAUME

2.7 Eindeutigkeit eines W-Mafles

Anmerkung. (Problem: W-Funktion zu U identisch 0)

1. Fiir die Uniforme Verteilung auf [0, 1] hat jede einpunktige
Menge das Mafl Null:

=0

Bei endlichen und diskreten W-Raumen (€2, P) ist die W-Funktion
p : w — P{w} ein niitzliches Hilfsmittel (— Satz[1.1.7). Im Falle
der uniformen Verteilung ist die W-Funktion identisch 0 und niitzt
nichts bei der Berechnung von U.

2. Da es i.a. nicht einfach ist, die Werte P(A) eines W-Mafes
P fiir alle A € A zu berechnen, sucht man nach einem méglichst
einfachen Mengensystem D C A, derart daf§ P durch seine Werte
auf D eindeutig festgelegt ist. Das obige Beispiel zeigt, daf3 die
einpunktigen Mengen dazu i.a. nicht geeignet sind.

Der folgende Satz aus der MaBtheorie, den wir ohne Beweis
angeben, sagt, wie ein solches Mengensystem D beschaffen sein
muf. Fiir einen Beweis siehe z.B. [2| Anhang M.4 |.

1
U{a} = nlem U([a — o +

3. In den Anwendungen rechnet man die meiste Zeit mit der
Wahrscheinlichkeit von Ereignissen aus D. Aber ab und zu ist
es doch wichtig, dal man nicht auf diese kleine Mengensystem
beschriankt ist, sondern sich gedanklich in der von D erzeugten
o-Algebra frei bewegen kann.

2.7.1 Satz (Dynkin: Eindeutigkeit v. W-Maflen)
Es seien (0, A) ein MeBSraum und P, Q zwei W-Mafe
auf A. Ist D C A ein ()-stabiles Mengensystem und
stimmen P und @) auf D iiberein, so stimmen sie auch
auf der erzeugten o-Algebra o(D) iiberein. Wenn also
(D) = A ist, so folgt P = Q.

Dabei bedeutet, D ist ()-stabil:

DNEeD firalle D,EeD.

2.7.2 Bsp. (zum Satz von Dynkin)
Das Mengensystem

D := {(—o0, z1] % (=00, ] | z € R?}

ist ()-stabil und erzeugt die Borel-Algebra B(R?). Satz
2.7.1! fithrt zu der Definition [2.8.1] der Verteilungsfunk-
tion F(z) := P((—o0]) eines W-Mafles auf R.
Bsp. Sei Q ={1,2,3,4} und D = {{1,2},{2,3}}. Da

{1} ={1,2}\{2,3},

{2} ={1,2} n{2,3},

{3t =1{2,3}\ {1,2},

{4} =0\ ({1,24U{2,3})

gilt, ist die von D erzeugte o-Algebra gleich der Potenzmenge 2.
D ist nicht ()-stabil. Hier sind zwei verschieden W-Mafe auf €2,
die auf D iibereinstimmen:

P Laplace-W. auf Q,
= P([{2,4}).

Dieses Beispiel zeigt, dafl im Satz 2.7.1 die Voraussetzung, das
erzeugende System D ist [)-stabil, wirklich benstigt wird.
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2.8 Verteilungsfunktion

Anmerkung. Das Beispiel 2.7.2/fiihrt zu der folgenden Definition:

2.8.1 Def. (Verteilungsfunktion)
Ein W-MaB P auf B(R?) ist eindeutig durch seine Ver-
teilungsfunktion

F:R? —[0,1],

F:z — P((—00,31] X -+ x (—00,z))
festgelegt.

Manchmal nennt man F' auch kurz die Verteilung von P. Die Be-
zeichnung ,, Verteilung“ wird aber ebenfalls fiir das Bildmaf einer
Zufallsvariablen benutzt. Bei einer Zufallsvariablen X : (2, P) —
R? muB man sorgfiltig zwischen dem BildmaB Px und der Vertei-
lungsfunktion Fx von Px unterscheiden! Zur Unterscheidung wird
fiir F'x auch die Bezeichnung kumulative Verteilung verwendet.

2.8.2 Festst. (Verteilungsfkt. rechtsseitig stetig)
Es sei P ein W-Ma#f auf (R, B(R)) mit Verteilungsfunk-
tion F'. Dann gilt

(i) Fiir jede monoton fallende Folge (x),, mit
lim x, =b gilt

n—oo

lim F(z,)

n—oo

= ( roi —00 xn) = P((—o0,b]) = F(b).

F' ist also rechtsseitig stetig.

(ii) Fiir jede monoton fallende Folge (xy)n, mit
lim z, = —oco gilt

n—oo

D)

nhﬂn;() F(z,) = P( (—oo,asn]> = P(0) = 0.

Il
-

n

Esist also lim F(x)=0.

r— —00

(iii) Fiir jede monoton wachsende Folge (), mit
lim z,, = oo gilt

n—oo
o0
lim F(z,)= (U —00, xn) :P((—oo,oo) =1.
n=1

Es ist also lim F(z) = 1.

r—00

Anmerkung. In der Mafitheorie zeigt man die Umkehrung zu
Feststellung 2.8.2l

2.8.3 Satz (Maf3 zu einer Verteilungsfkt.)
Sei F': R — [0, 1] eine monoton wachsende, rechtsseitig
stetige Funktion mit

lim F(z)=0

r——00

und lim F(z) =

r—00

Dann gibt es genau eine W-Maf3 P auf der Borel-Algebra
B(R), so da8 F' die Verteilungsfunktion von P ist:

P((—o0,2]) = F(z) fiirz € R.
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Anmerkung. (Zum Bew. von Satz2.8.3) 1. Wir konstruieren
das gesuchte Mafl P als die Verteilung einer Zufallsvariablen

X :(0,1) > R,

die man die Quantilfunktion von F' nennt.

Dabei trigt (0,1) die uniforme Verteilung U (— Beispiel 2.5.7)).
und P ist das Bildmafl Ux. Die Abbildung X ist eine Art , Um-
kehrfunktion® zu F. Die genaue Konstruktion, die noch weitere
Anwendungen findet, formulieren wir in Feststellung [2.8.4l

2. Wenn F : R — (0,1) stetig und streng monoton wachsend
ist, und
lim F(z)=0 und lim F(z)=1.
r— —00 Tr—00
gilt, so folgt aus dem Zwischenwertsatz, dafl das Bild F(R) = (0,1)

ist. F' ist also bijektiv und hat eine stetige Umkehrfunktion X :
(0,1) — R, die die gewiinschte Gleichung (2.8.2) erfiillt.

3. Wenn F' nur monoton wachsend ist oder Sprungstellen hat,
definiert man eine verallgemeinerte Umkehrfunktion, die soge-
nannte Quantilfunktion:

2.8.4 Festst. (Quantilfunktion)
Sei F' : R — [0,1] eine monoton wachsende, rechtsseitig
stetige Funktion mit

lim F(z)=0 und

r— —0Q

lim F(z) =1.

T— 00

(i) Die Quantilfunktion (Quantil-Transformation) X
zu F' wird definiert durch

X(t) :=min{x e R| F(x) >t} firte(0,1). (2.8.1)

Man beachte, da F' rechtsseitig stetig ist, wird das Minimum in
Gleichung (2.8.1) wirklich angenommen. Man zeichne ein Bild, das
zeigt

— was in einer Sprungstelle von F' passiert,
— was passiert, wenn F' auf einem Teilintervall konstant ist

und wie X jeweils aussieht.

(ii) Nach Konstruktion der Quantilfunktion X gilt fiir
te(0,1),z€eR

Xt)<z & t<F(x)

XM (—o0,a]) = (0, F(2)] € B(0,1),  (28.2)

Aus Gleichung (2.8.2) folgt, daf8 X : ((0,1),B((0,1)) —
(R, B(R)) meBbar ist.

Anmerkung. Aus Gleichung (2.8.2) folgt fiir das Bildmaf} der
Quantilfunktion X:

2.8.5 Folg. (Verteilung der Quantilfunktion)

Die Quantilfunktion X ist eine reelle Zufallsvariable auf
dem W-Raum (0, 1) mit der uniformen Verteilung U und
es gilt

U(X (=00, 2]) = U((0, F(x)]) = F(a).

D.h. F ist die Verteilungsfunktion ihrer Quantilfunktion
X.

Anmerkung. Da jedes W-Maf P auf (R, 53(R)) durch seine Ver-
teilungsfunktion F' eindeutig bestimmt ist (— Definition 2.8.1),
kann man die Folgerung [2.8.5/ auch so aussprechen:

2.8.6 Folg.
Jedes W-Maf3 P auf (R,B(R)) ist Bildmaf einer reel-
len Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

((0,1),B(0,1), Uo,1))-
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Anmerkung. Da viele Programmiersprachen eine Funktion (ran-
dom) bieten, die eine uniform auf (0,1) verteilte Zufallsvariable
nachbilden, erméglicht die Konstruktion in Folgerung 2.8.6 die Si-
mulation beliebiger reellwertiger Zufallsprozesse.

Anmerkung. (Quartile und Median) Mit der Quantilfunktion
bestimmt man die sogenannten Quantile eines W-Mafles P, bzw
einer Verteilungsfunktion F', bzw einer Zufallsvariablen X. Eine
Zahl ¢ € R heifit ein a-Quantil, 0 < o < 1, von P, wenn

P((foo,q]) >a und P([q7 oo)) >1-a.

Ein %—Quantil q1/2 heifit ein Median. Ein Median ist ein
Punkt in R, an dem die Verteilungsfunktion das Niveau 1/2 ge-
rade tibersteigt oder iiberspringt. Im Fall einer Sprungstelle zahlt
dieser Punkt sowohl bei der linken wie bei der rechten Hélfte mit.
Wenn die Verteilungsfunktion in diesem Punkt nicht strikt mono-
ton wichst, ist der Median nicht eindeutig bestimmt.

Ist P die Verteilung einer reellen Zufallsvariablen X, so besagt
» q st ein a-Quantil von X ¢, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir Be-
obachtungen von X,

die < ¢ sind, mindestens « ist,
die > ¢ sind, mindestens (1 — «) ist.

Fiir eine reelle Zufallsvariable X auf einem Laplaceraum teilt das
1/4-Quantil q1/4 grob gesprochen die Anzahl der Beobachtungen
von X in einer langen Beobachtungsreihe im Verhéltnis 1/4 zu 3/4
auf.
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2.9 Dichtefunktion, stetige Verteilungen

Anmerkung. (Lebesgue-Maf3 und Lebesgue-Integral)

1. Auf (R, B(R)) existiert eindeutig ein Mafl A so, da§ das Maf
A(I) eines jeden beschrénkten Intervalls I gleich seiner Lénge ist.
Dieses Mafl A heiflit das Lebesgue-Maf3 auf den Borel-Mengen
B(R).

Definiert wird das Lebesgue-MaB auf B(R) wie folgt: Ist G C R
offen, so ist G Vereinigung von abzihlbar vielen offenen Intervallen

oo
G = U (an,bn), wobei —oo < apn < b < 0o gilt. Man setzt dann
1

n=

o0
AG) = { 3 (b —an) wenn alle ayn,bn €R,

[e%¢} sonst.

Fiir eine beliebige Menge A € B(R) betrachtet man alle offenen
Mengen G, die A umfassen und setzt dann

MA) = nf X(G).

Nun kann man zeigen, dafl so ein eindeutiges, wohldefiniertes Maf3
A auf B(R) erklirt wird, und, da8 fiir Intervalle I das Lebesgue-
Maf A(I) die Lénge des Intervalls ist.

2. Analog gibt es auf dem (R? B(R"™)) eindeutig das d-
dimensionale Lebesgue-Maf A%, welches fiir Quader und an-
dere elementare Korper den elementaren Inhalt angibt.

3. Da A(R) = oo ist, kann man durch Normierung aus R keinen
W-Raum machen. Um weitere Beispiel zu gewinnen, gehen wir
folgendermafBien vor: Wenn f : R — [0,00) eine intergrierbare,
nichtnegative Funktion mit

[ t@ae=1 ()

ist, so setze man fiir Intervalle (a,b], —co < a < b < oo,

b
Py((a,B]) = / f() de. (+4)

Dies erzeugt dann ein eindeutig bestimmtes W-Maf3 Py auf den
Borel-Mengen B(R). Man nennt f die Dichtefunktion dieses Ma-
Bes Py.

4. Wir miissen noch ein paar Worte dariiber verlieren, was inte-
grierbare Funktion bedeutet und was das das Integral in der Glei-
chung (%) bzw. (x*) eigentlich ist. Fiir eine tragkriftige Theorie
braucht man hier das Lebesgue-Integral, Dieses ist eine Erwei-
terung des Riemann-Integrals mit vielen schénen und praktischen
Eigenschaften, die man bei dem enger gefafiten Riemann-Integral
noch nicht findet.

In vielen praktischen Fillen ist die Funktion f stetig oder stiick-
weise stetig, so dal man die Integrale (%) und () mit Hilfe einer
Stammfunktion F' bilden kann:

b
Py((a b)) = / f@)ds = F(b) — F(a) (x+7)

P® = [ f@do= fim F@) - lm F) ()

Aber auch in diesem einfachen Fall ist das Lebesgue-Integral,
das natiirlich den selben Wert hat, ein niitzlicher Helfer.

5. Wir geben die allgemeine Definition einer Dichtefunktion,
beschrinken uns in den Beispielen dann aber auf den stiickweise
stetigen Fall.

2.9.1 Def. (Dichtefunktion, stetiges W-Maf3)
Eine integrierbare, nicht-negative Funktion f : R —
[0,00) heifit Dichtefunktion eines Wahrscheinlichkeits-
mafles P auf B(R), wenn fiir alle a,b mit —oco < a <
b < o0 gilt

b
P((a,b]) = / (@) da. (2.9.1)

Man nennt f auch Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz
Dichte von P.

Ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(R) mit Dichtefunk-
tion heifit ein stetiges W-Maf.
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Anmerkung.

1. Wir benétigen im folgenden nur den Fall, daf§ f stetig oder
stiickweise ist.

2. Wenn ein W-Mafl P auf B(R) eine Dichtefunktion f hat, so
ist diese nicht ganz eindeutig bestimmt. So kann man f in endlich
vielen Punkten abéndern, ohne den Wert des Integrals (2.9.1)) zu
verdndern.

Man kann zeigen, sind f1 und f2 Dichtefunktionen von P, so
ist die Menge {f1 # f2} eine Lebesgue-Nullmenge:

Mfr # fab =0.
Dann ist auch P{f1 # f2} =0.

2.9.2 Festst. (Verteilungs- und Dichtefunktion)
Es sei P ein W-Ma#f auf R mit Verteilungsfunktion F.

1. f ist genau dann die Dichtfunktion von P, wenn

F(z) = /_T f(&)d¢ firzeR (2.9.2)

gilt.

2. Man kann den Begriff der Ableitung einer Funktion da-
hingehend verallgemeinern, daff man die Gleichung (2.9.2)) als
F' = f schreiben kann. Wir wollen diese Verallgemeinerung
nicht weiter verfolgen. Aus dem Hauptsatz der Differential
und Integralrechnung folgt:

Ist die Verteilungsfunktion F' bis auf endlich viele Aus-
nahmepunkte stetig differenzierbar und gilt F' = f, so
ist f die Dichtefunktion von P.

2.9.3 Bsp. (Dichtfnkt. der uniform. Verteilng.)
1. Ein W-Mafle P auf einem Intervall I kann man als
W-Mafle auf ganz R auffassen. Man setze

P(A):= P(ANI) fiir A€ B(R).

Das so fortgesetzte W-Mafi P ist auf I konzentriert und die be-
dingte Wahrscheinlichkeit P(.|I) = P.

2. Fafit man die uniforme Verteilung Ujp 1; im obigen
Sinne als W-Maf auf R auf, so hat U 1) die Verteilungs-
funktion

fiir x <0,
F(z):=9x fir0<z<1,
1 firz > 1.
und die Dichtefunktion
0 firz <0,
fl)y:=<¢1 firo<z<1,
0 firz>1.

Da es auf einzelne Werte der Dichtefunktion nicht ankommt, kann
man auch f in den Punkten O und 1 auf den Wert 0 setzen. D.h,
f =1jg, 1) oder f =1[g,1) usw.

2.9.4 Bem. (Dichtefunktion auf R%)

Es sei P ein W-MaB auf (RY, B(R?)) mit Verteilungs-

funktion
F(z1,...,2q) = P((—00,21] X - -+ X (—00, 24])
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fiir z = (v;)%, € R?. Eine integrierbare, nichtnegative
Funktion f : RY — [0,00) ist die Dichtefunktion des
W-MafBes P, wenn fiir alle v = (z;)%_; € R? gilt

F(ml,...,xd>=/ 1 / U (€. ) dEy - déa.

Dann gilt fiir alle Quader A = (a1,b1] X (ag, bd]

by ba
P(a):/ T ety dey e

d
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2.10 Exponentialverteilung

2.10.1 Bez. (Exponentialverteilung)
Die Exponentialverteilung ist das kontinuierliche Analo-
gon zur geometrischen Verteilung (— Beispiel 2.1.3).

(i) Die Exponentialverteilung mit dem Parameter A >
0 hat die Dichtefunktion

Xe M fiir z > 0,
) =
1) {O fir x <0
= )\e_/\””]l(om)(ac).
und die Verteilungsfunktion

1—e ™ firz>0
Fla) = e tn*m ,
0 firx <0

= (1 — e )l o0y ().
Fiir die Quantilfunktion erhélt man
_log(1—1t)
A

(ii) Die Bedeutung des Parameters A > 0 erklért sich
aus dem — FErwartungswert und der — Varianz einer
exponentialverteilten Zufallsvariablen X:

X(t) = fir t € (0,1).

E(X):/ zhe M dr =
0

1
X7
Var(X) = B(X?) — (EX)? = %

Anmerkung. In den folgenden beiden Bemerkungen diskutieren

wir Zufallsexperimente, in denen die Exponentialverteilung typi-
scherweise auftritt.

2.10.2 Bem. (geom. Vert. — exp.Vert.)

Um den Zusammenhang zur geometrischen Verteilung
(— Beispiel 2.1.3)) herzustellen, sei (X, ), eine Folge geo-
metrisch verteilter Zufallsvariabler mit den Parametern
Pn. Wir setzen voraus, daB lim np,, = X ist. Der Grenz-

n—oo

wert der Erwartungswerte der Variablen X, /n ist dann
(— Feststellung [2.2.5))

E(ﬁ):L_l_,l,
n nPpn N A

Fiir x > 0 betrachten wir die Wahrscheinlichkeit der
Menge

Xn

{— < a:} ={X,, < nz}

n
Da die geometrische Verteilung auf Ny konzentriert ist,
haben {X,, < na} und {X,, < |nx]} die gleiche Wahr-
scheinlichkeit, wobei |nz| die grofite ganze Zahl < nx
ist. Fiir die Verteilungsfunktion von X, /n folgt nun

Px, n((=00,2]) = Px, (=00, [nz]])

Version: 9. Juli 2003



2 DISKRETE UND STETIGE W-RAUME

Fiir n — oo konvergiert dies gegen 1 — e™** (— Be-
merkung 2.4.4) Somit ist X,,/n fiir grofie n anndhernd
exponentialverteilt mit dem Parameter A\ = lim np,,.

n—oo

Anmerkung. (Interpretation der Rechnung in Bem.
2.10.2) Die geometrische Verteilung G,{k}, k& € Np, gibt die
Wahrscheinlichkeit an, dafl in einem oft genug wiederholten
Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p der erste
Erfolg nach k£ Miflerfolgen eintritt. Man stelle sich vor, dafl die
einzelnen Bernoulli-Experimente in einem festen Takt mit Takt-
zeit 1 durchgefiihrt werden. Verkiirzt man die Taktzeit auf 1/n,
n € N, so sei die Erfolgswahrscheinlichkeit p,. Die Zufallsvariable
Xn gebe an, wieviele Takte der Lénge 1/n vergangen sind, bis der
erste Erfolg eintritt. Die Zufallsvariable X, /n gibt grob gesagt die
Zeit an, die verstrichen ist, bis der erste Erfolg eintritt.

Die getroffene Voraussetzung np, — A besagt, dafl der Erwar-
tungswert fiir die Zeit bis zum ersten Erfolg gegen 1/ konvergiert.
Die Rechnung zeigt, dal dann die Verteilungsfunktion von X, /n
gegen die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung zum Pa-
rameter A konvergiert.

2.10.3 Bem.
Wir erinnern an das Beispiel 2.4.5 der Anzahl der Scha-
densmeldungen, die bei einer Versicherung nach dem
Zeitpunkt 0 bis einschliellich zum Zeitpunkt t > 0 ein-
gehen. Wenn )\ > 0 die durchschnittliche Zahl der Scha-
densmeldungen in einem Zeitraum der Léange 1 ist, so ist
die Anzahl der Schadensmeldungen im Zeitraum (0,t]
Poisson-verteilt mit dem Parameter At.

Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit P((0,1]),
daf} im Zeitraum (0,t], (t > 0), mindestens ein Schaden
gemeldet wurde:

P((0,1]) = > Pafk} =1 - Pr{0} =1-¢.
k=1

Da wir erst die Schidden nach dem Zeitpunkt 0 registrie-
ren, ist P((—o0,0]) = 0. Die Wahrscheinlichkeit fiir min-
destens einen Schadensfall bis zum Zeitpunkt t ist also
exponentialverteilt mit Parameter \:

L—e M (t>0),

Pl=eet) =4, (t < 0).

Anmerkung. Wir halten fest, bei einem Experiment mit rein
zufillig auftretenden Zeitpunkten, ist die Anzahl der Zeitpunkte
im Zeitintervall (0,¢] Poisson-verteilt mit Parameter At und die
Wartezeit auf den ersten Zeitpunkt exponentialverteilt mit Para-
meter . Dabei ist A die durchschnittliche Anzahl der Zeitpunkte
pro Zeiteinheit und 1/\ die durchschnitliche Wartezeit.

Eine exakte Untersuchung findet man in den Lehrbiichern
zur Wahrscheinlichkeitstheorie unter dem Stichwort Poisson-
Prozess.
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2.11 Normalverteilung

Anmerkung. (Formeln zur Normalverteilung) Die Funktion

—a2/2

fir z € R (2.11.1)

1
piz— ——e
T
ist positiv und symmetrisch um den Nullpunkt. Die Funktion ¢
fallt sehr schnell, so daf} fiir alle Potenzen k € Ng

lim zFp(z) =0 (2.11.2)

z—too
ist. Man kann zeigen, daf} diese Funktion keine Stammfunktion in-
nerhalb der elementaren Funktionen (z¥,log z, e*,sinx, cosx, .. .)
hat. Man bezeichnet die Stammfunktion mit

x
<I>::c»—>/ /2 de fiir z € R. (2.11.3)
— 00
und nennt sie die Gaufische Fehlerfunktion oder wegen der
Form ihres Graphens auch die Gauf3sche Glockenfunktion. Da-
bei ist die Integrationskonstante so gew#hlt, dafl

lim ®(z)=0

r——00

(2.11.4)
ist. Der Faktor 1/4/27 in der Definition von ¢ ist so gewéhlt, dal

lim ®(z) = \/%/Oo e /2 g =1
T — 00 T J—00

wird. ® ist stetig differenzierbar mit Ableitung ® = . Da ¢ > 0
ist, ist

(2.11.5)

®  strikt monoton wachsend. (2.11.6)
Die Gleichung (2.11.4)),(2.11.4) und (2.11.6) besagen, dafl & Ver-
teilungsfunktion eines W-Mafles auf R ist (— Satz[2.8.3)).

Da ¢ symmetrisch um den Nullpunkt ist, ist der Mittelwert
dieses W-Mafes

oo
/ zp(z)dz = 0. (2.11.7)
—o00
Es ist %g@(z) = —z¢(z). Durch partielle Integration erhélt man

/oo 22p(z)) de = _{x : (p(m)‘:} + /j:o ple)de =1 (2.11.8)

—o0

und somit ist die Varianz = 1.
Einige Werte von ®

z |0 067 1,00 1,28 1,64 1,96 2,33 3,008
®(z) ‘ 0,5 0,75 0,84 0,90 0,95 0,975 0,99 0,999
(2.11.9)

Die Werte fiir z < 0 erhilt man aus der Symmetrie ®(—z) =
1— ®(z).

2.11.1 Bez. (Standard-Normalverteilung)
Das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(IR)) mit der Dich-
tefunktion

=22 fiir g eR

e

1
p(r) = Ton

und der Verteilungsfunktion
<I>:ac»—>/ 6_52/2d£ fiir z € R.

heilt die Standard-Normalverteilung auf R.

Der Erwartungswert der Standard-Normalverteilung
ist 0 und die Varianz ist 1. Daher wird die Standard-
Normalverteilung mit Ny ; bezeichnet.

Anmerkung. Durch Substitution

— 1
T = u und dzx = —d§
o
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folgt aus den Gleichungen (2.11.5) —(2.11.8)
0 1 _
[ (55r) e
oo 1q _
[ eqe(5) =
[ ge(S5E) ot ent

Also ist 1% — cp(%) die Dichtefunktion eines W-Mafles mit

Mittelwert g und Varianz o2.

Fiir die zugehorige Verteilungsfunktion erhélt man mit der Sub-
stitution £ = ot + p

[ Lo tyae= [ 7 ema=a(*2)

o0 O

(2.11.10)

Durch Verschiebung und Skalierung erhdlt man aus der
Standard-Normalverteilung eine ganze Familie von W-Mafen.

2.11.2 Bez. (Normalverteilungen N, ;2)
Das W-Ma8 auf (R, B(R)) mit der Dichtefunktion

lw(f—u): exp(_(x—u)Q)

o o V2mwo? 202

heifit die Normalverteilung mit Mittelwert g und Va-
rianz o2. Es wird mit N, o2 bezeicnet. Die zugehorige
Verteilungsfunktion ist

[ el 5h) s =o(=22),

o0

wobei ® die Verteilungsfunktion von Ny ; ist.

2.11.3 Festst. (affine Transform. normalvertl. ZV)

(i) Es sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilung
N, o2. Fiir o, f € R, a # 0 hat dann Y := aX + 3 die
Verteilung N4 8, (a0)? -

(ii) Es seien o, B € R, & > 0. Dann gilt fiir x € R
r—p3
} =

(%

NH’Uz{—OO, Na#_;,_g_’(aa)z{—oo,t}.

(ili) Wenn X normalverteilt mit den Parametern p
und o? ist, dann ist die zentrierte normalisierte Zufalls-
variable X* = (X — p)/o standard-normalverteilt (—
Bezeichnung 2.12.1))

(iv) Fiir p,o € R, 0 >0
T —
Noa{=00, “—F} = N,y 2 {~00,a}.
Beweis. (i) Klar ist, daB
E(aX +8) = aB(X) + 5,
Var(aX + 8) = o2 Var(X)

ist. Zu zeigen ist, daB Y normalverteilt ist. Es sei zunichst o > 0
Da

y—p
{YSy}={aX+ﬁ§y}={X§?}
hat die Verteilungsfunktion Fy die Gestalt
S e—p
Fy(y) = / *w( ) dg
o O o
v 1 n—(ap+8
- / 7(p(¥) dn
oo QO ao
wobei £ = % substituiert wurde. Die Dichtefunktion von Fy ist
also ) ( 8)
Yy — (ap +
y— —p(F— )
ao ao

und folglich ist Y normalverteilt mit Erwartungswert au + 6 und
Varianz (ac)?.
Die Aussagen (ii) , (i) und (iv) folgen nun aus (i)
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2.12 Grenzwertsatz von Moivre-Laplace

2.12.1 Bez. (normierte zentrierte ZV)
Um Zufallsvariable bsser vergleichen zu koénnen ver-
schiebt und skaliert man ihre Werte so, dafl der Erwar-
tungswert zu 0 und die Varianz zu 1 wird:

zentrieren: Zu einer Zufallsvariablen X mit Erwar-
tungswert p bilde man ¥ = X — p. Dann ist
E(Y)=0.

normieren: Zu einer Zufallsvariablen Y mit Varianz o
bilde man Z =Y /o. Dann ist Var(Z) = 1.

normieren-zentrieren Zu einer Zufallsvariablen X
mit Erwartungswert p und Varianz o2 bilde man

2

X _
X* = M.
o

X* ist dann zentriert und normiert:

E(X*) =0, Var(X*)=1.

2.12.2 Satz (Moivre-Laplace)
Es sei (Xi)y eine Folge binomialverteilter Zufallsvaria-
bler mit dem jeweiligen Parameter n; € N, pi, € (0,1).
Wenn

kli_)ngo Var(Xj) = o0
ist, dann konvergieren die Verteilungsfunktionen Fx

der normierten und zentrierten Zufallsvariablen

o X = BE(Xy)
T Var(Xy)

Xy — ngpr
nkpr (1 — pr)

gegen die Standard-Normalverteilung. Die Konvergenz
ist gleichmaBig auf R:

lim sup |FX;; (z) — @(z)| = 0.

k—00 2R

2.12.3 Folg. (Moivre-Laplace)
Es seien 0 < p < 1 und (S,,), eine Folge B, ,-verteilter
Zufallsvariablen. Dann gilt

lim sup |P{a < S} <b} — ®(b) — ®(a)| =0.

n—oo ll<b

Anmerkung. (zum Satz von Moivre-Laplace) 1. Der Satz
von Moivre-Laplace ist ein Spezialfall des zentralen Grenzwert-
satzes.

2. Man benétigt nur die Voraussetzung, dafl die X binomial-
verteilt sind und ihre Varianzen

Var(Xy) = ngpr (1 — pg) — oo fiir k — oo.
Dann konvergieren auch die Erwartungswerte
E(Xk) = ngpr > ngpr(l — pg) — 00

und die Anzahlen n; — oco. Die py miissen nur 0 < pj, < 1 erfiillen,
ansonsten ist ihr Verhalten fiir K — oo unwichtig.

3. Man beachte, dal die Verteilungen F'xx konvergieren. Es
wird nichts iiber die Konvergenz der Zufallsvariablen X' gesagt.
Letzteres macht auch keinen Sinn, denn die Xj haben zwar al-
le ihre Werte in Ng C R, sie kénnen aber ganz unterschiedliche
Definitionsbereiche haben: Xy, : (Qg, Pr) — No.
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4. Der Satz sagt etwas iiber die Konvergenz der Bildmafe
(Px) Xx; aus. Die Zufallsvariablen sind eigentlich tiberfliissig, ma-
chen aber die Formulierung anschaulicher.

Man kann den Satz von Moivre-Laplace auch als Grenzwertsatz
fiir Folgen (Bn, ,p, )k von Binomialverteilungen formulieren. Bei
dem Bewesis eines vorbereitenden Hilfssatzes, des lokalen Grenz-
wertsatzes, werden wir diesen Standpunkt auch einnehmen.

2.12.4 Folg. (Approximation der BinomialV.)
Es sei 0 < p < 1. Dann gilt fiir n — oo

sup B (=00, 1) = No. s ) (=00, 1) = 0.
S
Also ist fiir k,1 € Ny
k—mnp
(e = )
Vnp(l —p)
und
I —mnp > <1> < k—np >

Vnp(l —p) Vnp(1 —p)
Die Approximation wird noch etwas besser, wenn man die soge-
nannte Stetigkeitskorrektur vornimmt:

Bn,p{k,...,Z}_cp(

B ((—o0, k]) ~ ¢<%>
und
Bn,p{k,...,z}:(}(%) - <%>'

Mit heutigen Computeralgebraprogrammen kann man
B.,,p auch fiir groBe n recht genau berechnen. Fiir for-
melméBige Rechnungen ist aber die Ndherung durch die
Gaufische Fehlerfunktion tiberlegen.

Anmerkung. Das folgende Bsp. ist dem Lehrbuch [I] von Krengel
entnommen:

2.12.5 Bsp. (Bestimmung: Stichprobenumfang)
Wir wollen den Prozentsatz der Wahler einer Partei A
schitzen. Werden n Wihler befragt und sind darunter
Sn Wiéhler der Partei A, so sei S, /n der Schitzer fiir
die Wahrscheinlichkeit p, dafl ein zufillig ausgewahlter
Wiihler fiir die Partei A stimmt.

Wie grofl mufl n sein, damit die Wahrscheinlichkeit
eines Irrtums in der Schitzung von p von mehr als 1%
kleiner als 0,05 ist?.

Es soll also gelten

Sn
P{ —0,01 <22 —p§0,01} ~0,95.
n

Wir nehmen an, dafl die Befragungen unabhéngig sind und somit
die Sp Bn,p verteilt sind.

Mit g, = np und o, =
Folgerung 2.12.3

np(1 — p) ergibt sich mit

1 1
0795%P{—0’0 n <s < 0,0 n}
On On
%(P(O,Oln) _@(_ 0,01n>
On On
:2@(0,01n) 1
On
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Also ®(0,01n/0,) =~ 0,975.
Aus der Tabelle (2.11.9) entnimmt man ®~1(0,975) =

1.96. Also muf
0,01
————~1,96 < n=p(l-p)10.000- 1,96
np(l —p)

sein.
Nun ist p leider unbekannt. Da aber max p(1 —p) =
0<p<1

0,25 ist kommt man in jedem Fall mit
n = 0.25-10.000 - 1.96% = 9600

Befragungen aus. Hat man von vorneherein die Informa-
tion, dal p < 0,1 ist, so ist max p(l—p)=0,1-0,9 =
0<p<0,1

0,09. Man kommt nun mit
n =0,09-10.000 - 1,962 = 3450

Befragungen aus.
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