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1 ENDLICHE W-RAUME

1 Endliche W-Riume

In diesem Kapitel werden einige Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitstheorie (W-Theorie) fiir den beson-
ders einfachen Fall eines endlichen Wahrscheinlichkeits-
raumes (W-Raumes) eingefiihrt und einfache Folgerun-
gen gezogen.

Die genaue Regelung der Bezeichnungen mag fiir den
endlichen Fall etwas spitzfindig klingen, bietet aber die
folgenden Vorteile:

— Die Definitionen Bezeichnungen und Folgerungen gel-
ten fiir allgemeinere W-Ridume sinngemafl weiter. Es
kommen nur noch einige mathematische Feinheiten
hinzu, die im endlichen Fall keine Bedeutung haben.

— Die genaue Festlegung der Bezeichnungen erlaubt es,
in Beispielen kurz und prézise zu sagen, wie das Mo-
dell aussehen soll und was zu berechnen ist.

— In den zugehorigen Ubungen geht es hiufig darum,
umgangssprachlich formulierte Probleme, sogenante
Textaufgaben, in die streng geregelte Sprache der W-
R&ume zu iibersetzen. Die anschlieBende W-Rechnung
ist dann zumeist nur noch Fleiflarbeit. Bei endlichen
W-Réumen kommt man mit den Grundrechenarten
»+ — - /¢ und etwas Elementarmathematik aus.

1.1 W-Maf} und W-Funktion

1.1.1 Bez. (endlicher Grundraum)

Math.: Der Grundraum §2 ist eine nichtleere endliche

Menge. Die Elemente werden mit w € €2 bezeichnet. Die

Anzahl der Elemente || € N ist eine natiirliche Zahl.
29 bezeichnet die Potenzmenge von €. Fiir die Teil-

mengen von € verwenden wir die Buchstaben A, B € 29,

Modell: Ein Experiment mit endlich vielen mogli-
chen Ausgéngen. ) ist die Ergebnismenge oder der
Ergebnisraum des Experimentes und enthilt alle
moglichen Ausginge und eventuell auch einige unmogli-
che Ausgéinge.

Es kann aus mathematischen Griinden praktisch sein, einige
unmogliche Ausgéinge hinzuzunehmen, wenn 2 dadurch einfacher
anzugeben ist (— z. B. Bemerkung 1.5.5)

Die Elemente w nennt man die Elementarereignisse
des Experiments. Die Teilmengen A € 2% heiBen Ereig-
nisse

Je nach Beispiel sind noch weitere Bezeichnungen fiir
Q) iiblich: Stichprobenraum . ..

1.1.2 Bsp. (Wiirfelexperiment)
Ergebnisraum: = {1,2,3,4,5,6},

Elementarereignis: 6 € (). Es ist eine 6 gewiirfelt wor-
den.

Ereignis A := {2,4,6} € 2. Es ist eine gerade Augen-
zahl gewiirfelt worden.

1.1.3 Bez. (Wahrscheinlichkeitsfunktion)
Math.: Eine W-Funktion p ist eine Funktion

p:Q—[0,1] mit przl.
weN
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Fiir eine Teilmenge A € 2 setzt man

P(A) = Z Pw
w€eA
und nennt die Zahl P(A) die Wahrscheinlichkeit von A.
Die Abbildung
P:2% —0,1]
heifit das zu p gehérende Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Man kann die W-Funktion aus dem W-Maf3 auf einfache Weise
rekonstruieren. Offensichtlich gilt p, = P({w}).

Modell: Die Ergebnisse eines Experiments sind zufillig.
Fiir jedes Elementarergebnis w setzt man die Wahr-
scheinlichkeit p,, fest, daf§ w eintritt. Die Wahrschein-
lichkeiten p,, sind nichtnegative Zahlen und so normiert,
dafl die Summe der Wahrscheinlichkeiten 1 ist.

Ein Ereignis A tritt ein, wenn der Ausgang w des Ex-
perimentes in A liegt. Die Wahrscheinlichkeit, das das
Ereignisses A eintritt, ist die Summe der Wahrschein-
lichkeitem p,, mit w € A.

Man interpretiert die Werte P(A) = 0 als unmdgliches
Ereignis und P(A) =1 als sicheres Ereignis.

Anmerkung. Man findet in der Literatur (— [7][Hinderer]) fiir
die W-Funktion p auch die Bezeichnung Zdhldichte. Die Be-
griindung hierfiir ist, dal auf endlichen W-R&umen die Funktion
p die Dichte des W-Mafles P beziiglich des Zihlmafles ist. Das
Zahlmafl ordnet jeder Teilmenge die Anzahl ihrer Elemente zu.

Bei , kontinuierlichen* W-Maflen tritt an die Stelle des Z&hl-
mafes hiufig das Lebesguesche Mafl (Lénge, Fliche bzw. Raumin-
halt). In diesen Problemen haben die W-Mafe eine Dichtefunktion
p beziiglich des Lebesgueschen Mafes.

1.1.4 Bsp. (fairer Wiirfel)
Ergebnisraum: Q ={1,2,3,4,5,6},

W-funktion: Fairer Wiirfel bedeutet, dafl alle sechs
Elementarereignis gleichwahrscheinlich sind. Also
ist:

pw:% firw=1,2,...,6.

W-Maf}: Das Ereignis, es ist eine gerade Augenzahl
gewiirfelt worden, hat die Wahrscheinlicheit

1 1 1 1
P({2,4 =—-4-4+=-==.
Anmerkung. Wir werden spéter auch Zufallsexperimente mit ei-
ner kontinuierlichen Zahl von Elementarereignissen untersuchen.
Der Grundraum ist dann z. B. ein Intervall Q := [a,b] C R.

Man denke an eine zuféllige Drehung mit Drehwinkel w €
[0, 27). In diesem Modell ist die Wahrscheinlichkeit, da der Dreh-
winkel exakt 45° ist, wohl 0. Die Wahrscheinlichkeit, dafl der Dreh-
winkel im ersten Quadranten liegt wird 1/4 sein. Etwas allgemei-
ner:

P{w}) =0 und P([a,b]) = b;—wa fir 0 <a<b<2m.
Wie man sieht, ist nun die Funktion w — P({w}) = 0 nicht sehr
interessant! Die richtige Verallgemeinerung der W-Funktion ist die
Dichtefunktion, die aber i.a. nicht so einfach zu erkldren ist.

Im Hinblick auf allgemeinere Situationen stiitzen wir die axio-
matische Beschreibung endlicher W-Rdume auf den Begriff des
W-Mafles und nicht auf den zunéchst einfacher erscheinenden Be-
griff der W-Funktion. Die W-Funktion ist aber ein sehr niitzliches
Hilfsmittel bei der Berechnung des W-Mafes.

1.1.5 Def. (endlicher W-Raum)

Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar
(Q, P), bestehend aus einer nichtleeren endlichen Menge
Q und einer Abbildung P : 2 — [0, 00) mit den folgen-
den FEigenschaften:
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1 ENDLICHE W-RAUME

(i) P(€) =1,
(ii) P(AUB) = P(A)+ P(B) fiir disjunkte A, B € 2%

P heiBt W-Maf auf €.
Die Eigenschaft (i) ist eine sinnvolle Normierung. Die
Eigenschaft (ii) heifit (endliche) Additivitét.

Anmerkung. Im physikalischen Sprachgebrauch bezeichnet man
W-Mafe als Statistiken, z. Bsp. Boltzmann-Statistik in der kineti-
schen Gastheorie. Das kollidiert mit dem sonstigen Gebrauch des
Wortes Statistik

1.1.6 Festst. (Rechenregeln fiir W-Mafle)
Es seien A, B, Aq,..., A, € 2.

Wenn A4, ..., A, paarweise disjunkt sind, gilt:
P(lJA)=> P4, (1.1.1)
v=1 v=1
Fiir beliebige Ay, ..., A, gilt:
Pl JA) <> PA); (1.1.2)
v=1 v=1
Speziell ist:
P(A)+ P(A) =1 (1.1.3)
P(A\B)+ P(ANnB)=P(A); (1.1.4)
P(0) = 0; (1.1.5)
P(AUB)+ P(ANB) = P(A) + P(B), (1.1.6)

Wenn A C B ist, dann gilt

P(A) < P(B). (1.1.7)

1.1.7 Satz (W-Mafl & W-Funktion)
Es sei ) eine nichtleere, endliche Menge.

(i) Ist P ein W-MaB auf Q, so ist

p:Q— 10,1 mitp, :=P{w})

eine W-funktion auf ().

(ii) Zu einer W-Funktion p : Q — [0,1] gibt es genau
ein W-MaB P : 2% — [0, 1] mit p, = P({w}).

In beiden Féllen gilt

P(A):pr

weN

Anmerkung. 1. Der axiomatische Zugang zur W-Theorie (Kol-
mogorov 1933) erklirt den W-Raum durch die Regeln (Axiome),
die ein W-Raum erfiillen muf}. Im Falle eines endlichen W-Raumes
sind dies die Regeln aus Definition 1.1.5.

2. Diese Regeln enthalten keine Angaben, wie in einem konkre-
ten Beispiel die Wahrscheinlichkeiten festzulegen sind.

Dazu bendtigt man weitere Informationen iiber das konkrete
Modell. Folgerungen aus den Axiomen helfen dann bei der Festle-
gung der Wahrscheinlichkeiten, wie wir in dem sehr einfachen (!)
Beispiel 1.1.4 gesehen haben.
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1.1.8 Bem. (Hiufigkeitsinterpretation)
Man wiederhole ein Zufallsexperiment sehr héufig und
achte darauf, dal die verschiedenen Experimente sich
nicht beeinflussen. Man sagt hierzu, die Experimente
sind unabhéngig.

Bei n-maliger Wiederholung erhélt man die Ergebnis-
sel

L1,L2,L3y...Tp-

mit z,, € Q. Fiir eine Teilmenge A € 29 bezeichne
Rold) = 13" 1a(an)
n = n Z ATy

die relative Haufigkeit, mit der das Ereignis A in den n
Experimenten eingetreten ist. Dabei ist 14 die charak-
teristische Funktion oder Indikatorfunktion von A:

1 firwe A,

1 =
A(w) 0 firw¢gA.

Man wird naiv erwarten, daf} fiir groe n die relative

Hiufigkeit R,,(A) ungefiihr gleich der Wahrscheinlich-
kiet P(A) ist.

1.1.9 Bez. (empirische Wahrscheinlichkeit)

Die bei der Wiederholung zufélliger Experimente unter
gleichen Bedingungen beobachteten relativen Haufigkei-
ten verwendet man als sogenannte empirische Wahr-
scheinlichkeiten. Bei festem n ist

295 A— R,(A)

ein W-Maf} auf Q.

Anmerkung. Hierauf beruht die statistische Schdtzung der
Wabhrscheinlichkeit, z. Bsp. Sterbetafeln. Man mochte aufgrund
von beobachteten relativen Héufigkeiten in einer Versuchsserie
Vorhersagen fiir die relative Hiufigkeit in einer zukiinftigen Ver-
suchsserie machen.

Dies setzt voraus, das wir die Ergebnisse des Experiments als
zufdllig betrachten kénnen. D. h., es gibt keinen Anlafl an der Er-
fahrungstatsache zu zweifeln, dafl bei Wiederholungen des Experi-
ment mit mindestens derselben Anzahl von Versuchen, die relative
Haufigkeiten nur sehr wenig schwanken werden.

Problem: Was sehr wenig ist, hingt von der Fragestellung ab.
Wie grof3 soll man n wéhlen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
daf3 das beobachtete n-Tupel x1,x2,23,...x, ein Ausreifler ist:
n-mal Kopf beim Miinzwurf!

Die axiomatische W-Theorie leistet bei der Beantwortung dieser
Frage Hilfestellung — Schwaches Gesetz der grofien Zahl.

1.1.10 Bez. (Laplace-Wahrscheinlichkeit)

Math.: Die Grundmenge hat ’Q‘ := n Elemente. Alle
Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich. Also gilt
fiir w € Q und A € 2%

und P(A):= Il

1
Po = =a

Man nennt diese W-Mafl Laplace- Wahrscheinlichkeit
oder Gleichverteilung®

1Zur Bezeichnung: w € € bezeichnet ein beliebiges Element des
Grundraumes. Eine konkrete Beobachtung bezeichnen wir dagegen
mit z (— Zufallsvariable, — Statistik)

2W-MaBe nennt man auch W-Verteilungen
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1 ENDLICHE W-RAUME

Model: Fairer Wiirfel, fairer Miinzwurf, gut gemisch-
tes Kartenspiel usw.
Hieraus konstruiert man dann weitere W-Raume wie:

— Augensumme beim zweimaligen Wiirfeln.

— Wann fillt zum ersten mal Kopf beim Miinzwurf.

Bei Berechnung der Laplace-Wahrscheinlichkeit helfen Formeln
der Kombinatorik (— Abschnitt 1.2), um die Anzahl der Elemente
von Mengen einer bestimmten Bauart zu bestimmen.

1.2 Elementare Kombinatorik

Elementare Kombinatorik: Lehre von der Abzidhlung
endlicher strukturierter Mengen.

Die folgenden Tatsachen sind aus der Grundvorlesung bekannt:

1.2.1 Bem. (Permutation, Potenzmenge, Produkt)

(i) M ist eine endliche Menge mit |M| := n Elemen-
ten, wenn es eine bijektive Abbildung von {1,2,...,n} C
N auf die Menge M gibt. Die Zahl n heifit die Méchtig-
keit der Menge M.

Fiir die leere Menge sei |)| = 0.

(ii) Bijektive Abbildungen o : {1,2,...,n} — M
heiffen Permutationen oder Anordnungen oder
Aufzdhlungen der Menge M.

Fiir eine Menge mit n Elementen gibt es

nl:=1.2---(n—1)-n

Permutationen. Man setzt 0! = 1.

(iii) Eine injektive Abbildung o : {1,...,k} — M
gibt eine Aufzihlung einer k-elementigen Teilmenge von
M an. Es gibt genau

ng:=n-n—1)--(n—k+1)

injektive Abbildungen von {1,...,k} in M. Beachte:
(n)r = 0 fiir k > n. Das leere Produkt ergibt (n)o = 1.

(iv) Eine Menge M mit n Elementen hat genau

()=

k-elementige Teilmengen. Es ist

n!
El(n — k)!

(-

Insbesondere ist (g) = 1. Der Ausdruck (Z) heiflt Bino-

mialkoeffizient.

firo<k<n

fiir n < k.

(v) Die Menge aller Teilmengen von M heift die Po-
tenzmenge von M. Jeder Teilmenge A C M entspricht
eineindeutig ihre charakteristische Funktion oder Indi-
katorfunktion 14. Auf diese Weise erhélt man eine Bi-
jektion von {0, 1} mit der Potenzmenge.

Die Potenzmenge von M hat genau 2™| Elemente.
Daher riihrt die Bezeichnung 2™ fiir die Potenzmenge.

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Elementare W-Theorie, SS 03

(vi) Es seien My, ..., My, endliche Mengen. Die Pro-
duktmenge M := H’;Zl M,, hat

k
M| = TTIM]
x=1

Elemente. Nach Definition ist das Produkt leer, wenn
zumindest einer der Faktoren M,, = () ist.

1.2.2 Festst. (Abzihlprinzip)
Bemerkung 1.2.1(vi) nennt man das Abzéhlprinzip, dafi
man umgangssprachlich folgendermafien formuliert:

Es sei € eine Menge von n-Tupeln w =
(wi,wsa,...,wy). Der Raum 2 sei der Ergebnisraum
eines Experimentes, das aus n Teilexperimenten be-
steht. Fiir jedes v € {1,2,...,n} sei k, die Zahl der
moglichen Ergebnisse des v-ten Experiments. Die Zahl
k, sei unabhidngig davon, wie die anderen Teilexperi-
mente ausgehen. Dann ist

Q] = ky - kg - k.

Anmerkung. Oft lassen sich die Anzahlen auf eine von vier ty-
pischen Grundsituationen zuriickfithren (— Stichproben 1.2.3 und
Belegungen 1.2.5)

1.2.3 Bez. (Stichproben)

Aus einer n-elementigen Menge M kann man auf ver-
schiedene Weise eine Stichprobe vom Umfang k entneh-
men. Man nennt die Menge M auch eine Urne, aus der
man die Stichprobe zieht. Bei der Stichprobe unterschei-
det man, ob es zum Schluf} auf die Reihenfolge ankommt
oder nicht und ob man nach jedem Ziehen wieder zuriick-
legt oder nicht. Das ergibt vier Typen

geordnete Stichprobe ohne Wiederholung:
k-maliges Ziehen aus der Urne ohne Zuriicklegen
unter Beachtung der Reihenfolge.
Bsp: Ziehung im Zahlenlotto 6 aus 49.

Math.: injektive Abbildung {1,2,...,k} — M,
Aufzéhlung einer k-elementigen Teilmenge.

geordnete Stichprobe mit Wiederholung:
k-maliges Ziehen aus der Urne mit Zuriicklegen un-
ter Beachtung der Reihenfolge.
Bsp. n = 6, k-maliges Wiirfeln mit einem Wiirfel.

Math.: k-Tupel, Abbildung {1,2,...,k} — M.

ungeordnete Stichprobe ohne Wiederholung:
k-maliges Ziehen aus der Urne ohne Zuriicklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge.
Bsp: Gewinnzahlen im Zahlenlotto 6 aus 49.

Math.: k-elementige Teilmenge von M
Abbilung f: M — {0,1} mit > f(w)=k.
weM

ungeordnete Stichprobe mit Wiederholung:
k-maliges Ziehen aus der Urne mit Zuriicklegen oh-
ne Beachtung der Reihenfolge.
Bsp. n = 6, k nicht unterscheidbare Wiirfel in einem
Becher.

Math.: Abbildung f: M — Nmit > f(w)=k.
weM
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Anmerkung. Wir bestimmen nun die Anzahl der mdoglichen
Stichproben in den obigen vier Fillen. Das besagt noch nichts
iiber geeignete W-Mafle auf dem Raum der Stichproben!

1.2.4 Satz (Stichprobenanzahl)
Fiir die Anzahl der moglichen Stichproben vom
Umfang k aus einer Menge mit n Elementen gilt:

Unfins & sy | One Wic- | mit Wi
by |Mf|3r: . derholung | derholung
geordnete k
Stichprobe (s !
ungeordnete n ntk—1
Stichprobe k k
Dabei ist
n!
(e = g = (=1 =kt D)

1.2.5 Bez. (Belegungen)
Eine Stichprobe vom Umfang k aus M kann man auch
anders interpretieren:

Die Menge M besteht aus Zellen. Man hat £ Objek-
te, die auf die Zellen zu verteilen sind. Eine Stichprobe
1,%2,...,Tk gibt an, in welche Zelle die Objekte zu le-
gen sind.

Bei geordneten Stichproben werden die Objekte ent-
sprechend angeordnet und kommen der Reihe nach in
die angegebene Zelle. Bei Stichproben mit Wiederholung
kommen mehrere Objekte in dieselbe Zelle.

Sind die Objekte ununterscheidbar, so kommt es auf
die Reihenfolge, in der die Objekte auf die Zellen verteilt
werden, nicht an. Dieser Fall entspricht der ungeordneten
Stichprobe. Die ungeordnete Stichprobe gibt nur an, in
welche Zellen Objekte kommen.

Man hat also die folgenden vier Fiille:

unterscheidbare Objekte, keine Mehrfachbele-
gung: geordnete Stichprobe ohne Wiederholung

Math.: Injektive Abbildung von der Menge K der
Objekte in die Menge M der Zellen.

unterscheidbare Objekte, Mehrfachbelegung: ge-
ordnete Stichprobe mit Wiederholung

Math.: Abbildung von der Menge K der Objekte
in die Menge M der Zellen.

nicht unterscheidbare Objekte, keine Mehrfach-
belegung: ungeordnete Stichprobe ohne Wieder-
holung
Math.: k-elementige Teilmenge von M oder Abbil-
dung f: M — {0,1} mit > ., f(w) = k.

nicht unterscheidbare Objekte, mit Mehrfach-
belegung: ungeordnete Stichprobe mit Wiederho-
lung

Math.: Abbildung f: M — Nmit } ., f(w) =
k.
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Anmerkung. Wir bestimmen nun die Anzahl der moglichen Be-
legungen in den obigen vier Féllen. Das besagt noch nichts iiber
geeignete W-Mafle auf dem Raum der Belegungen!

1.2.6 Folg. (Anzahl der Belegungen)
Fiir die Anzahl der méglichen Belegungen von n Zellen
mit k Objekten gilt:

Belegung  von

. ohne Mehr- mit Mehr-
?gk t:;ﬂ ]\];‘ gl:; fachbelegung fachbelegung
unterscheidbare () = n! "
Objekte P = k)

Objekte nicht
unterscheidbar

@)

Formeln fiir Binomialkoeffizienten. Wir bringen ei-
nige Beispiele. Man kann die Formeln einerseits durch Nach-
rechnen zeigen. Dazu wird man zumeist einen Induktionsbeweis
fithren. Andere folgen leicht aus der binomischen Formel

@t =3 (et

k=0

fiir n € Np.

Man setze fiir x, y spezielle Werte ein, differenziere die Formel ...

Man kann solche Formeln auch durch Bildung von passen-
den Mengen von ungeordneten Stichproben ohne Wiederholung
aus {1,...,n}, d.h. passenden Teilmengen der Potenzmenge von
{1,...,n}, interpretieren:

1.2.7 Bsp. (Komplementirmengen)

Fir 0 <k <n gilt
n\ n
k) \n—k/)

Die Komplementbildung ist eine bijektive Abbildung der
Potenzmenge von {1,...,n} auf sich. Es gibt also genau
soviele k-elementige Teilmengen wie (n — k)-elementige
Teilmengen.

1.2.8 Bsp. (Additionstheorem)
Fir 1 <k <ngilt

n\y (n-1 n n—1
k) k k—1)°
linke Seite: Anzahl der ungeordneten Stichproben oh-
ne Wiederholung vom Umfang k aus {1,...,n}.

Man zerlege diese in zwei disjunkte Typen. Deren An-
zahlen ergeben die rechte Seite.

n nicht in der Stichprobe: Dies sind alle ungeordne-
ten Stichproben ohne Wiederholung vom Umfang k
aus {1,...,n— 1}. Anzahl ist (" ").

n ist in der Stichprobe: Nimmt man das Element n
davon weg, erhilt man alle ungeordneten Stichpro-
ben ohne Wiederholung vom Umfang k£ — 1 aus
{1,...,n — 1}. Anzahl ist (Zj)

Man kann die Methode von Beispiel 1.2.8 verallgemeinern:
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1.2.9 Bsp. Fir 1 <k <nist

n = m
(-2 (")
m=k—1
k—1 k n—1
= (k—l) + (k—l) K (k—l)'
linke Seite: Anzahl der k-elementigen Teilmengen von
{1,...,n}.
Man zerlege die Menge der k-elementigen Teilmengen

in folgende disjunkte Typen. Deren Anzahlen ergeben
die rechte Seite.

Teilmengen, die {k + 1,...,n} nicht enthalten:
Hiervon gibt es genau eine: {1,...,k}. Anzahl ist

L= ()

Teilmengen, die {k + 2,...,n} nicht enthalten
und k + 1 enthalten: Anzahl ist (kfl)

Teilmengen, die {n — 1,n} nicht enthalten und
n — 2 enthalten: Anzahl ist (Z:f)

Teilmengen, die {n} nicht enthalten und n — 1
enthalten: Anzahl ist (Z:f)

Teilmengen, die {n} enthalten: Anzahl ist (Zj)

1.2.10 Bsp. Fiir 1 <k < n ist

£

k=0

linke Seite: Fiir k = 1,2,...,n bilde man die Anzahlen

der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} und
summiere diese auf. Dies ergibt die Anzahl aller
Teilmengen von {1,...,n}.

rechte Seite: Michtigkeit der

{1,...,n}.

Potenzmenge von

1.2.11 Bsp. Fiir n € N ist

B+ @+ @+ =)+ 6+ ()4

linke Seite: Anzahl der Teilmengen von {1,...,n} mit
gerader Anzahl von Elementen.

rechte Seite: Anzahl der Teilmengen von {1,...,n}
mit ungerader Anzahl von Elementen.

Es sei Q:= {1,...,n}. Die folgende Abbildung ¢ : 22 —

29 ist bijektiv und bildet Teilmengen A € 2 mit gerader

Elementanzahl auf solche mit ungerader Elementanzahl
ab und umgekehrt.

A AU{n} wennn ¢ A.
v A\ {n} wennn € A.

Folglich gibt es genausoviel Teilmengen mit gerader An-
zahl wie mit ungerader Anzahl.
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1.2.12 Bsp. Fiir n € Ny ist
Z k (Z) =n2" L
k=1
Essei Q={1,...,n}.
linke Seite: Méchtigkeit der Menge
L:={(a,A) | Ac2%ac A}
rechte Seite: Michtigkeit der Menge
R:={(b,B)|beQ,BcCQ\{b}}
= (J{(®,B) | BC O\ {b}}.
beQ

Man beachte, dafl dies eine Vereinigung von n dis-
junkten Mengen ist, die alle die gleiche Méchtigkeit
27~! haben.

Die folgende Abbildung ¢ : L. — R ist bijektiv:
L>(a,A)— (a,A\{a}) € R.
Also sind L und R gleichméchtig.

1.2.13 Bsp. Fiir n € Ny ist

n 2 n

(1) 20 ) ) - 0)

= (k: = \n— k) \k n
Die erste Gleichung folgt aus der Komplementérformel
1.2.7.

Fiir die zweite Gleichung realisieren wir die linke und
rechte Seite als Méchtigkeiten. Es sei Q :={1,...,n}.

linke Seite: Michtigkeit der Menge
L:={(A,B)| A,Bc2? |A|+|B|=n}
rechte Seite: Michtigkeit der Menge
R:={C|CcQx{0,1}, |C] =n}.
Die folgende Abbildung ¢ : L — R ist bijektiv:
L>(A,B)— Ax{0}UBx {1} € R.
Also sind L und R gleichméchtig.

Anmerkung. Der Binomialkoefizient (Z) gibt an, auf wieviele

Arten man eine Menge mit n Elementen derart in zwei Gruppen
aufteilen kann, daf3 die erste Gruppe k Elemente und die zweite
n — k Elemente hat.

Die Multinomialkoeffizenten geben an, auf wie viele Arten man
eine Menge mit n Elementen in m Gruppen aufteilen kann, so
daf} die erste Gruppe ki, die zweite ko und die m-te Gruppe kn,
Elemente hat. Dabei kommt es auf die Reihenfolge der Gruppen
an und es muB natiirlch k1 + kg + - - - kny, = n gelten.

1.2.14 Bez. (Multinomialkoeffizienten)
Es seien m,n € N, 1 <m < n und (kq,...

m

mit Y k, = n. Es gibt
p=1

n ’/l*kl n7k17k27"'7k'm_1
k1 ko K

n!

kil kol k!

ykm) € NP
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Einteilungen einer n-elementigen Menge in m durch-

nummerierte Gruppen mit ki, ko, ..., k,, Elementen.
Die so bestimmten Zahlen heiflen Multinomialkoeffizi-

enten und werden mit <k1 " ) bezeichnet. Man setzt

seeesm

m
(kl,..é,km) = 0, wenn 21 k, # n ist.
’U,:

Anmerkung. (Multinomialformel) Analog zur Binomialfor-
mel gibt es die Multinomialformel:

D n! k k
(p1+ +pm) kl' - kQ'k‘m'pl Pm -

(K1, km ) ENG®
kit tkm=n
(1.2.1)

Ist speziell p1 + - -+ + pm = 1 so ist in Gleichung 1.2.1 die rechte
Seite gleich 1.

1.3 Rechnen mit Indikatorfunktionen

1.3.1 Bem. (Indikatorfunktion)
Fiir A C Q bezeichnet 14 die charakteristische Funktion
oder Indikatorfunktion von A:

ﬂA(w) =

1 firw e A,
0 firwé¢gA.

Es gelten die folgenden Regeln: ,
(i) 1aup = 14 + 1, wenn A, B disjunkt sind;

(ii) Iyr_ a, = Sov_yLa,, wenn Ay, ...
disjunkt sind;

, A, paarweise

Fiir beliebige Teilmengen von ) gilt:

(iii) :ﬂAﬂB = ]lA]lB = min{]lA, ]13},

(iv) Inn_ 4, =111 La,,
(v) Iy =14 — 1anp,
(Vi IlAc =1- ]lA,

(Vii) ﬂAUBZ]lA—‘r]lB—IlAmB:min{]lA,ﬂB},
(Vlll) ACB & 14<I13.
Mit der folgenden Feststellung kann man die Rechenregeln fiir end-

liche W-Riume auf die entsprechenden Regeln fiir endliche Sum-
men zuriickfiithren.

1.3.2 Festst.
Fiir eine Menge Q2 und eine endliche Teilmenge A C 2
gilt

Al =) 1a(w)

weA

1.3.3 Bem.
Mit der Morganschen Regel

(CJ Av)c = ﬁ A (1.3.1)
v=1 v=1
folgt aus
Ing_ 4, =[] 14, (1.3.2)
v=1
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und T4 =1 — 14, daB3
Iyn 4, =1—Tnn_ ac (1.3.3)
=1-JJ(-14,) (1.3.4)
v=1
=> (1)t (1.3.5)
i=1

Dabei sind die s; die Summe der i-fachen Produkte der
Indikatorfunktionen:

S; =

S I

1<v1 <<y <n j=1

Wendet man nochmal (1.3.2) an, so erhélt man

>

1<v1 <<y <n

(1.3.6)

S; —

]lﬂ§:1 ij .

1.3.4 Folg. (Siebformel)
Es seien Aq,..., A, C Q. Fiir die Méchtigkeit der Ver-
eingung gilt

n

U A =2 (=0 ms,
v=1

=1

wobei die m; die summierten Maéchtigkeiten der i-fachen
Schnittmengen sind:

Y04

1<vi<---<v;<n j=1

m; =

Anmerkung. Die folgende Formel ist ein Spezialfall des — Er-
wartungswertes einer Zufallsvariablen.

1.3.5 Festst.
Fiir einen W-Raum (2, P) und A € 2% gilt

p(A) =Y Ta(w)P({w}).

weA

Manchmal ist die die Wahrscheinlichkeit von Schnittmengen leich-
ter zu berechnen als die von Vereinigungen. Dann hilft die folgende
Formel:

1.3.6 Satz (Einschluf3- Auschluf3-Formel)
Es seien (2. P) ein endlicher W-Raum und Ay, . ..
2. Dann ist

,An €

n n

P(lJ4) =3 (-)'s,

v=1 i=1

wobei die S; die summierten Wahrscheinlichkeiten der
i-fachen Schnittmengen sind:

>

1< <-<vi<n

S; = P(h A).
j=1
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1.3.7 Bsp.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl bei einer Per-
mutation von M := {1,...,n} alle Elemente vertauscht

werden, also keines an seinem Platz bleibt. Dabei seien
alle Permutationen gleichwahrscheinlich.
Der Grundraum sind die Permutationen

Qi={(z1,...,2p) €{1,...,n}" | x; #x; firi#j}

mit Laplace-Wahrscheinlichkeit. Es ist |Q] = nl.
Firv=1,...,n sei

Ay, ={(z1,...,20) €Q |z, =V}

Die Vereinigung |J!'_, A4, ist die Menge der Permutatio-
nen, die zumindest eine Stelle festlassen, d.h. x; = ¢ fiir
irgendein ¢ € M.

Fiir beliebige 1 < 1y < -+ < v; < n hat die Schnitt-
menge

ﬂA,,j:{(xl,...,xn)efﬂxl,jzyj firj=1,...,i}
j=1

genau (n—1i)! Elemente. Die Laplace-Wahrscheinlichkeit
des Durchschnitts hingt also nur von der Anzahl ¢ der
Schnittmengen ab.

(ﬂAw)—"%”'-

Es glbt ( ) mogliche Auswahlen fiir die Indizes 1 < vy <
- <y <n.
Die Einschluf-Ausschluf3-Formel ergibt nun

()””

=3 (—1)it (1.3.7)
=1
Anmerkung. Man erinnere sich an die Exponentialreihe:
(oo} ],’k
z _ z=
e —Z ol fur x € R.
k=0
Setzt man z = —1, so folgt
> 1
li P A k+1 -
i, =2 Uty
k=1
oo
_ (=1)*
=1- Z L!
k=0
=1-e"1~0,632. (1.3.8)

Da es sich um eine Leibniz-Reihe (alternierendes Vorzeichen der
Summanden) handelt, ist
" 1
P A)—-(1Q-eh< .
PO A == < s

Fir n = 6 ist % < 0,0002. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

fast konstant =~ 0,632
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Version: 9. Juli 2003



1 ENDLICHE W-RAUME

1.4 Produkt von endl. W-Riumen
1.4.1 Bez. (Produkt von zwei Laplace-Riumen)
Math.: Es seien (1,P;) und (Q2,Ps) zwei W-
Raume mit Laplace-Wahrscheinlichkeit. Der Grund-
raum  := ; x Qo mit Laplace-Wahrscheinlichkeit
P heifit das Produkt der beiden Rdume (€21, P;) und
(Qa, Py).
Fiir die Anzahl gilt

‘Ql X QQ| = |QlHQQ|

Fiir w = (w1,w2) € Q1 x Q9 gilt also:

1 1 1

P(w) = @ = m@ = Pl(wl)PQ(LUQ)

Fiir Teilmengen der Form A x B C Q; x Qo erhilt

Z P(w)

wEAXB

> Plwr)P(ws)
ot

> Plw) Y Plw)

wi€A woEB
— P(A)Ps(B).

P(Ax B) =

(1.4.1)

Diese Produktformeln sind der Anlafl fiir die Bezeich-
nung des Produktraumes:

Q::leﬁg und P2:P1®P2

Modell: Wir betrachten zwei Zufallsexperimente F;
und Ey die durch W-Réume (Q1, P1) und (Q2, P>) mit
Laplace-Wahrscheinlichkeit beschrieben werden. Fiihrt
man beide Experimente F; und Fs durch, so ist dies ein
neues Experiment E.

Die Ergebnismenge von F ist das Kartesische Produkt

Q=01 xQy:= {(wl,wg) | w1 € Qq,wq € QQ}

Wenn FE; und FE5 sich nicht gegenseitig beeinflus-
sen, dann werden die Elementarereignisse in {2 wie-
der gleichwahrscheinlich sein. D.h. E wird durch den
W-Raum (€, P) modelliert, wobei P die Laplace-
Wahrscheinlichkeit ist.

Fiir Ereignisse A € 2% und B € 22 ist A x B das
Ereignis, dal im ersten Experiment A eintritt und im
dem anderen B. Die Wahrscheinlichkeit von A x B ist
die Wahrscheinlichkeit, dafl A eintritt, mal der Wahr-
scheinlichkeit, da3 B eintritt.

1.4.2 Bem. (Produkt von Laplace-Rdumen)
Es seien (2, P,) Laplace-Rédume. Fiir den Produktraum
Q=01 x Qg x---xQ,

mit Laplace-Wahrscheinlichkeit P gilt die Produktfor-
mel:

P(Al X A2 X oo X An) = PI(AI) . PQ(AQ) e Pn<An)

fiir A, € 2%,
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Anmerkung. Man kann auch ganz andere W-Verteilungen auf
dem Produktraum bilden.

Bsp. Es seien Q1 = Q2 = {0,1} mir Laplaceverteilung. Man
denke an den Wurf mit einer fairen Miinze.
Auf Q := Q1 X Q2 betrachte man die folgende W-Funktion p:

1 . .
s firi=j
i i) = d 2
p(-) {0 fiir i # j.

Dieses (€2, P) beschreibt den zweimaligen Wurf mit einer
Trickmiinze mit Geddchtnis. Beim ersten Wurf sind die Ele-
mentarereignisse Kopf und Zahl gleichverteilt. Das Ergebnis beim
zweiten Wurf ist immer das gleiche wie beim ersten Wurf.

Man beachte, schaut man sich nur die Ergebnisse des zweiten
Wurfes an, ohne den ersten zu kennen, so sind Kopf und Zahl
wieder gleichverteilt:

P(Q1 x {0}) = P(1 x {1}) = %

(— Bezeichnung 1.8.4 Marginalverteilungen ).

1.4.3 Ziel (Haufigkeiten bei unabhiing. Exper.)

Das folgende Uberlegung beruht auf Plausibilitiit, sie ist so nicht
mathematisch beweisbar, sondern dient als Motivation fiir die an-
schlieBende Definition — Satz 1.4.5

Wir betrachten zwei Zufallsexperimente F; und Fso
die durch W-Réaume (Qq, P;) und (2, P») beschrieben
werden. P, bzw. P, konnen beliebig sein.

E := (E4, E») sei das Experiment, in dem man jeweils
E7 und E5 durchfiihrt. Dies soll so geschehen, dafl sich
die Ergebnisse von F; und Fs5 nicht beinflussen. E hat
den Ergebnisraum € := 3 X 5 mit einem noch zu
bestimmenden W-Maf§ P.

Wir betrachten zwei Ereignisse A € 2% und B €
2822 mit positiven Wahrscheinlichkeiten P;(A4) > 0 und
P,(B) > 0. Wir nehmen an, dafl in beiden Fillen fiir alle
hinreichend grofien n die relative Haufigkeiten R, (A) =
Py (A) bzw. R, (B) = P5(B) seien.

Man fithre £ N-mal durch, wobei N sehr grof} sei.
Wie grof, werden wir gleich festlegen. Wir erhalten die
Ergebnisse

(xlvyl)a (anQQ)v LR (xN7yN)

Hiermit bilden wir die relativen Haufigkeiten:

N
1
RN(A X B) = N; IlAXB(xll?yV)
1 N
Ry(A) = NZHA(%)
v=1

1 N
Ry (B) =+ > 1n(n)

Wir zeigen, dafl unter den getroffenen Annahmen

| Rn(A x B) ~ Rn(A)Ry(B)| (1.4.2)

ist.

Die Voraussetzung, da sich die Experimente nicht
beeinflussen, interpretieren wir dahingehend, dafl
Ry(A) =~ Pi(A) und Ry(B) = Py(B) ist. D.h., kein
Experiment beeinflufit den Ausgang des anderen.
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Wir wihlen unter den (z,,y,) diejenigen aus, fiir die
die erste Komponente in A liegt:

(ila 3}1)7 (5327g2), s (imvgm)'

Wenn N grofl genug ist, wird nach Annahme
~ = Bn(A) = P1(A) > 0.
sein. Fiir hinreichend grofles N ist also

m = NRy(A) =~ NP (4) > n.

Die getroffene Auswahl der zweiten Komponenten
J1,72,---Ym hingt zwar vom Ausgang des ersten
Experimentes ab. Daf3 sich die Experimente nicht be-
einflussen, interpretieren wir dahingehend, dafl diese
Auswahl keinen Einflul auf die relative Haufigkeit im
zweiten Experiment hat. Es sei

Rn(B) = = 3" 1a(3)

die relative Haufigkeit mit der die g, in B liegen.
Da m hinreichend grof ist, ist nach unserer Annahme

Ron(B) ~ Py(B) ~ Ry(B).

Somit folgt
1 N
Ry(Ax B) = Zl Laxp (T, y0)

1 N
- N Z La(zy)1B(y)

m

- jvg 15§,
_ %Rm(B) = Rn(A)R(B)

Die obige Formel 1.4.2 legt die folgende Festsetzung
nahe: Fiir A € 2%, B € 2% ist

| P(A x B) = Pi(A)P5(B)] (1.4.3)

Der folgende Satz 1.4.5 besagt, daf es genau ein W-Maf3 Py 2 auf
Q1 x Q2 gibt, fir dafl die Formel 1.4.3 gilt. Wir verwenden in der
folgenden anschaulichen Uberlegung bereits die iibliche Bezeich-
nung P; ® P fiir P12. Fiir diese Verkniipfung von W-Maflen ist
assoziativ — Feststellung 1.4.7. Wir geben zuvor eine anschauliche
Interpretation des Assoziativgesetzes.

1.4.4 Ziel (Assoziativgesetz)

Man fiihre drei Zufallsexperimente E1, Fs, F5 so durch,
daf sie sich nicht beeinflussen. Die Experimente werden
durch die W-Raume (€, P;) (i = 1,2, 3) modelliert. Das
Gesamtexperiment (F7, Fy, E3) hat den Ergebnisraum
0y x Q9 x Q3. Wie iiblich identifizieren wir

leQQXQg,:(QlXQQ)XngﬂlX(QQXQ;;).
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D.h., man darf bei der Bildung von Tupeln innere
Klammern weglassen: (w1,ws,ws) = (w1, (w2,ws3)) =
((w17w2)7w3)‘

Wir denken uns zwei Experimentatoren, von denen
einer zwei Experimente durchfithrt und der andere das
iibrige Experiment. Dann fithren die beiden ihre Beob-
achtungen zu einem Experiment zusammen.

e Der erste Eperimentator fiihrt die ersten beiden Ex-
perimente durch und der andere das dritte. Der
erste wird sein Experiment Fi5 := (Fi, E2), wie
in — Ziel 1.4.3 diskutiert, durch den Produktraum
(ng, P12) = (Ql X QQ, P1 ®P2) modellieren. Da E12
und Fj3 sich nicht beeinflussen, werden die beiden
Experimentatoren das Gesamtexperiment E(12)3 =
(Er2, E3) durch den Produktraum (€4 2 x Q3, P12 ®
P3> = (Ql X QQ X Qg, (P1 X PQ) X P3> beschreiben.

e Nun teilen die beiden Experimentatoren die Experi-
mente anders auf: der erste fithrt F; durch und der
andere die {ibrigen beiden. Der zweite Experimenta-
tor wird sein Experiment Fs3 = (E2, F3) durch den
W-Raum (923, P23) = (QQ X Qg, P2 ®P3) beschrei-
ben. Die Zusammenfiihrung zu einem Experiment
E(23) ergibt nun den W-Raum (€21 x a3, Py ® Pa3)
(Ql XQQXQB,P1®<P2®P3)

Die Aufteilung der Experimente auf die Experimentato-
ren soll natiirlich das Ergebnis nicht verédndern, d.h. die
beobachteten Héufigkeiten fiir £(;2y3 und Ej(23) sind un-
gefiahr gleich. Fiir die mathematische Konstruktion des
Produktes von W-Raumen wird das folgende Assozia-
tivgesetz gelten:

’(P1®P2)®P3=P1®(P2®P3)_‘

Man kann also wie beim Produkt von Zahlen die Klam-
mern weglassen.

Das Assoziativgesetz ist aber keine zusétzliche For-
derung an das Produkt von W-R#Aumen, sondern folgt
bereits aus der Eindeutigkeit der Konstruktion — Satz
1.4.5

Eine analoge Betrachtung ergibt, dafl bei einer Permu-
tation o der Experimente die Produktrdume mafgleich
sind:

(Ql x Qo XQ3,P1®P2®P3)
%’(le X Qg, XQGsvpm ®P02®P03)

1.4.5 Satz (Produkt von W-Riumen)
Es seien n € N, (Q,,P,), (v = 1,...,n) endliche W-
Ré&ume. Dann gibt es auf dem Produktraum

genau ein W-Maf P mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir alle n-Tupel (Ay, Ag, ..., Ay,) mit A, € 2% ist

P(Al X AQ X e X AN) = Pl(A1>P2(A2) . P(AN)

Man schreibt kurz P .= P; @ P, ® - - - ® P,, und nennt P
das Produkt der Mafle Py, Ps, ..., P,.
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Die zugehérige W-Funktion p : Q — [0,1] hat die
Form

p(wl,wz,..‘,wn) :plwl 'p2w2 o 'pnwn~ (1'44)

1.4.6 Folg. (W-Funktion des Produktmafles)
Bei endlichen W-Rédumen bestimmt die Formel 1.4.4 das
Produktma$ bereits eindeutig, denn es gilt:

>

(w1,w2,...,.wn)

P(Al X An>:

P(wy,wa,...own)

EAL X XAy
= E e E p(wl,wg,...,wn)
w1 €A wWn€An
= E E Prw; "P2ws """ Pnw,
w1 €A Wn€Ap
= E Plw, " E Pnw,
w1 €A Wn€Ap

Pi(Ay) - Po(Ay).

Anmerkung. 1. Man spricht Py ® P, als ,,PI tensor P2“ oder
kurz ,,P1 mal P2“. Das Wort tensor beugt einer Verwechslung mit
dem Produkt von Zahlen vor.

2. Zur Information: Die Benutzung des Wortes tensor riihrt
daher, daf} es sich beim Produkt von Maflen um einen Spezialfall
des Tensorproduktes Vi ® Vo von Vektorrdumen Vi, Vo handelt.

Die Mafle auf einer n-elementigen Menge 2 bilden einen 2™-
dimensionalen Vektorraum M(£2). Fiir endliche Mengen Q1, Q2 ist
der Vektorraum M(Q; x Q2) isomorph zum Tensorprodukt der
Réume M(Q21) und M(Q2), oder kurz

M(Q x Qo) = M(Q) @ M(Qa).

In diesem Sinne ist P; ® P2 € M(21) ® M(Q2).
Eine verwandte Bildung ist das Tensorprodukt reeller Funktio-
nen: Fir f; : Q; — R (i = 1,2) definiert man

f1®f2:Q1 xQ2 =R durch f1 ® fa: (w1,w2) — fl(wl)fQ(wQ).

Die reellen Funktionen auf einer n-elementigen Menge 2 bilden
einen n-dimensionalen Vektorraum JF(Q2). Fiir endliche Mengen
01,09 ist

F(Q x Q2) 2 F(Q) @ F(Q).

Fiir zwei Funktionen f, g € F(Q) unterscheide man

f®geFxN),
fg € F(Q),

F®g(wi,w2) = flwi)g(w2),
fo(w) = f(w)g(w).

Die Gleichung (1.4.4) fiir die W-Funktionen kann man etwas
abstrakter auch so schreiben:

P=p1Op2&- - & pn.
3. Man findet fiir das Produktmaf auch die Bezeichnung (—

[1][Krengel])
P xP2:=P QP>

Anmerkung. Das kartesische Produkt ist assoziativ. Wie iiblich
identifiziert man

Qi X XDy = (21 X Q1) X Qn
:le(ﬂgX~-~Qn)

und firl<k<n-—1

Q1 XX Q= (1 X - X Q) X Qi1 X -+ X Qp)
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1.4.7 Festst. (Assoziativgesetz)
Es seien n € N, (Q,,P,), (v = 1,...,n) endliche W-
Réume. Die Bildung des Produktmafles ist assoziativ:
P® P =P ® - -P1)0P,
:P1®(P2®...Pn)

und fiirl <k <n-—1

PP @P,=(PL® - @P)®(Pry1®--®P,)
Man darf also beliebig klammern:
Firl < ki <kn<--- <k =ngilt
(Q1 X o X Q) X (g1 X oo X Qpy) X oo
X (1 X X Q) = Q1 X X Qy
und
(PL® @ Pr) @ (Pry+1® @ Pry) @+
@ (Pry_ 410 Q@ Py)=P1I® --® P,

1.4.8 Bez.
Bei der Bildung des Produktes von n gleichen Faktoren
(€, P"). schreiben wir kurz

Q:= ()" und P :=(P)*".
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1.5 Bernoulli- und Binomialverteilung

1.5.1 Bez. (n-faches Bernoulli-Experiment)

1. Ein W-Ma$ P auf {0, 1} heifit Bernoulli- Experiment.
P ist durch die Zahl p := P({1} € [0, 1] eindeutig festge-
legt. Man nennt ein W-Maf auf {0, 1} kurz eine einfache
Bernoullische Verteilung mit dem Parameter p.

2. Ein Zufallsexperiment mit mit nur zwei Ausgéingen,
die man mit 0 und 1 bezeichnet, heifit ein einfaches
Bernoulli-Experiment mit Parameter p = P({1}).
Man sagt auch Bernoullische Verteilung mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p. Das kann aber in konkreten Beispielen sehr unpassend
klingen.
3. Wir betrachten nun das Experiment, das in der
n-fachen unabhéngigen Wiederholung eines einfachen
Bernoulli-Experimentes mit Parameter p besteht. Wir
nennen dies kurz ein n-faches Bernoulli- Experiment mit
Parameter p.

Es sei also 2, := {0,1} und P, die einfache Bernoulli-
Verteilung mit Parameter p. Das n-fache Bernoulli-
Experiment wird dann durch

Q1 x Qg x - x Q, ={0,1}"
PeP® - P, =P%"

beschrieben. Nach Formel 1.4.4 ist

Plwrwsnion) =P (L —p)" " (1.5.1)

wenn
ki=wi+ws oot wn

die Zahl der Einsen in (wi,ws,...,w,) ist. Das durch
Gleichung 1.5.1 bestimmte W-Mafi P®™ auf {0, 1}™ heif}t
n-fache Bernoulli- Verteilung.

4. Das Ereignis, das insgesamt genau k Einsen auftre-
ten wird durch die Menge

Ap = {w e {0,1}" | > w, =k}

beschrieben. Alle Elemente w € Aj haben die gleiche
Wahrscheinlichkeit p, = p*(1 — p)"~*. Wir haben eine
bijektive Abbildung von A auf die Menge der ungeord-
neten Stichproben ohne Wiederholung vom Umfang k
aus {1,2,...,n}. Die Stichprobe gibt an, auf welchen
Pldatzen die Einsen in w sitzen. Also ist die Anzahl der
Elemente von Aj gleich der Anzahl der k-elementigen
Stichproben, also gleich (Z) Die Wahrscheinlichkeit von
Ay, bezeichnet man mit

bl = ()01 =,

Da die Ay paarweise disjunkt sind, ist

(1.5.2)

n

;bnwf) => (Z)pk(l —p)F=1.

k=0

(1.5.3)

Man beachte, dafl die rechte Seite von Gleichung 1.5.3 sich auch
aus der binomischen Formel ergibt:

L= (p+(1-p)" =
k

nnk_nfk_
:pr“ )

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Elementare W-Theorie, SS 03

11

1.5.2 Bez. (Binomialverteilung)
Das W-Maf§ auf Q := {0,1,2,..
Funktion

.,n} mit der W-

n

Dk = bpyp(k) := (k)pk(l _p)nk

heifit die Binomialverteilung mit Parameter n und p. Es
wird mit By,,(A) fiir A € 22 bezeichnet.

Anmerkung. 1. Bei einem n-fachen Bernoulli-Experiment mit
Parameter p ist die Binomialverteilung auf {0,1,2,...,n} die
Wahrscheinlichkeit fiir die Anzahl der Einsen (Erfolge)

n
X(w):= Zw,, fiir w = (w1, wa,. ..

v=1

,wn) € {0,1}™.

Die Funktion X : {0,1}"™ — {0,1,2,...,n} ist ein Beispiel einer —
Zufallsvariablen und die Binomialverteilung ist die — Verteilung
von X.

2. Es gibt nicht die Binomialverteilung sondern eine Familie
solcher Verteilungen, die durch die Parameter n und p unterschie-
den werden.

Man kann die Binomialverteilung auf Experimente
mit mehr als zwei Ausgéngen verallgemeinern.

1.5.3 Bsp. (Multinomialverteilung)
Bei einem Zufallsexperiment treten die moglichen Ele-
mentarereignisse w1, wa, . . . , W, mit den Wahrscheinlich-

m
keiten p1,pa,...,pm auf. Esist > p, =1.
pn=1

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit bei n-maliger un-
abhdngiger Wiederholung des Experimentes ki mal das
Ergebnis wy, ko mal das Ergebnis ws, . .. und k., mal das
Ergebnis wy, zu erhalten? Dabei sind die k, € No und

esist Y k, =n.
p=1
Das Experiment wird durch den Grundraum 2 =
{wi,wa, ..., wn} und dem W-Mafl P mit P{w;} = p; be-
schrieben. Die n-malige unabhéngige Wiederholung des

Experimentes wird durch den Produktraum €™ und das
ProduktmaB8 P®" modelliert.

Fiir (z1,22,...,2,) € Q" mit
k# = Z ]l{wﬂ}(xl,)
v=1
ist

P®n{(l‘1,l‘2, e ,ZCn)} - H P({zu})

v=1

(1.5.4)
:p]fl ng pfnm
Gleichung 1.5.4 verallgemeinert die n-fache Bernoulli-
Verteilung (— Gleichung 1.5.1) auf Experimente mit m
moglichen Ausgéngen.
Es sei A das Ereignis, dafl fiir p = 1,2,...,m das
Ergebnis w,, genau k, mal eintrifft:

A= {(xl,xg, cexy) €EQM Y I,y (z0) = Ky
v=1

fir p=1,2,... ,m} (1.5.5)
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Die Anzahl der Elemente von A ist nach Bezeichnung
1.2.14 |
n!
Al= —————.
4] k! kol k!
Da nach Gleichung 1.5.4 alle Elemente von A die gleiche
Wahrscheinlichkeit haben ist

n

m k
Po(A) =n! | Z“'. (1.5.6)
p=1 """

1.5.4 Bez. (Multinomialverteilung)
Es seien m € N, m > 2, p, € [0, 1] mit ZZ;l pu = 1.
Man erhélt auf dem Raum

m
0= {(kl,kg,...,km) eny |3k, :n}
p=1
ein W-Maf3 P durch die Vorschrift

n

m k
P{(ky,ka, .. ko)) =t [T 22 (1.5.7)
p=1

k!

Dieses W-Maf heifit Multinomialverteilung mit den Pa-

rametern n und (p1, pe, . . ., pp) und wird mit My, 5.
bezeichnet. Die durch Gleichung 1.5.7 erklirte W-
Funktion bezeichnet man mit my.p, .. p,. (k1,. .., km).
1.5.5 Bem.

Mitunter wird die Multinomialverteilung auch auf dem
grofieren Raum

Q={0,1,...,n}"

erkliart. Man setzt dann

Moipr,oopn (K15 k) =0 fiir Z ky > n.

pu=1

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik, Elementare W-Theorie, SS 03

12

Version: 9. Juli 2003



1 ENDLICHE W-RAUME

1.6 Zufallsvariable und ihre Verteilung

In einem Zufallsexperiment (€2, P) interessiert hiufig
nicht das Elementarereignis w € 2 sondern der Wert
f(w), den eine Abbildung f : Q@ — M an der Stelle
w annimmt. Z. Bsp. bei zwei Wiirfeln die Augensumme
oder Pasch oder nicht-Pasch. In diesem Zusammenhang
nennt man die Abbildung f eine Zufallsvariable.

In der Stochastik wihlt man gewohnlich grofle Buch-
staben X, Y, N, S ...zur Bezeichnung von Zufallsva-
riablen. Wenn M oder seine Elemente besondere Namen
haben, verwendet man diese auch bei der Benennung
von X.

— X : Q — R reelle Zufallsvariable.
~ X : Q — R Zufallsvektor.
— N : Q — N zufillige Zahl.

Wenn die Elemente von M iiblicherweise mit x,y, z be-
zeichnet werden, so verwendet man entsprechend X, Y,
Z fiir M-wertige Zufallsvariable. Fithrt man das Zufalls-
experiment n-mal durch, so beobachtet man fiir die Zu-
fallsvariable X die Werte x1, o, ...,Zy.

1.6.1 Bez. (Zufallsvariable)
Es sei (2, P) ein W-Raum, M eine Menge. Eine Abbil-
dung X : Q — M heifit eine M-wertige Zufallsvariable.

Anmerkung. (Verwendung des Wortes Zufallsvariable)

1. Neben der in der Mengenlehre iiblichen Bezeichnung f : Q —
M fiir Abbildungen gibt es die hergebrachte Schreibweise y = f(x)
oder ganz kurz y = y(z). Man driickt aus, dafl ein Mefiwert y mit
einem Parameter x variiert. In den beiden letzteren Schreibweisen
heifit y die abhingige Variable und z die unabhingige Variable.

In diesem Sinn ist eine Zufallsvariable X eine abhéngige Varia-
ble. Die zugehorige unabhéngige Variable ist ein Elementarereignis
w eines W-Raumes (2, P).

2. Das Wort Zufallsvariable erinnert auch an die bei mehr-
facher Wiederholung des Experimentes variierenden Ergebnisse
r1,x2,x3 . ... Hiufig konstruiert man erst bei der mathematischen
Modellierung den zugrundeliegenden W-Raum (€2, P) und die Ab-
bildung X : Q@ — M.

3. Zufallsvariable heiit auf
franzosisch variable aléatoire.

englisch random wvariable,

1.6.2 Bsp. (Augensumme)

Man wiirfelt mit zwei fairen Wiirfeln. Die Zufallsvariable
sei die erzielte Augensumme. Eigentlich interessiert nur
der Ergebnisraum X := {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
und das W-Maf} auf X', daf} dieses Zufallsexperiment mo-
delliert. Einfacher ist aber das folgende Vorgehen:

1. Zwei unabhéngige faire Wiirfel oder zweimaliges
unabhéngiges Wiirfeln beschreibt man durch dem Pro-
duktraum

Q:i={1,....6) x {1,...,6}
:{(Zaj) |Z’.7:1,76}

und der Laplace-Wahrscheinlichkeit auf €. Wir bilden
die Teilmengen

(1.6.1)

A ={(,5) e |i+j=k} firk=2.3,...,12.
Die Anzahl der Elemente ist

‘A2|:17 |A3|:23 |A4|:3a "'7|A12|:1~
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Die Anzahl ist symmetrisch zu k = 7, da sich bei einem
Wiirfel die Augen auf gegeniiberliegenden Seiten zu 7
erganzen.:

|A7,k‘ = ‘A7+k‘ fiir k = 1,2, cen ,5.

Die entsprechenden Laplace-Wahrscheinlichkeiten sind:

P(A3) = 55, P(As) = &, P(A4) =3,
P(As) = 55, P(A¢) = 55, P(A7) = 5,
P(Ag) = 35, P(Ag) = 55, P(Aw0) = 35,
P(An) = &, P(A12) = 5.

Die gesuchte W-Funktion py auf X := {2,3,4,5,6,7,
8,9,10,11, 12} ist also

z |2 3 4 5 6 7 .. 11 12
L 2 3 4 5 & 2 1
bx 36 36 36 36 36 36 T 36 36

Die Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge B C X ist

Px(B):= > px(x)=P({(i,j) | i+j € B}).
r€EB

2. Das obige vorgehen ist typisch. Man kann es mit
Hilfe der Zufallsvariablen (Augensumme)

X:Q—>N X:(4,j)—i+].

kiirzer schreiben:

(Q,P) werde wie in Gleichung 1.6.1 erkldrt. Es ist
X = X(Q) die Wertemenge von X. Fiir eine Teilmenge
B C X ist

Px(B) = P({w | w € Q, X () € B}) (1.6.2)

fiir die rechte Seite schreiben wir kiirzer
= P{X € B}

Das durch Gleichung 1.6.2 erklidrte W-Maf§ auf X heifit
die Verteilung der Zufallsvariablen X.

Wir haben in Gleichung 1.6.2 die Bezeichnung fiir das
W-Maf} von Py in Px geéndert, was sinnvoller ist.

Die Wahrscheinlichkeit eine 7 zu wiirfeln ist nun

Px{7} =P{X=7}= %.
und die Wahrscheinlichkeit, mindestens 7 Augen zu
wiirfeln, ist P({> 7} = 2.
Es fithrt auch nicht zu Schwierigkeiten, wenn man die
Verteilung von X auf einer gréfleren Menge erklért; z.

Bsp auf M :={1,2,3...,12}. Dann ist eben Px({1}) =
P(X =1)=P(0) =0.

1.6.3 Satz (Verteilung einer Zufallsvariablen)
Es seien (2, P) ein W-Raum, M eine endliche Menge
und X eine M-wertige Zufallsvariable.

(i) Dann erhélt man ein W-Mafl Px auf M durch die
Vorschrift:

Px(B):= P{{w|w e Q,X(w) € B})

Version: 9. Juli 2003



1 ENDLICHE W-RAUME

fir B € 2M. Man schreibt dies kiirzer als Px(B) =
P(X € B).

Px heifit die Verteilung der Zufallsvariablen X oder
das Bild von P unter X oder auch das durch X und P
induzierte W-Mas.

(ii) Bezeichnet man wie iiblich die Umkehrabbildung
auf der Potenzmenge mit

X1 oM 9%
X' B—{we| X(w)e B},

so gilt Px :== Po X~ '; d.h.
Px(B) = P(X~Y(B)) fiir B € 2M.

Anmerkung. Bei einer reellen Zufallsvariablen X (€2, P) — R ver-
wechsele man die Verteilung Px nicht mit der kumulativen Ver-
teilung. Fiir reelle X definiert man die kumulative Verteilung Fx
durch
FX:RA[Ovl]v FX(t):P(XSt): Z Pw-
we
X(w)<t

Die kumulative Verteilung ist eine reelle Funktion einer reellen Va-
riablen. Fiir endliche €2 ist die kumulative Verteilung eine monoton
wachsende rechtsseitig stetige Treppenfunktion.

Zwischen der Verteilung Px und der kumulativen Verteilung
Fx bestehen die folgenden Beziehungen:

Fx(t) = Px (=00, ) N X(2),
P((a,b] N X(Q)) = Fx (b) - Fx(a).

1.6.4 Festst. (Funktionen von Zufallsvariablen)
Gegeben seien ein W-Raum (€, P), endliche Mengen M ,
Q' und Zufallsvariablen

X: Q=M Y:Q-=¢
und eine Abbildung Z : Q' — M so, daf
X=ZoY

ist. Man bilde den W-Raum (€, Py'). Dann haben die
Zufallsvariablen

X:(QP)—=M und Z:(Q,Py)—M
die gleiche Verteilung: (M, Px) = (M; Pz) oder kurz
(Py)z = Pzoy.

Anmerkung. 1. Eine andere Bezeichnung fiir das Bildmaf3 von P
unter X ist

(1.6.3)

L(X|P) = L(X) := Px.
Der Buchstabe L steht fiir engl. law = Verteilung. Gleichung 1.6.3
liest sich in dieser Bezeichnung als L(Z o Y|P) = L(Z|L(Y|P)).

2. Andere Autoren ([2]) nennen das BildmaB Px das von X
induzierte Mafl und bezeichnen es mit P* X. Gleichung 1.6.3 liest
sich in dieser Bezeichnung als (PxY)*Z =P (ZoY).

3. Die obige Feststellung 1.6.4 besagt, dal man dasselbe Expe-
riment mit unterschiedlichen Grundridumen und Zufallsvariablen
modellieren kann.

1.6.5 Bem. (W-Maf3 & Verteilung einer Z-Var.)
(i) Verteilungen von Zufallsvariablen und W-Mafle sind
zueinander dquivalente Konzepte.
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e Die Verteilung einer Zufallsvariablen ist ein W-Ma8f.

e Zu jedem W-Mafl P’ auf einer endlichen Menge €/
gibt es eine Zufallsvariable X mit Bildmenge Q' und
der Verteilung P/, z. B. Q = @/, P := P’ und
X :=idgq. Diese Zufallsvariable hat die Verteilung
Py =P

(ii) Aus Feststellung 1.6.4 folgt, dafl X nicht eindeutig
wéhlbar ist.

Darauf kommt es aber auch nicht an. Letztendlich will
man die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B € ot
bestimmen. Die Zufallsvariable X : (Q,P) — Q' mit
Verteilung Py = P’ kann dabei helfen, wenn man das
Mafl P{X € B} leichter ermitteln kann. Man denke an
das Beispiel 1.6.2 der Augensumme von zwei Wiirfeln,
indem die Wahrscheinlichkeit fiir die Augensumme auf
die einfachere Laplace-Wahrscheinlichkeit zurickfihrt
wird.

(iii) Daher wird X : (2, P) — €' spiter oft gar nicht
explizit angegeben.

Zum Beispiel reicht die Angabe ,Sei X eine binomi-
alverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n und p“
meist vollig aus. Dies bedeutet, dafl ,X die Wertemen-
ge {0,...,n} hat und dafy Px = B, , ist. Die explizite
Angabe von (2, P) und die Abbildungsvorschrift fiir X
braucht man nur solange, bis man erkannt hat, dafl X
biomialverteilt mit diesen Parametern ist. Danach ist es
zumeist vollig unwichtig, ob die Zufallsvariable X durch
Wiirfeln oder zufélliges Ziehen von Karten oder sonstwie
realisiert wird.

Andererseits kann aber ein gute Wahl eines speziellen
X : (Q,P) — Q die Rechnung erleichtern. Resultate,
die nur von der Verteilung Px abhingen, gelten dann
fiir alle Zufallsvariablen mit der gleichen Verteilung.

(iv) Ob man mit W-Réumen oder Zufallsvariablen
argumentiert, ist Geschmackssache. Zufallsvariable sind
oft anschaulicher und die Formulierungen mit Zufalls-
variablen sind dichter am Problem. Das ist aber nicht
unbedingt ein Vorteil!

Ein anderer Grund ist, Zufallsvariable kann man wie
iibliche Variable leicht in Formeln einsetzen, Dagegen ist
das Hantieren mit Mengen und Maflen fiir den Nichtma-
thematiker gewohnungsbediirftig.
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1.7 Hypergeometrische Verteilung

1.7.1 Bsp. (Urnenmodel fiir hypergeom. Vert.)
1. Aus einer Urne mit N unterscheidbaren Kugeln wird
eine Stichprobe vom Umfang n ohne Wiederholung ent-
nommen. Die Urne enthalte zwei Sorten von Kugeln, K
schwarze und N — K rote. Die Farbe soll keinen Einflufl
auf Wahrscheinlichkeit einer Stichproben haben, d.h., al-
le Stichproben sind gleichwahrscheinlich.
Die Zufallsvariable X mit Werten in

Q:={k e N|max(0,n — (N — K)) < k < min(K,n)

gibt die Anzahl der schwarzen Kugeln in der Stichprobe

an.

Man iiberlege sich, dal ©2 die genaue Wertemenge von X ist.
Die Verteilung von X heifle die hypergeometrische

Verteilung auf (2.

2. Fiir den Stichprobenraum kommen zwei Typen in
Frage (— Satz 1.2.4)

Qorda: Geordnete Stichproben vom Umfang n aus N
ohne Wiederholung, Anzahl ist (N),.

Qunord: Ungeordnete Stichproben vom Umfang n aus
N ohne Wiederholung, Anzahl ist (]T\[)

Man versehe Qq.q bzw. Qunora jeweils mit der Laplace-
Wahrscheinlichkeit P,.q bzw. Punord-

3. Wir betrachten fiir X die beiden Fille

Xord : Qord —
Xunord : Qunord — 2

und zeigen, dafl beide die gleiche Verteilung haben.

4. Es se1 Y : Qord — Qunora die Abbildung, die je-
der geordneten Stichprobe die entsprechende ungeord-
nete Stichprobe zuordnet. Jedes ungeordnete Stichprobe
vom Umfang n hat n! mogliche Anordnungen, d.h.

‘Yﬁl{wH =n! firallew € Qunol‘d-

Da Qg.q die Laplace-Wahrscheinlichkeit hat ist die Ver-
teilung Py die Gleichverteilung auf Qy,0pq. Aus

Xord = Xunord oY.

folgt nach Feststellung 1.6.4, dal Xg.q und Xyora die
gleiche Verteilung haben.

5. Die Verteilung von X4 ist etwas einfacher zu
berechnen, als die von X,q Wir bestimmen dazu die
Anzahl von {Xunora = k} C Qunord:

Jede Stichprobe zerfillt in eine Stichprobe aus den
schwarzen Kugeln und eine Stichprobe aus den roten
Kugeln. Es gibt

(Ik() Moglichkeiten, aus K schwarzen Kugeln k aus-
zuwéhlen.

(]Z :f ) Moglichkeiten, aus N — K roten Kugeln n—k
auszuwéhlen.

Es tritt jede Kombination von schwarzen Stichproben
mit roten Stichproben auf. Nach dem Abzéhlprinzip
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1.2.2 ist die Anzahl von {Xnora = k} das Produkt der
Moglichleiten:

[{Xunora = k3 = () (0 2%)-
Fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeit auf Qupnorq folgt:

|{Xun0rd - k}‘ _ (Ik() (Z:f)
[Qunord] &

Punord{Xunord = k} =

1.7.2 Bez. (hypergeometrische Verteilung)
Es seien N, K,n € N mit

0<K<N, 1<n<N

und

Q:={keN|max(0,n— (N — K)) <k <min(K,n)}.

Das durch
K\ (N—-K
(o) Gi)
()

eindeutig bestimmte W-Maf} auf €2 heifit die hypergeo-
metrische Verteilung mit den Parametern N, K,n

und wird mit Hy g, bezeichnet. Die zugehorige W-
Funktion ist hx g .

hN,K,n(k) =

1.7.3 Bem. (Hypergeom. Vert. auf {0,1,...,n})
Mitunter wird die hypergeometrische Verteilung auch
auf dem gréBeren Raum

ﬁ::{O,l,...,n}

erklért. Beachtet man, dafl nach Definition
*)=0 firk>K,

N"KY=0 firk<n—(N-K)

ist, so gilt hier die gleiche Formel

K\ /N—-K
Hyv ik} = M

(n)

fiir k € {0,...,n}.

1.7.4 Bsp. (Herleitung mit Q4.q)
Wir berechnen direkt die Verteilung der Zufallsvaria-
blen:

X = Xoa Qord —

(— Beispiel 1.7.1 Punkt 3). Der Raum Qg.q der geord-
neten Stichproben vom Umfang n aus N Elementen hat
nach Voraussetzung die Laplace-Wahrscheinlichkeit. Die
Anzahl der Stichproben ist (N), (— Satz 1.2.4).

Wir zéhlen, wieviele dieser Stichproben k schwarze
Kugeln enthalten. Dazu wéhlen wir zunéchst geordne-
te Stichproben von k schwarzen und n — k roten Ku-
geln. Dann wahlen wir eine k-elementige Teilmenge aus
{1,...,n}, die die Pldtzen angibt, auf die schwarzen Ku-
geln der Reihe nach gelegt werden. Die weiflen Kugeln
kommen der Reihe nach auf die verbleibenden Pléitze. So
erhalten wir alle geordneten Stichproben vom Umfang n
mit k& schwarzen Kugeln. Es gibt

Version: 9. Juli 2003



1 ENDLICHE W-RAUME

(K)j geordnete Stichproben vom Umfang k aus den
K schwarzen Kugeln.

(N—K),,—k geordnete Stichproben vom Umfang n—k
aus den N — K roten Kugeln.

(Z) Moglichkeiten, die Plétze fiir die k schwarzen Ku-
geln zu wéhlen.

Nach dem Abzéhlprinzip 1.2.2 ist die Anzahl von {X =
k} das Produkt der Moglichleiten:

n
X = K} = OV = ) ).
Fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeit auf Quy0:q folgt:

|{X = k}| _ (K)k(NfK)n—k(Z)
|Q0rd| (N)n
=Hy xnl{k}

Das Herleitung der hypergeometrischen Verteilung mit Hilfe ge-
ordneter Stichproben ist zwar etwas aufwendiger. Sie bietet dafiir
einen anderen Vorteil: Man kann die hypergeometrisch verteilte
Zufallsvariable X4 als Summe von n gleichverteilten Bernoulli-
Variablen schreiben. Diese Darstellung ist hilfreich bei der Berech-
nung des — Mittelwertes der hypergeometrischen Verteilung.

P{X =k} =

1.7.5 Bsp. N Kugeln bestehen wieder aus K schwarzen
und N — K roten Kugeln.

1. Auf dem Raum Q.4 der geordneten Stichproben
ohne Wiederholung vom Umfang n aus den N Kugeln
bilde man fiir (i = 1,...,n) die Zufallsvariablen

Vvi : Qord - {07 1}7

Vo 1 wenn o; schwarz,
i
0 wenn o; rot.

2. Die Zufallsvariable (— Beispiel 1.7.1 Punkt 3)

Xora =Y _V;
=1

gibt die Anzahl der schwarzen Kugeln in der geordneten
Stichprobe an.

3. Wie man leicht sieht, ist jedes V; einfach Bernoulli-
verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p := % Dazu be-
rechnen wir die Anzahl der Elemente von {V; = 1}. Es
gibt

K mogliche schwarze Kugeln, die man auf den i-ten
Platz legen kann.

(N —1),—1 Moglichkeiten die Kugeln fiir die restli-
chen n — 1 Plétze zu wéhlen.

Da Q,.q mit Laplace-Wahrscheinlichkeit versehen ist,
folgt

K(N-1),.1 K
A A R
Die Vi,...,V, sind also gleichverteilte Bernoulli-
Variable.

4. Da die Summe X hypergeometrisch und nicht bino-
mialverteilt ist, beschreibt das Tupel (Vi,...,V,,) aber
kein n-faches Bernoulli-Experiment.
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Da die Stichprobe ohne zuriicklegen gezogen wird, beeinflussen
sich die Ergebnisse V; gegenseitig. Z. Bsp. in dem Fall N =n = 2
und K = 1 kann man aus dem Wert von V; auf den Wert von V5
schlielen!

Um die im obigen Beispiel in Punkt 4 aufgetretene Problematik
besser zu verstehen fithren wir die — gemeinsame Verteilung und
die — Marginalverteilung von Tupeln von Zufallsvariablen ein.

Wir konstruieren noch ein weiteres Modell einer Zufallsvariablen
mit hypergeometrischer Verteilung.

1.7.6 Bsp. Die N Kugeln bestehen wieder aus K
schwarzen und N — K roten Kugeln.

Man realisiere eine geordnete Stichprobe vom Um-
fang n aus N nummerierten Kugeln, indem man die N
Kugeln permutiert und dann die jeweils ersten n Stiick
auswéhlt. Der Grundraum

Qperm = {(01,...0n) € {1,...,n}N |oy#o; (1#£7)}

der Permutationen habe die Laplace-Wahrscheinlichkeit.
Die Zufallsvariable

chrm : Qpcrm —

gibt die Anzahl der schwarzen Kugeln in (o1, ...,0,) an.

Aufgabe: 1. Man zeige, dal X,erm die gleiche Ver-
teilung hat, wie Zufallsvariable Xoq : Qora — §2 (siehe
Beispiel 1.7.1 Punkt 3). Xperm ist folglich hypergeome-
trisch Verteilt.

2. Man berechne direkt die Wahrscheinlichkeit von
{W =k}.

1.7.7 Bsp. Man kann als Grundraum auch den Raum
Qg aller n-Tupel

w:i= (w1y...,wy) € {s,r}"

von optisch nicht unterscheidbaren Kugeln nehmen, von
denen hochstens K schwarz (= s) und hochstens N — K
rot (= r) sind. Die Zufallsvariable

Xer 1 Qgr — Q C Ny

gebe die Anzahl der schwarzen Kugeln in einem n-Tupel
an. Um die Wahrscheinlichkeit eines n-Tupels w € Qg
zu bestimmen, nummeriere man K schwarze und N — K
rote Kugeln, um sie unterscheidbar zu machen. D.h. man
fithre eine Zufallsvariable

W Qord - er

ein, die diese Nummern wieder entfernt und versehe €,
mit der Bildverteilung (Pyq)w. Da

Xord = Xsr oW

ist, hat X, die gleiche Verteilung wie X,,q, d.h. X, ist
hypergeometrisch verteilt.
Aufgabe: Man zeige: Fiir w € ), ist

(F)k(N = K)n—k

(Poa)wr (0} = PoraW ™" {u}) = =24

wobei k := X, die Anzahl der schwarzen Kugeln in w
ist. Man berechne nun direkt die Verteilung von X,..
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1.8 Gemeinsame Verteilung von Z-Var.

1.8.1 Bez. (Gemeinsame Verteilung von Z-Var.)

Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum, My, Ms, ..., M,
endliche Mengen und X, :  — M, Zufallsvariable. Man
fasse die Zufallsvariablen X, zu einer Zufallsvariablen X
mit Wertevorrat M := M7 x My X - -+ X M, zusammen:

X = (X1, Xa,.. ., X0): Q — M,
X :wr— (X1(w), Xo(w),..., X, (w)).

Die Verteilung Px nennt man die gemeinsame Vertei-
lung von X1, X, ..., X,. Sie ist durch die W-Funktion

S Tn)}

fir (x1,x9,...,2,) € M eindeutig bestimmt.

Man kann dies auch als px (1, y = P{X1 = z1,X2 =
Z2,...,Xn = Tn} schreiben.

PX (1,22, ,xn) — P{X = (.1'171'2,. .

T2, Ty

1.8.2 Bem. (Assoziativgesetz fiir gemeins. Vert.)
Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum, My, Ms, ..., M,
endliche Mengen, X, : Q — M, Zufallsvariable und
X = (Xl,XQ,...,Xn). Firl = ko < k1 < ko--- <
k; = n bilde man
Yai= (Xeaoyy s Xky-1)

Yi = (Xgyyo o, Xp) und Y := (1,Ys,...,Y)). Dann
haben X und Y die gleiche gemeinsame Verteilung:

fir \=1,2,...,1—1,

Px = Py.

1.8.3 Bsp. (Indikatorvariable)

1. Ein Zufallexperiment werde durch den W-Raum
(92, P) beschrieben. Fiir A € 2 ist die Indikatorvariable
(charakteristische Funktion) 14 eine Zufallsvariable mit
Werten in der Menge {0,1}. Die Indikatorvariable 14
hat die W-Funktion

p:= P{lq =1} = P(4),
1—p=P{l4 =0} = P(A°).

Die Bildverteilung Py, der Indikatorvariablen ist die ein-
fache Bernoulli- Verteilung mit Parameter p := P(A) (—
Bezeichnung 1.5.1).

¢

2. Man fithre das Experiment n-mal  unabhdingig*
durch. Dies wird durch den W-Raum (", P®") be-
schrieben. Fiir A € 2% sei

A, ={weQ"|w, € A}

das Ereignis, dafl im v-ten Experiment A eintritt. Die
Zufallsvariable

X::Z]IA,, 0" —{0,1,2,...,n}

v=1

(1.8.1)

gibt an, wie oft das Ereignis A bei den n-Versuchen
eingetreten ist. Die gemeinsame Verteilung der Indika-
torvariablen 14,,14,,...,14, ist die n-fache Bernoulli-
Verteilung auf {0, 1}", denn es gilt (— Bezeichnung 1.5.1
Gleichung (1.5.1)):

PE 1y, =2, .. )k

'7]1An :xn}:pk(l_p

b
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wobei k = X (z1,...,2,) die Anzahl der Einsen in dem
Tupel (z1,...,z,) ist.

Also ist die Verteilung Px die Binomialverteilung mit
den Parametern n und p = P(A) (— Bezeichnung 1.5.2).

Anmerkung. Die in Gleichung 1.8.1 definierte Zufallsvariable hat
also die gleiche Verteilung wie das in Bezeichnung 1.5.2 beschrie-
bene Experiment. Dies ist ein gutes Beispiel fiir die in Bemerkung
1.6.5 erldauterte Verwendung von Zufallsvariablen.

1.8.4 Bez. (Marginalverteilung)
Es seien 2, Mengen und € := €y x --- x Q,. Wir be-
zeichnen die Projektion von  auf die v-te Komponente,
(v=1,...,n), mit
(W1, w2, ... ,Wn) — Wy.

pr,:Q—Q,, pr,:

Man spricht auch kurz von den Koordinatenvariablen.

(i) Ist P ein W-Maf auf dem Produktraum, so heiflen
die Verteilungen der Projektionen pr,, die eindimensio-
nalen Randverteilungen oder Marginalverteilungen von
P.

(i) Ist T = {iy,42,...,i} C {1,2,...,n} eine k-
elementige Teilmenge, so nennt man die gemeinsame
Verteilung von (pr, ,pr,,,...,pr;, ) eine k-dimensionale
Rand oder Marginalverteilung von P.

(iii) Ist Px die gemeinsame Verteilung der Zufallsva-
riablen X = (X1,Xs,...,X,) und {i; < -+ < ix} C
{1,...,n}, dann ist die entsprechende k-dimensionale
Randverteilung von Px die gemeinsame Verteilung von
(Xiy, Xigs -, X)) (— Feststellung 1.6.4). Daher heifit
die gemeinsame Verteilung von (X;,, Xi,, ..., X;,) auch
eine k-dimensionale Randverteilung der Zufallsvariablen
X =(X1,Xo,...,Xn).

Anmerkung. 1. Eine Verteilung P auf einem Produktraum Q =
{1,2,...,m} x {1,2,...,n} laBt sich als Matrix schreiben, wenn
man die Werte P{(u, )} wie eine Matrix anordnet. Die Randver-
teilung Ppy, ist dann die Zeilensumme und Py, die Spaltensum-
me.

2. I. a. ist P verschieden von dem Produkt seiner Marginalver-

teilungen.

Bsp. Hier ein einfaches Beispiel fiir die obige Situation. Das
Experiment ist das Werfen eines fairen Wiirfels. Also Q :=
{1,2,3,4,5,6} mit Laplace-Wahrscheinlichkeit. Die Zufallsvaria-
blen seien gerade Augenzahl bzw Augenzahl mindestens vier:
Xl = ﬂ{2,3,6} und X2 = ﬂ{4,5,6}'
Px,, Px, ist jeweils die Bernoulli-Verteilung mit Parameter %:
— 1 s —
Px,(1) = Px,(0) =5 firv=1,2.

Die Werte der gemeinsamen Verteilung geben wir als Matrix an
und tragen auch die beiden Marginalverteilungen ein:

1 0| px,
A
0 |5 3| 3

Px; | 3 %

Fiir das Produkt der Randverteilungen gilt aber

(Px, @ Px,){(w,v)} = 1 fir pv=1,2.
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1.8.5 Bsp. (Randverteilung der Multinomial-V.)
Die Multinomialverteilung M,.p, ... p..) auf Q,, =
{0,1,...,n}™ hat als i-te Randverteilung die Binomial-
verteilung B, ,,.. (— Bemerkung 1.5.5) und Bezeichnung
1.5.2).

Wir leiten die Behauptung auf zwei Weisen her; der
zweite Beweis folgt in Beispiel 1.8.9

Zur Abkiirzung sei P := M,,.p, . p, (K1, ..., kp). Mit
Hilfe der Multinomialformel (— Bezeichnung 1.2.14
Gleichung (1.2.1)) berechnen wir direkt aus der Defi-
nition der Multinomialverteilung den Wert

P{pr,, = k} = n!(

=n—k
k
_ nek__ M P
= (pl + pm—l) (n — k)' %l

- (Z) (1= pm)" "Dl = Bup, {k}.

Aus der Symmetrie der Formel fiir die Multinomialver-
teilung folgt entsprechend P{pr; = k} = B, p,{k} fir
t=1,...,m.

1.8.6 Bez. Wir sagen, dafl eine Abbildung f: Q2 — M
nur von der v-ten Koordinate abhéngt, wenn es eine
Abbildung

f:Q, - M gibt,sodaﬁf:fOprV

ist.

Man sagt hierfiir auch, f 148t ich iiber pr, faktorisieren.

1.8.7 Satz (von je einer Koordinate abh. ZVn)
Es seien (Q,, P,), (v =1,...,n) endliche W-Rédume und
(Q,P) = x -+ xQ,,PL®--® P,) der Produk-
traum. Fiir Zufallsvariable X,,, (v = 1,...,,), die je-
weils nur von der v-ten Komponente abhiingen,
ist die gemeinsame Verteilung das Produkt der Vertei-
lung der X,:

Fiir dieses X := (X1, Xs,...,X,,) Ist

Px =Px, ® Px,® - ® Px, .

1.8.8 Bez. (Standardmodell fiir unabh. ZV.)

Hat man n Zufallsexperimente, die durch die W-Raume
(4, P1),..., (4, P,) beschrieben werden, so modelliert
das Produktmafl P = P, ® --- ® P, die gemeinsa-
me Durchfithrung dieser Experimente ohne gegenseiti-
ge Beeinflussung. Héngen die Zufallsvariablen X,,(v =
1,...,n) jeweils nur vom Ausgang des v-ten Experimen-
te ab, haben sie keinen Einflufl aufeinander. Die Vertei-
lung der Zufallsvariablen X := (X, ..., X,,) beschreibt
das Ergebnis von n Zufallsexperimenten, die sich gegen-
seitig nicht beeinflussen. D.h. das W-Mafl Px des Zu-
fallsexperimentes X ist das Produkt der W-Mafle Px,
der Einzelexperimente.

Der obige Satz 1.8.7 beschreibt einen wichtigen Spezi-
alfall von unabhdingigen Zufallsvariablen und ist zugleich
das Standardmodell zur Konstruktion — unabhéngiger
Zufallsvariabler.
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Wir verwenden die allgemeine Idee von Bezeichnung 1.8.8 fiir
eine zweite Herleitung der Randverteilung der Multinomialver-
teilung (— Beispiel 1.8.5). Wir wihlen dazu ein n-Tupel X =
(X1,...,Xm) von Zufallsvariablen X : (Q, P) — Q,, die multino-
mial verteilt sind. Nach Bezeichnung 1.8.4 (iii) ist die i-te Randver-
teilung von Px gleich Px,. Wir zeigen, da8 Px, binomial verteilt
ist.

1.8.9 Bsp. (Randverteilung der Multinomial-V.)
Die Multinomialverteilung M,.p, ... p..) auf €, =
{0,1,...,n}™ hat als i-te Randverteilung die Binomial-
verteilung B, p,. (— Bemerkung 1.5.5) und Bezeichnung
1.5.2).

Dazu sei Q@ = {w1,...,wn} ein Grundraum mit m
Elementen und P das W-Mafl mit P{w;} = p; fiir i =
1,...,m. Man bilde das Produkt (2", P®") und fiir i =
1,...,m die Zufallsvariablen

X;: Q" —={0,...,n}

Xi:t (W1, yn) — Z Doy (y5)-
j=1

X, Dbeschreibt, wie oft das Element w; unter den
Y1,--.,Yn vorkommt. Nach Bezeichnung 1.5.4 hat das
m-Tupel X = (Xq,...,X,,) die Verteilung M., ... p,. -
Nach Konstruktion ist die Zufallsvariable
Y (21, 2n) = g ()

einfach Bernouli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p; und hangt nur von der j-ten Komponente ab. Nach
Satz 1.8.7 ist das n-Tupel Y = (Y3,...,Y,) n-fach
Bernoulli-verteilt mit dem Parameter p; und folglich (—
Bezeichnung 1.5.1 (4)) ist die Summe

n

X;i=>Y

=1

binomialverteilt mit den Parametern n und p;.
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1.9 Unabhingige Zufallsvariable

1.9.1 Ziel (Unabhéingigkeit von Zufallsvar.)

Man hat ein Zufallsexperiment F mit dem W-Raum
(Q,P) und n Zufallsvariable X, : Q@ — M,, (v =
1,...,n). Wir fithren nun die folgenden beiden Expe-
rimente durch:

e Wir fithren das Experiment E n-mal so durch,
daf sich die einzelnen Durchfithrungen nicht be-
einflussen und beobachten der Reihe nach die
Elementarereignise wi,...,w,. Bei der ersten
Durchfithrung notieren den Wert X;(w1), bei der
zweiten Durchfithrung Xs(we) und beim n-ten
mal den Wert X,(w,). Nach Satz 1.8.7 ist die
Verteilung der so gebildeten Zufallsvariablen

(Wi, ywn) — (Xy(w1),. .-, Xn(wn))

das Produkt Px, ®--- Py, der Verteilung der Kom-
ponenten.

e Wir fithren das Experiment E durch. Wenn das
Ergebnis w €  ist, so notieren wir das n-Tupel
X(@) = (X1 (@), . X ().

Wir nennen die Zufallsvariablen Xi,..., X, un-
abhdngig, wenn sich bei der zweiten Versuchsanordnung
dieselbe gemeinsame Verteilung ergibt wir bei der ersten
Versuchsanordnung, d.h.

Px =Px, ® - ®Px_

Bsp. Hier ein einfaches Beispiel fiir die obige Situation. Das
Experiment ist das Werfen eines fairen Wiirfels. Also Q :=
{1,2,3,4,5,6} mit Laplace-Wahrscheinlichkeit. Die Zufallsvaria-
blen seien gerade Augenzahl bzw Augenzahl durch drei teilbar:
X1 = ﬂ{2,4,6} und X := Il{3,6}-

Px, ist die Bernoulli-Verteilung mit Parameter %:

Px, (1) = Px, (0) = 3.
Py, ist die Bernoulli-Verteilung mit Parameter L.

Die Werte der gemeinsamen Verteilung geben wir als Matrix an
und tragen die Marginalverteilungen Px, und Px, ein:

[e=]

P

1 X1
Ll 2| 3
0 |5 & 3

Px, % %

Man priift leicht nach, da8 das Produkt Px, ® Px, dieselbe Tabelle
ergibt.

Nach Feststellung 1.10.2 (b) reicht es in diesem Fall, die folgende
Beziehung zu priifen:

%'%:P(Xlzl)P(XQZU
L P(X1=1,X2=1) = P({6}) = L.

Die restlichen Werte der Tabelle folgen hieraus.

1.9.2 Def. (Unabhingigkeit von Zufallsvar.)

Es seien (£, P) ein endlicher W-Raum, M, endliche
Mengen und X, : Q — M,, (v = 1,2,...,n), Zufalls-
variable.
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Das Tupel X := (X1, Xs,...,X,) heilt unabhingig
wenn die gemeinsame Verteilung Px gleich dem Produkt
der Verteilungen Px,, Px,, ... Px, Ist:

Px =Px,®Px,® - ® Px,,.

Anmerkung. Zur Betonung oder Unterscheidung sagt man auch
stochastisch unabhingig.

Sind die Zufallsvariablen X7, ..
Ben sie (stochastisch) abhiingig.

., Xp nicht unabhéngig, so hei-

1.9.3 Satz (Unabhingigkeit von Zufallsvar.)
Es seien (9, P) ein endlicher W-Raum, M, endliche
Mengen und X, : Q@ — M, (v = 1,2,...,n), Zufalls-
variable. Die folgenden Aussagen sind &dquivalent:

(a) Die Familie X = (X1,Xs,...,X,) ist un-
abhéngig.

(b) Fiir beliebige B, € M,,, (v =1,2,...n) gilt:

P{XGBl><BQX~“XBn}
= P{X; € B} - P{X, € By} --- P{X, € B,}.

Man kann die Bedingung auch in der Form

P{X1 € B1,X3 € Ba,...,Xn € By}
= P{X; € B1} - P{X3 € By}---P{X,, € Bp}.

schreiben.
(¢) Fiir (z1,...,2,) € My X -+ X M, gilt
P{X = (z1,...,2n)}

(d) Die Wahrscheinlichkeitsfunktion px der gemein-
samen Verteilung von X := (X1, Xs,...,X,) hat Pro-
duktgestalt: d.h. es gibt Funktionen p, : M, — [0,1]
derart, daf3

pX(fl?l,---,In) :pl(l'l)"'pn(xn)

fiir (x1,...,2,) € My x ... M, gilt.

Anmerkung. In der Literatur wird haufig Satz 1.9.3 als Definiti-
on fiir die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen gwéhlt und spéter
die Aquivalenz zu Definition 1.9.2 gezeigt.

1.9.4 Bem.
Esseien X, : (0, P) - M,, (v =1,2,...,n) unabhéngi-
ge Zufallsvariable.

(i) Ist o eine Permutation von {1,2,...,n} so sind
auch X,,,Xs,,...,X,, unabhingig.

Man kann also auch von einer Familie (X;);c; von unabhéngi-
gen Zufallsvariablen sprechen, wenn I eine endliche Indexmenge

ist.
(ii) Ist I C {1,2...,n} eine Indexmenge, so ist die
Teilfamilie (X;);c; ebenfalls unabhéngig.

(iii) Fiir eine disjunkte Zerlegung IU...Ul, =
{1,2,...,n} bilde man die Zufallsvariablen Y,, :=
(Xi)ier, (3¢ = 1,...,k). Dann sind Y1,Ys...., Y un-
abhingig
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1.9.5 Satz (Funktionen unabhingiger ZV.)
Esseien X, : (Q,P) — M,, (v =1,2,...,n) unabhéingi-
ge Zufallsvariable. Ferner sei {1,2,...,n} die disjunkte
Vereinigung von Indexmengen I, I, ..., I, und

o HMi—>N% fir x=1,2,...,k
i€,

Abbildungen in endliche Mengen N,.. Man bilde die Zu-
fallsvariablen

Zye = fr0(Xy)ier,

Dann sind Zy, Zs, . .

fir x=1,2,...,k.

., Zp, unabhéngig.

Speziell gilt: Sind die Zufallsvariablen X, (Q,P) — M,,
(v = 1,2,...,n) unabhéngig, und sind f, : M, — N, beliebi-
ge Abbildungen, N, endlich, so sind die Zufallsvariablen

Zy = froXy (V:1)2:-~‘7n)
unabhingig.

Anmerkung.
disjunkt sind.

(i) Satz 1.9.5 gilt nicht mehr, wenn die I; nicht

(ii) Auch ist fiir eine unabhéngige n-Tupel reeller Zufallsvaria-
bler X := (X1, X2,...,Xn) und eine invertierbare n x n-Matrix
A ist das n-Tupel AX i. a. nicht unabhingig.

beginbsp Zzweimaliger fairer Miinzwurf. Es seien prq, pry
{0,1}? — {0, 1} die beiden Ergebnisse. pr;, pr, sind unabhingige
Zufallsvariable. Dagegen sind die Zufallsvariablen

X1 :=pr; +prp, und Xps:=pr; —pry

nicht unabhéngig. So folgt aus X; = 2, dafl X1 = 0 ist oder aus
Xo = +1 folgt X1 = 1. Andererseits sind

pr; = %(Xl—‘,-Xg) und pI‘ZZ%(Xl_XQ)

unabhéngig, obwohl X1, X9 abhéngig sind.
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1.10 Unabhingige Ereignisse

1.10.1 Bez. (Unabh. Ereignisse)

Endlich viele Ereignisse Aj,...,A, eines W-Raumes
(Q, P) heiflen (stochastisch) unabhéngig, wenn die In-
dikatorfunktionen 14,,..., 14, unabhéngig sind.

1.10.2 Festst. (unabhiingige Ereignisse)
Fiir die Unabhéngigkeit der Ereignisse Aj, Ao, ..., A,
reicht es, eine der folgenden einfacheren Bedingungen
(b) oder (¢) nachzupriifen.

Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(a) A17 Ag, ..
(b) fiir jede nichtleere Teilmenge I C {1,2,...
gilt:

., A,, € 2 sind unabhéngig.

P(NA) =[P4

el iel

(c) Fiir jede nichtleere Teilmenge I C {1,2,...
gilt
P(N Ain N 4A5) =[] P4 [T Pa3).
el jere i€l jeI°

Damit eine Familie A1, ..., A, unabhingig ist, mufl man in Fest-
stellung 1.10.2 die Produktformel (b) bzw. (c) fiir alle Teilfamilien
I priifen.

1.10.3 Bsp. Eine faire Miinze wird dreimal ge-
worfen. Der Ergebnisraum ist {0,1}® mit Laplace-
Wahrscheinlichkeit.

A = {(wl,wg,wg) | w1 +wa +wsz > 2}
A2 = {(wl,w27w3) | w1 = 1}
A3 = {(wl,w2,w3) | Wo = w;;}
Es ist P(4;) = % fiir i =1,2,3 und

P(Al OAQ ﬁAg) = P{(17171)} = év
aber

P(A; N Ay) = P{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1)}
s # P(A1)P(Ay).

Anmerkung. (unvereinbare Ereignisse sind abhiingig)
1. Wir

n

N A; = 0 und mindestens ein P(A4;) # 0. Unvereinbare Ereignis-
i=1
se sind abhingig und nicht etwa unabhéngig!

nennen FEreignisse Ajp,...,A, wunvereinbar, wenn

2. Der Begriff der paarweisen Unabhdngigkeit ist nicht weiter
wichtig. Im folgende Beispiel werden drei paarweise unabhingige
Ereignisse konstruiert, die zusammen unvereinbar sind.

1.10.4 Bem. (A paarweise unabh. Ereignisse)

Fiir n > 3 kénnen Ereignisse Ai,...,An auch dann abhingig
sein, wenn je zwei der Ereignisse unabhiingig sind (sogenann-
te paarweise Unabhéngigkeit) Beispiel: Fairer Wiirfel wird zwei-
mal unabhéngig voneinander geworfen. D.h. Q := {1,...,6}? mit
Laplace-Wahrscheinlichkeit.

Aq = {(z1,22) | z1 gerade}

Ag = {(z1,22) | z2 gerade}

Asz = {(z1,22) | z1 + x2 ungerade}
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Es ist
P(A;) =
P(AZ n Aj) =

fiiri =1,2,3
fiiri,j = 1,2,3, i # j.

ESI ST

Die Ereignisse sind also paarweise stochastisch unabhéngig. Sie
sind aber nicht unabhéngig, da

P(Al N As ﬂAg) = P(@) =0
ist.
Anmerkung. Dass Beispiel der Ereignisse A; und Az zeigt
noch folgendes: Zwei Ereignisse kénnen sehrwohl stochastisch un-

abhiingig sein, obwohl eins mitbestimmdt, ob das andere eintritt (—
Bedingte Wahrscheinlichkeit)

Aus Satz 1.9.5 und den Regeln aus Bemerkung 1.3.1 ergibt sich
das folgende Resultat:

1.10.5 Satz (Rechenreglen: unabh. Ereignisse)
Es seien Aq,...,A, unabhingige Ereignisse. Fiir eine
Zerlegung [1U... Ul = {1,2,...,n} bilde man mittels
mengentheoretischer Operationen (Durchschnitt, Verei-
nigung, Komplement) aus den Familien {A; | i € L.},
()6 =1,...k) neue Mengen By,,...,B;
Dann sind auch By,, ..., Br

K-
. unabhéngig.

Beispiel: Sind A, B,C, D, E, F unabhéngig, so sind auch AN B,
C U (D \ E), F¢ unabhingig.
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1.11 Bedingte Wahrscheinlichkeit

1.11.1 Bsp. Beim Wurf mit einem fairen Wiirfel ist
unter der Annahme, dafl eine gerade Augenzahl
gewiirfelt wurde, anschaulich klar, dafl

die Wahrscheinlichkeit von {1,3,5} gleich 0 |
die Wahrscheinlichkeit von {2,4, 6} gleich 1

ist, und daff {2}, {4}, {6} die gleiche Wahrscheinlich-
keit haben. Also ist, unter der obigen Annahme, die
Wahrscheinlichkeit von {2} gleich § u.s.w.

Wir wollen die intuitive Wahl der Wahrscheinlichkeiten im obigen
Beispiel 1.11.1 mit Uberlegungen zur relativen Hiufigkeit in einer
langen Folge von Experimenten untermauern. Wir 16sen uns fiir
diese Diskussion vom konkreten Beispiel des Wiirfelns.

1.11.2 Ziel (H#ufigkeit bei bedingten Exprmtn.)

Das folgende Uberlegung beruht auf Plausibilitit, sie ist so nicht
mathematisch beweisbar, sondern dient als Motivation fiir die an-
schliefende Definition 1.11.3

Ein Zufallsexperiment E wird mit einem W-Raum
(Q, P) modelliert. Wir betrachten zwei Ereignisse A, B €
29 mit A ¢ B und nehmen an, da$ in ciner Serie von
Zufallsexperimenten, die sich gegenseitig nicht beeinflus-
sen, fiir hinreichend grofies n die relative Haufigkeiten
R, (A) = P(A) bzw. R, (B) =~ P(B) seien. Weiterhin sei
P(B) > 0.

Eine Serie von Zufallsexperimenten ergebe die Be-
obachtungen z1,xo,...,zN. Aus diesen wihle man die
Teilserie derjenigen Beobachtungen aus, die in B liegen:

(El,...,ffmGB.

Fiir groles N werden die die relativen H&ufigkeiten
Ry (B) = % sehr dicht an P(B) > 0 liegen. Auch wird
Ry(A) =~ P(A) sein.

Die relative Haufigkeit fiir das Ereignis A in der aus-
gewahlten Teilserie ist

m N
Rin(A) = %Z 14(3,) = %i Z 1a(z,)
_ Bn(4)  P(4)
"~ Rn(B) "~ P(B)

1.11.3 Def. (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum und B € 2 mit
P(B) > 0.

(i) Man definiert ein W-Ma88 P(.|B) auf 2B durch
die Vorschrift

P(A|B) := 2(4) fiir A € 25.

P(A|B) heifit die bedingte Wahrscheinlichkeit von A ge-
geben B.

(ii) Oft ist es zweckméBig, die bedingte Wahrschein-
lichkeit als W-Ma#f auf dem urspriinglichen Grundraum
Q aufzufassen. Man setzt dann

P(C|B) := P(C N B|B) fiir C € 2°.
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Streng genommen handelt es sich hierbei um das Bild des W-
MafBes P(.|B) unter der Zufallsvariablen ¢ : B — 2, wobei ¢ die
Einbettung der Teilmenge B in  ist. Man identifiziert in diesem
Fall das W-Ma83 P(.|B mit seinem Bildmaf unter ¢.

(ili) Man definiert praktischer Weise die bedingte
Wahrscheinlichkeit auch im Fall P(B) = 0 und setzt
P(C|B) = 0. Auf diese Weise erreicht man, daf3 die fol-
genden Formeln auch in diesem Fall sinnvoll bleiben.
Natiirlich ist in diesem Fall P(.|B) =0 kein W-Map.

Anmerkung. Man kann die Definition 1.11.3 auch etwas simpler
auffassen: Fiir ein B € 2% ist die Einschrinkung P|2F ein Maf auf
B. Wenn P(B) > 0 ist, kann man die Einschréinkung normieren,
so da man ein W-Maf} erhélt. Man bezeichnet

1
)= —— P|2B.

A 1)

(B, P(.|B)) entspricht der Bildung eines Unterraumes bei ande-
ren mathematischen Strukturen. Die dann anschlieflende Frage,
wie man einen W-Raum aus ,,disjunkten Unterdumen rekonstru-
iert, findet fiir endliche W-R&ume eine ganz einfache Antwort (—
Abschnitt 1.12)

1.11.4 Bsp. Der Spielleiter wirft verdeckt zwei faire
Wiirfel und verkiindet ,, Augensumme ist > 8“. Frage:
Wie grof} ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl min-
destens eine 6 geworfen wurde?

Antwort: Unter der Voraussetzung, dafl der Spielleiter
vorher festgelegt hatte, dafl er nur eine der Informatio-
nen , Augensumme < 8 oder > 8 bekanntgegeben wird,
ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine
6 unter den Augen %

Da die Spielregel vorher bekannt ist, kann man aus der Angabe
des Spielleiters keine weiteren Informationen ziehen. Was anderes
wire es, wenn der Spielleiter auch statt der 8 eine andere mdogliche
Zahl wahlen diirfte!

Der Grundraum ist {1,...,6}%> mit

Wahrscheinlichkeit. Es gibt die Ereignisse

Ag = {(176)a sy (676)7 (6a5>’ EER) (67 1)}7

Laplace-

Bg = . .

(5,

. (5,3)
6,2) (6,3

)

Offensichtlich ist | Bs| = 15 und |A¢ N Bs| = 9 und somit

P(Ag | Bs) = 55/3¢ = 3-

1.11.5 Bsp. Eine Urne enthalte K schwarze und N — K
rote Kugeln. Vom Spielleiter werden zunéchst zufillig
aber verdeckt m Kugeln entnommen und nichts iiber de-
ren Farben mitgeteilt. Dann werden 6ffentlich n Kugeln
gezogen, wobei natiirlich n < N — m ist.
Was ist die Wahrscheinlichkeit, dafl unter den n 6ffent-
lich gezogen Kugeln k Stiick schwarz sind.
Antwort. Die Anzahl der schwarzen Kugeln unter den
n Offentlich gezogenen Kugeln ist hypergeometrisch ver-
teilt mit den Parametern N, K,n. Die Wahrscheinlich-
keit fiir k schwarze Kugeln ist
K\ (N-K
SN
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Die vorhergehende verdeckte Entnahme von m Kugeln
hat keinen Einfliis auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der nachfolgenden n Kugeln.

Ein schnelles Argument hierfiir ist: Die Wahrschein-
lichkeit einer geordneten Stichprobe, in der zuerst m Ku-
geln kommen und dann eine Anordnung von n Kugeln,
von denen k schwarz sind, hat die gleiche Wahrschein-
lichkeit wie eine Stichprobe, in der die besagten n Kugeln
vor den m Kugeln kommen.

Man kann den Vorgang auch als m + n-stufiges Zufallsexperiment
modellieren und die (bedingte) Wahrscheinlichkeit dafiir berech-
nen, dal k schwarze Kugeln gezogen werden, wenn zuvor irgend-
welche m Kugeln gezogen wurden (— Abschnitt 1.13 Mehrstufige
Experimente).

1.11.6 Satz (von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum und

Q=BU...UB,

eine Zerlegung von §) in disjunkte Teilmengen B, € 2.

(i) Dann gilt die Formel von der totalen Wahr-
scheinlichkeit

P(A) = En: P(A|B,)- P(B,) fiir A € 2.

(ii) Im Fall P(A) > 0 gilt fiirk = 1,...,n die Formel
von Bayes:

P(A|By) - P(By)
2=:1 P(AlBV) ' P(BV)

P(By|A) = , (1.11.1)

Anmerkung. 1. Die Formel von Bayes folgt aus der Formel (i)
von der totalen Wahrscheinlichkeit und der Beziehung
P(BrNA) _ P(A[Bk)P(By)

P(A) P(4)

P(BglA) =

2. Ein Spezialfall von Satz 1.11.6 (i) ist die Formel
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°).

D.h. die Wahrscheinlichkeit von A ergibt sich aus den Wahrschein-
lichkeiten P(B), P(B€) und den bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(A|B), P(A|B).

Man beachte die Konvention: P(B) =0 = P(A|B)=0.

3. Genauso erhélt man als Spezialfall von Satz 1.11.6 (ii) die
Formel
_ P(A|B)P(B)
~ P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°)’

P(B|A)

1.11.7 Bsp. Eine Person wird ohne besonderen Ver-
dacht auf HIV getestet, etwa anlédflich einer Operation.
Uberraschend fallt der Test positiv aus. Wie ist das Er-
gebnis zu bewerten?

Die derzeit iiblichen Tests (Stand 2001) erkennen Er-
krankte mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,998 und lie-
fern fiir Gesunde mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,99
ein negatives Resultat. Es gibt in Deutschland ca. 50.000
Erkrankte bei 80 - 106 Einwohnern. Es bezeichne

K Ereignis, daf} irgend eine Person an HIV erkrankt
ist,
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Tpos Ereignis, dafl irgendeine Person positiv getestet
wird.

Geht man also aus, dafl die Person einem durchschnitt-
lichen Erkrankungsrisiko unterliegt, so gilt

~50.000

=0 108~ 6.25-107%

P(K)
Bekannt sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(Tpos | K) = 0,998
P(Tpos | K°) =1—0.99 = 0,01.

Also ist
P(Tpos| K)P(K)
P(Tpos| K)P(K) + P(Tpos | K ) P(K<)
0,998 -6.25- 1074
0,998 - 6.25 - 104 40,01 - (1 — 6.25 - 10—4)
~ 0, 06.

P(K|Tpor) =

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 die Person tatséchlich er-
krankt ist, wenn sie positiv getestet wurde, betrigt 6%.

Gehort die Person dagegen zu einer Risikogruppe A
mit P(K4) = 0,01 so ist die bedingte Wahrscheinlich-
keit, dafl diese Person tatséchlich krank ist

P(K a|Tpos)
_ P(Tpos| Ka)P(Ka)
 P(Tpos|Ka)P(Ka) + P(Tpos| K5) P(K5)
0,998 - 0,01
- 0,998 - 0,01 4 0,01 -0.99

~ 50%.

Das Beispiel zeigt, daf} ein allgemeines Screening fiir
seltene Krankheiten, das nicht auf Risikogruppen be-
schrankt ist, selbst bei Verwendung zuverléssiger Tests,
von eingeschriankten Wert ist.

1.11.8 Satz (Multiplikationsformel)

In einem endlichen W-Raum gilt fiir A;, ..., A, € 29

n —1

P((4,) = P(4)- ][ P(A) leA#)
Ayl A

v=1

= P(4,) - P( 1)P(A3|A1 N Ag)---

o P(An|A1 N Ap).

Bsp. (Geburtstagsproblem) Die Wahrscheinlichkeit, da von n
zufillig nacheinander ausgew#hlten Personen keine zwei am selben
Tag Geburtstag haben, ist

(365)n
365n

Dabei wurde das Jahr zu 365 Tagen ohne Schaltjahre gerechnet.
Alle Tage treten mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstage
auf.

Der zugrunde liegende W-Raum ist also (Q", P€"), wobei Q =
{1,...,365} und P die Laplace-Wahrscheinlichkeit auf  ist. Man
setze Ay das Ereignis, dafl die (k + 1)-te Person an einem anderen
Tag Geburtstag hat, als die davor gew&hlten und wende Satz 1.11.8
an.

Anderes Model, daf§ zur gleichen Losung fithrt: Wahrscheinlich-
keit, dal eine geordnete Stichprobe mit Wiederholung vom Um-
fang n aus der Menge {1,...}365 keine zwei gleichen Elemente
entalt.
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1.11.9 Bem. (bed. Wahrsch. und Unabhéngigkeit) 1,12 Zusammengesetzte W-Mafe

Gegeben seien zwei Ereignisse A, B eines W-Raumes
(Q, P) und es sei P(B) > 0.
A, B sind dann und nur dann unabhéngig, wenn

P(A|B) = P(A) gilt.

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,
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1.12.1 Satz (zusammengesetzte W-Mafle)

Es sei (0,P) = {wo1,...,won} ein W-Raum mit
n Elementen und dem W-Mafi P,. Weiterhin seien
(Qlla P11)7 ey (an, Pln) endliche W-Rédume und

9129110...U91n

s Q.
Oder anders ausgedriickt: €2 hat eine Zerlegung in n paarweise
disjunkte Mengen Qi1,...,Q1, € 292

Zur Abkiirzung setze man pg, := Po{woy }-

Dann gibt es genau ein W-Mafi P auf Q derart, daf3
firv=1,...,n gilt:

die disjunkte Vereinigung der 11, ...

P(Q1y) = pov, (1.12.1)
und falls pg,, > 0 ist:
P(A|Q,) = P, (ANQ,) fir Ac2?  (1.122)

Beachte: Wenn P(Q1,) = po, = 0 ist, so ist definitionsgemif
P(A|Q1,,) =0.

Anmerkung. (Zusammengesetzte W-Mafle) 1. Aus der For-
mel von der totalen Wahrscheinlichkeit (— Satz 1.11.6 (i)) und
den Eigenschaften (1.12.1) und (1.12.2) folgt fiir das zusammen-
gesetzte W-Mafl P die Formel:

n
P(A) = Z pov Pu(ANQy,) fir Ae 2%

v=1

(1.12.3)

Dadurch ist P eindeutig bestimmt.

2. Zum Beweis der Existenz definiert man P durch die Formel
(1.12.3) und priift nach, dal diese Funktion P ein W-Maf mit den
Eigenschaften (1.12.1) und (1.12.2) ist.

3. Speziell folgt aus Gleichung (1.12.2) die Produktformel

P(A) = po, P1,(A) fiir A € 2w,

4. Im Spezialfall, dal die Rdume (21,, P1,) alle gleich sind:
(Q,P) := (Q11,P11) = - = (n, Pin)

kann man © mit Qg X folgendermaflen identifizieren: Fiir w €
Q1,, sei @ das entsprechende Element in 2. Dann ergibt die Zu-
ordnung

w — (wow, )

eine Bijektion der disjunkten Vereinigung Q := 13 U...UQp,
mit dem Produktraum ¢ x €2. Unter dieser Identifizierung ist das
zusammengesetzte W-Mafl P gerade das Produktmafl Py ® P.

Dies sieht man folgendermaflen: Fiir w € Q;, folgt aus den
Bedingungen (1.12.1) und (1.12.2), da§

P{w} = P({w} | 1) - P(Q10) = Prv{w} - Po{wou}
= Py ® P{(wov, @)}
ist.

5. Auch sonst ist es oft vorteilhaft, die Elemente von  :=
Q11 U...UQ1, etwas aufwendiger als Paare

(wov,w) fir w € Q1

zu schreiben. Man denke an gekoppelte Experimente, wenn das
erste das Ergebnis wg, ist, fiihre man das Experiment mit dem
Ergebnisraum €21, aus. Man erhélt nun die Gesamtbeobachtung
(woy,w) mit w € Q1 ,,. Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Elemen-
tarereignisses folgt aus Gleichung (1.12.2) die Pfadformel:

P{(WO,V’W)} = PO{UJOV}Ply{w}~

Wir benutzen diese Schreibweise in dem folgenden Beispiel:

(1.12.4)
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1.12.2 Bsp. (zusammengesetzte W-Mafle)

1. Wir haben drei Urnen, eine weifle Urne, eine
schwarze und eine rote. Alle drei enthalten jeweils eine
Anzahl von schwarzen Kugeln und roten Kugeln.

weile Urne: drei schwarze, eine rote
schwarze Urne: vier schwarze, eine rote

rote Urne: drei schwarze, zwei rote

Zuerst wird aus der weiflen Urne eine Kugel gezogen.
War diese schwarz, wird anschlieBend aus der schwar-
zen Urne eine Kugel gezogen, anderenfalls aus der roten
Urne. Der Ereignisraum besteht also aus den Tupeln

Q:={(s,8),(s,7),(r,8), (r,r)}
Gesucht ist das W-Mafl P auf €2, das die eingangs be-
schriebene Zugreihenfolge modelliert.

2. Wir bestimmen P mit Hilfe von Satz 1.12.1
iiber zusammengesetzte W-Mafle, Bekannt sind die W-
Réaume:

(Qo, Py): Ziehen einer Kugel aus der weilen Urne

po1 = Po{s} =3, poo = Po{r} =1

(Q11, P11): Ziehen einer Kugel aus der schwarzen Ur-

ne:
P11{8} = %7 Pu{?”} = %§

(Q12, P12): Ziehen einer Kugel aus der roten Urne:
Pp{sy =3, Pp{r}=2%

Wir kénnen € als disjunkte Vereinigung von 2;; und
Q15 auffassen, indem wir identifizieren:

O = {(Sa S)’ (S,’I‘)}7 o = {(7“,8)7 (Tv T)}

Durch diese Bezeichnung unterscheiden wir eine schwar-
ze Kugel (s, s) in der schwarzen Urne von einer schwar-
zen Kugel (r,s) in der roten Urne.

Die Elementarereignisse w € ) haben die folgenden
bedingten Wahrscheinlichkeiten P({w}|Q1), (i = 1,2),
die wir in einer Tabelle eintragen:

w | P{w}1) P({w}i2)

) | Puif(s,s)} 0

) | Puf(s,m)}

) 0 Pro{(r,s)}

) 0 Pm{(?“, 7“)}

Durch passende Wahl und Addition dieser Werte berech-
net man

P(A|Q;) = Pri(ANQyy)

(1.12.5)

, S

(1.12.6)

—~ T~
»
=

=
»

fir Ac 2% und i =1,2.
3. So erhilt man fiir die Ereignisse

S := {zweite Kugel schwarz}
R := {zweite Kugel rot}

die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(S|Q11) = Pu{(s,s)}, P(R[Qn) = Pu{(s,7)},
P(S|Q2) = Pr2{(r,8)},  P(R|Q2) = Pr2{(r,7)}.
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Mit der Formel (1.12.3) von der totalen Wahrschein-
lichkeit folgt:

P(S) = po1 P(S|1) + po2P(S|2) =
P(R) = po1P(R|1) + po2 P(R|Q412)

+
+

EN[JUTNTI)
[T '

i ot
=W

NN

4. Mit der Formel von Bayes (— Satz 1.11.6 (ii))
erhilt man die Antwort auf die folgende Frage: Wie
grof} ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dal wir aus der
schwarzen bzw. der roten Urne gezogen haben, gegeben,
daf} die zweite Kugel schwarz ist:

P(S | 1) P(Q11) % ) % 4

P(Qll | S) = = = =,
P(S) ER

P(S | 2)P(Q12) % ) i 1

P(S) ER

Anmerkung. (a priori und a posteriori-Verteilung) P(Q11 |
S) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl beim ersten mal eine
schwarze Kugel gezogen wurde gegeben, dafl auch beim zweiten
Zug eine schwarze Kugel gezogen wird. Genauso ist P(Q12 | S) die
bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl beim ersten mal eine rote Kugel
gezogen wurde gegeben, dafl beim zweiten Zug eine schwarze Kugel
gezogen wird. Hierfiir ist die folgende Sprechweise iiblich:

Die Wahrscheinlichkeiten pg1 = % und po1 = % fiir eine schwar-
ze bzw. der rote Kugel beim ersten Zug nennt man die a priori
Wahrscheinlichkeiten. Die Information, dafl beim zweiten Zug die
aus einer der beiden Urnen gezogene Kugel schwarz ist, verschiebt
die apriori Wahrscheinlichkeiten zu den a posteriori Wahrschein-
lichkeiten P(Q11 | S) = 2 bzw. P(Q2 | S) = 1.

Fiir die schwarze Urne ist die a posteriori Wahrscheinlichkeit
gegeben S grofler als die a priori Wahrscheinlichkeit, da bei ihr
das Verhéltnis der schwarzen Kugeln zu den roten grofer ist, als
bei der roten Urne.
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1.13 Mehrstufige Experimente

Oft wird ein mehrstufiges Zufallsexperiment durch einen Ereignis-
baum beschrieben.

Ein Baum ist ein zusammenhéngender gerichteter Graph, der
zwischen je zwei Ecken genau eine Kante enthélt. Wir machen von
den folgenden einfachen Eigenschaften von Biumen gebrauch:

— Es gibt genau einen Knoten, genannt Wurzel, mit Eingangs-
grad 0, d.h. es fithren keine Kanten hinein. Alle anderen Knoten
haben den Eingangsgrad 1, d.h. es fiihrt genau eine Kante hinein.

— Die Knoten mit Ausgangsgrad 0 — d.h. es fithren keine Kanten
hinaus — heiflen die Endknoten des Baumes. Alle anderen Knoten
heiflen Verzweigungsknoten.

— Ein Pfad ist eine Folge von Kanten, so dafl der Endknoten
einer Kante der Anfangsknoten der néchsten ist.
In einem Baum gibt es zu jedem Knoten genau einen Pfad von

der Wurzel zu diesem Knoten. Die Tiefe eines Knotens ist die
Lénge dieses Pfades.

— Die Zuordnung von Knoten zu ihren Pfaden ergibt eine Bi-
jektion der Menge der Endknoten auf die Menge der maximalen
Pfade des Baumes.

Ein Ereignisbaum dient dazu, auf der Menge der Endknoten
oder gleichbedeutend der Menge der maximalen Pfade ein W-Maf}
mit geeigneten Eigenschaften zu konstruieren.

1.13.1 Bez. (Ereignisbaum)

(i) Ausgehend von einem Knoten der 0-ten Stufe lauft
je eine Kante, zu den die Ausginge der O-ten Stufe
repréisentierenden Knoten, wobei jede Kante mit der
entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeit oder
Fintrittswahrscheinlichkeit des entsprechenden Elemen-
tes der O-ten Stufe versehen wird.

(ii) Jeder dieser Knoten der 1-ten Stufe ist entweder
ein Endknoten oder von ihm laufen wieder Kanten zu
Knoten 2-ter Stufe, die die Ausgénge der ersten Stufe
beschreiben. Hier werden die Kanten mit der Uber-
gangswahrscheinlichkeit oder FEintrittswahrschein-
lichkeit fiir das Ergebnis in der ersten Stufe versehen;
usw.

(iii) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Kanten,
die von demselben Knoten ausgehen, miissen sich zu
Eins addieren.

Anmerkung. In einem mehrstufigen Zufallsexperiment sind die
Elementarereignisse die Endknoten (Blitter) oder gleichbedeutend
die Pfade von der Wurzel zu den Endknoten.

In einer Aufgabenstellung ist zumeist die Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf den Endknoten gefragt. Die Umformulierung in die
entsprechenden Pfade ermoglicht es, die gesuchten Wahrschein-
lichkeiten stufenweise zu berechnen:

Es gilt die Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades
ist das Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten seiner Kan-
ten. Fiir den Fall eines zweistufigen Experiments siehe Gleichung
(1.12.4) und allgemein Folgerung 1.13.4.

Wir veranschaulichen die Bezeichnung 1.13.1 mit folgenden Bei-
spiel eines dreistufigen Ereignisbaumes:

1.13.2 Bsp. (Ereignisbaum)

Aus einer Urne mit 2 schwarzen und 3 roten Kugeln
werden 3 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Dies ergibt
den folgenden Ereignisbaum:
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0-te Stufe

r s r s r s r
P L 1 2 1 2 2 1
10 10 10 10 10 10 10
4
A, P(A)=15
———
3
B, P(B)=1g

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist der jeweilige Anteil von
schwarzen bzw. roten Kugeln in der Urne. Das Produkt dieser
Anteile ergibt die Wahrscheinlichkeit einer Zugreihenfolge. In der
untersten Zeile sind die Wahrscheinlichkeiten der Endknoten ein-
getragen.

Man beobachtet die folgenden Zudammenhénge: Fiir die ange-
gebenen Teilmengen A, B ist

— die Wahrscheinlichkeit P(A) = % gleich der Ubergangswahr-

scheinlichkeit der obersten linken Kante, die zu allen Endknoten
der Menge A fiihrt.

— die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A) = %/1% = %. Letz-
teres ist die Ubergangswahrscheinlichkeit der Kante (s, 7) (fett ge-

zeichnet), entlang der sich die kleinere Menge B von der grofleren
Menge A abspaltet.

Die fiir A und B beobachteten Eigenschaften gelten fiir alle
Teilmengen der Endknoten dieser Bauart und werden das W-Maf
auf den Endknoten eindeutig charakterisieren (— Satz 1.13.3).

Aufgabe. In dem Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit
der Pfade (s, s,r), (s,r,s), (1, s, s) immer gleich %. Man
iiberlege sich, dafl die Wahrscheinlichkeit eines Pfades
nur von der Anzahl der schwarzen und roten Kugeln in
dem Pfad und nicht von deren Reihenfolge abhéingt.

Aufgabe. Aus einer Urne mit 2 schwarzen und 3 roten
Kugeln werden Kugeln ohne zuriicklegen gezogen. Man
zeichne den Ereignisbaum fiir das folgende Experiment:

1. Es werden solange Kugeln entnommen, bis die
zweite schwarze Kugel gezogen wurde.

2. Es werden solange Kugeln entnommen, bis die Ur-
ne leer ist.

Man berechne die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
Pfade mit der Pfadregel. Wie grof} ist in beiden Fillen
die Wahrscheinlichkeit, daf in drei Ziigen beide schwar-
zen Kugeln gezogen wurden? (— Feststellung 1.13.5)

Der folgende Satz 1.13.3 besagt, dal es zu jedem Ereignisbaum,
genau einen W-Maf} auf den Raum der Pfade gibt, so daf die be-
dingte Wahrscheinlichkeit ,der Menge der Pfade, die durch eine
eine Kante laufen“, gegeben ,die Menge der Pfade, die durch den
Anfangspunkt der Kante laufen, gerade die vorgegebene Uber-
gangswahrscheinlichkeit dieser Kante ist.

1.13.3 Satz (Mehrstufige Experimente)

Gegeben sei ein Ereignisbaum mit Wurzel ay. Die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten der Kante mit Anfangspunkt
a und Endpunkt b sei p(b|a). Die Ubergangswahrschein-
lichkeiten der Kanten, die von einem Knoten ausgehen
addieren sich zu 1.
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Es sei €2 der Raum der Endknoten. Fiir einen Kno-
ten a sei 2, die Menge der Endknoten, deren Pfad vom
Ursprung zu dem Endknoten iiber den Knoten a fiihrt.

Es gibt genau eine W-Mafl P auf () mit den folgenden
beiden Eigenschaften:

(i) Fiir eine Knoten a erster Stufe ist
P(Qa) = p(alao).
(ii) Fiir eine Kante (a,b) des Baumes ist
P(2[Q2) = p(bla).

Beweisskizze. Fiir einen Ereignisbaum sei der Grundraum 2 die Men-
ge der Endknoten. Zu jedem Endknoten gibt es genau einen Pfad von
der Wurzel zu diesem Endknoten.

Der allgemeine Fall folgt aus dem ein- und zweistufigen Fall durch
vollstéandige Induktion tiber die Lange [ des langsten Pfades des Bau-
mes zu einem Endknoten. Den Induktionsschritt ,,l = [ + 1“fiihren
wir ab [ = 2 durch. Zuvor behandeln wir die dabei benétigten Falle
1=0,1,2:

I = 0: Fiir den Zweck des Beweises vereinbaren wir noch, daB im
Falle eines trivialen Baumes, d.h. eines Baumes, der nur aus der Wur-
zel besteht und keine Kanten hat, die Wurzel ein Endknoten mit
Wahrscheinlichkeit 1 ist.

I = 1: Hierzu gibt es offensichtlich eine W-Raum (Qo, Py), wobei
Po{wo. } die Ubergangswahrscheinlichkeit der betreffenden Kante ist.

{ = 2: Der Satz 1.12.1 zeigt fiir einen zweistufigen Baum die Exi-
stenz und Eindeutigkeit des W-MaBes auf den Endknoten.

Induktionsschritt: Fiir einen Baum der Lange [ + 1 entferne man
die Wurzel und die von der Wurzel ausgehenden Kanten, die wir mit
wo1, - - - ,Won bezeichnen. Diese bilden einen Baum der Lange 1.

Die bisherigen Knoten erster Stufe sind nun die Wurzeln fiir eine
Familie von n disjunkten Baumen der Linge < [, die zusammen die-
selben Endknoten haben, wie der vorgegebene Baum. Der Raum Q
der Endknoten hat also eine disjunkte Zerlegung

Q:=0Q11U...UQ,

in die Endknoten der gebildeten Teilbdume. Nach Induktionsannahme
gibt es auf jedem der Rdume Q1 , ein W-MaB P;,, mit den Eigen-
schaften (i) und (ii).

Nach Satz 1.12.1 gibt es auf  genau ein W-MaB mit den Ei-
genschaften (1.12.1) und (1.12.2). Man priife nun nach, daB P die
geforderten Eigenschaften (i) und (ii) im Bezug auf den urspriingli-
chen Baum hat.

Anmerkung. (Bezeichnung der Ubergangswahrscheinlich-
keiten) Manchmal schreibt man fiir eine Kante (ay,—1,a.), deren
Anfang die Tiefe v — 1 hat, die Ubergangswahrscheinlichkeit auch
suggestiver in der Form

p(al/|a'07 sy avfl) = p((ly‘al,,l),

wobei (ao, . ..,av—1,a,) der Pfad von der Wurzel zu a, ist.
Man berechnet das W-Maf eines Pfades mit der Pfad-
regel:

1.13.4 Folg. (Pfadregel)
Fiir einen Endknoten w € Q sei (ao, ..
Pfad vom Ursprung zu w. Dann ist

.,ar = w) der

P{w} = p(ailag)p(az|ay) - - - plag|ar—1).

Ebenso folgt fiir einen inneren Knoten aj mit Pfad
(ag,-...,ax), daB

P(Qak) Zp(a1|ao)p(a2|a1) e 'p(aklakq
ist
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Beweis. (der Pfadregel) Da

k
@} =

=1
ist, folgt aus der Multiplikationsregel (— Satz 1.11.8)

P{w} = P(Qal)P(QGQ|Qa1)”'P(Qak|Qak—l)
= p(ailao)p(azlai) - - - p(ak|ax—1).

Anmerkung. (Fortgesetzte mehrstufige Experimente)
Wenn man ein mehrstufiges Zufallsexperiment FEp noch durch
einige weitere anschlieende Zufallsexperimente zu einem Experi-
ment F ergénzt, werden sich die Wahrscheinlichkeiten der zuvor
gewonnenen Beobachtungen nicht dndern. Sie werden aber in die
‘Wahrscheinlichkeiten des Gesamtexperimentes E eingehen.

Die folgende Feststellung besagt, wie man aus der zu E gehoren-
den W-Mafl P das zu Ey gehérende W-Maf3 Py berechnet:

Man erhilt die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wg des
Zufallsexperiments Ep, wenn man die Wahrscheinlichkeiten aller
moglichen Ereignisse des umfangreicheren Experimentes E, bei
deren Gewinnung wo als Zwischenschritt vorkommt, aufaddiert.

Diese Uberlegung ist oft hilfreich. Man denke an ein Zufalls-
spiel, das beendet wird, sobald einer der Spieler eine vorgegebene
Anzahl k von gewonnenen Spielen erreicht hat. Ein Spielverlauf
besteht aus mindestens k und hochstens 2k — 1 Runden. Die For-
meln werden meist tibersichtlicher, wenn man in Gedanken immer
2k — 1 Runden spielt und dann die Spielverldufe zusammenfaflt,
in denen jeweils ein Spieler mehr Runden gewonnen hat als der
andere.

Formuliert man diese Regel in der Sprache der Ereignisbdume
und Zufallsvariablen, so erhilt man die folgende Feststellung.

1.13.5 Festst. (Fortgesetzte mehrstufige Exp.)
Es sei Ty ein Ereignisbaum. Man bilde einen gréfleren
Ereignisbaum T indem man an einige der Endknoten
von Ty jeweils einen beliebigen Ereignisbaum anfiigt.

Es seien Qg die Endknoten von Ty und ) die Endkno-
ten von T. Nach Konstruktion gibt es zu jedem End-
knoten w € Q genau einen Endknoten wqy € €y derart,
daf der Pfad von der Wurzel nach w durch wy geht. Auf
diese Weise erklirt man eine Abbildung

X :Q—Qy durchw— wp.

Es seien (Q, Py) und (2, P) die durch Satz 1.13.3 ein-
deutig bestimmten W-Rédume.

Dann ist die Bildverteilung Px = Py.

1.13.6 Bsp. (Verteilung der Asse beim Skat)
Entgegen der iibliche Weise kann man sich vorstellen,
daB jeder der Spieler der Reihe nach zehn Karten der
32 Karten auf einmal bekommt und die verbleibenden
zwei in den , Skat“kommen. Bei einem gut gemischten
Kartenspiel ist die Reihenfolge in der die Karten ausge-
geben werden irrelevant. Man vergleiche die Diskussion
zur Herleitung der hypergeometrischen Verteilung (—
Abschnitt 1.7).

Wir modellieren dies als 3-stufiges Experiment, bei
dem alle maglichen Zuteilungen von Karten mit der glei-
chen Anzahl von Assen fiir den jeweiligen Spieler zu ei-
nem Knoten zusammengefafit sind, d.h. wir unterschei-
den nur zwei Typen von Karten: Asse und nicht-Asse.
Man kann den Baum verschieden weit ausfiihren.
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— Sobald die vier Asse verteilt, ist ein Endknoten er-
reicht. Die Endknoten haben unterschiedliche Tiefe.

Es gibt also 5 Knoten erster Stufe fiir die Félle, dafl der erste
Spieler k1 = 0,...4 Asse erhalten hat. Von dem Knoten 0 zweigen
fiinf Kanten ab, vom néchsten vier Kanten usw. Der Knoten 4 ist
bereits ein Endknoten. Und so fort.

— Man zeichnet fiir jeden der drei Spieler die auf
Grund der vorangehenden Verteilung der Asse verblei-
benden Moglichkeiten ein. Alle Endknoten haben die
Tiefe drei.

D.h., von dem Knoten 4 erster Stufe gibt es genau eine Kante
zu dem Knoten (4,0) und von dort eine Kante zu einem Knoten
(4,0,0). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir diese Kanten sind
p(0]4) =1 und p(0}4,0) = 1.

— Man zeichnet fiir jeden der drei Spieler je fiinf Kno-
ten fiir die Félle k1 = 0,...4 Asse. Auf die Weise ent-
steht ein — Produktbaum.

Auf Grund der bereits vergebenen Asse erhalten dann die unmdgli-
chen Kanten die Ubergangswahrscheinlichkeit 0.

Nach Feststellung 1.13.5 fithren alle Moglichkeiten
zum gleichen Ergebnis.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die Anzahl Asse
ist hypergeometrisch verteilt, wobei aber die Parameter
von dem vorangehenden Pfad abhéngen.

Es sei Q die Menge der moglichen Pfade dieses Baumes
und X; : @ — {0,...,4} die Anzahl der Asse fiir den i-
ten Spieler. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten folgt
dann

P(Xl = kl) = j{32,4,10(]‘431)3
p(Xo = k2| X1 = k1) = Haga—k, ,10(k2),
P(X3 = k3| X1 = k1, Xo = ko) = Hi2a—ky —ks,10(k3),

Offensichtlich sind die Regeln fiir einen Ereignisbaum
erfiillt. Es sei P die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
den Pfaden zu den Endknoten.

Fiir die Wahrscheinlichkeit des Pfades (1,1,1), da8
jeder Spieler genau ein Ass bekommt, erhidlt man mit
der Pfadregel (— Folgerung 1.13.4)

4y (28 3\ (19 2\ (10
Py - DG O BE)

o) Go) (o)

Die meisten Fakultéiten kiirzen sich weg:

412!
32-31-30-29

Bsp. (Produktbaum) Das Produkt Q1 x ..
Mengen kann man auch als Baum ansehen:

Mit dem leeren Tupel () bezeichne man die Wurzel, Die Knoten
des Baumes sind die k-Tupel (z1,...,25) € Q1 X ...Qg mit k =
1,...,n. Schreibt man Pfade ((), (z1), (x1,22), ..., (21,..., xk))
vereinfacht als (21, ..., k) so kann man die k-Tupel auch als Pfade
lesen. Die n-Tupel sind die Endknoten oder die maximalen Pfade
des Baumes.

Wir formulieren den Satz 1.13.3 noch einmal fiir den wichtigen
Spezialfall der Produktbdume:

=10° ~ 0,056.

. Q. von endlichen

1.13.7 Folg. (Produktbiume)
Gegeben sei ein n-stufiges Experiment, (n > 2). Das v-
te Teilexperiment habe die endliche Ergebnismenge €,
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(v =1,...,n). Man schreibe den Ereignishaum als Pro-
duktbaum
Q=0 x---xQ,

und bezeichne die Ergebnisse des v-ten Experiments mit
X, :Q—Q,; d.h. X, ist die v-te Projektion pr,,.

Gegeben seien fir jede Kante eines Plades
(xy,zp—1,...,21) die Ubergangswahrscheinlichkeit
p(zy|Ty_1,...,21), so daB 0 < p(z,|Tp_1,...,21) < 1
und

Z p(xlry_1,...,21) =1
€N,
ist. Im Falle v = 1 schreiben wir die Uergangswahr-

scheinlichkeiten als p(x1) statt p(xz1|()).
Dann gibt es genau ein W-Maf§ P auf 2 mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Fiir x1 € Qy gilt

P{Xlle}:P({xl}ngX-'-xQn)

= p(z1).
(i) Fiir (z1,...,2,) € Q1 X ...Q,, (v = 2,...,n),
gilt?
P(Xl, =Ty | Xl :.’Eh...,Xl,,l :xyfl)
v—1 n
:P<HQJ‘X{I”}X H Qj
Jj=1 Jj=v+1 n
@zt x I 9)
Jj=v+1

=p(ay|Ty—1,...,21).

Dieses MaB wird mit der Pfadregel berechnet:

P{W} = p(xl)p(@\m) e 'p(xn \ L1y ,l‘n—l)

fiirw = (x1,...,2,) € Q.

3Man schreibt kurz

PX=2|Y =y):=P{X =2z} [{Y =y}).
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1.14 Polya’s Urnenmodell

Anmerkung. (Polya’s Urnenmodelle) Polya dachte bei dem
folgenden Beispiel 1.14.1 an die Ausbreitung einer Infektion. Er
wéhlte ein Urnenmodell, bei dem die Kugeln die infizierten bzw.
die immunisierten Individuen innerhalb einer Population reprisen-
tieren. Die Anzahlen der infizierten und der immunisierten wach-
sen nach einer Zufallsregel. Man kann aber auch an die Modellie-
rung von ,,Seilschaften“denken.

Das Modell kann man variieren, indem man statt nur einer
zusétzlichen Kugel mehrere Kugeln der gleichen Farbe zuriicklegt
oder auch wegnimmt. Die so entstehenden Verteilungen fiir die An-
zahl der gezogenen schwarzen Kugeln heiflen Polya-Verteilungen.
Spezialfille sind die Binomialverteilung (keine zusitzliche Kugel)
und die hypergeometrische Verteilung (kein Zuriicklegen).

Wir untersuchen als Beispiel den Fall, daf3 jeweils die gezogene
Kugel und eine zusétzliche Kugel der gleichen Farbe zuriickgelegt
wird.

1.14.1 Bsp. (Polya’s Urnenmodell)

Einer Urne enthélt K schwarze und N — K rote Ku-
geln. Es wird eine Kugel gezogen und zusammen mit
einer weiteren neuen Kugel derselben Farbe in die Urne
zuriickgelegt und so fort. Die Anzahl der Kugeln wichst
also nach jedem Zug und die Zusammensetzung der Ur-
ne dndert sich zufillig.

1. Bei einer Zugfolge der Lénge n seien k schwarze und
n — k rote Kugeln gezogen worden. Nach dem Zuriickle-
gen enthélt die Urne dann N + n Kugeln, davon sind

K + k schwarz und N 4+ n — (K + k) rot.

woraus sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach die-
ser Zugfolge fiir den néchsten Zug ergeben:

Die Wahrscheinlichkeit nun eine schwarze Kugel zu

: st Ktk
ziehen ist 5.
Die Wahrscheinlichkeit nun eine rote Kugel zu zie-
N+n—(K+k)
N+n

hen ist

Fiithrt man diese Zufallsexperiment n-mal durch, so
erhiilt einen Ereignisbaum und somit ein W-Maf} P,, auf
dem Raum 2, der Endknoten. Nimmt man statt der
Endknoten die zugehorigen Pfade, so ist in diesem Fall
Q, ={s,r}"

2. Da die Ubergangswahrscheinlichkeiten in jedem
Schritt nicht von der Reihenfolge abhéngen, in der rote
oder schwarze Kugeln zuvor gezogen wurden, sondern
nur von der Anzahl der bisher gezogenen schwarzen Ku-
geln, bieten sich die folgende Bezeichnungen an:

7 1 i-te Kugel schwarz,
710 i-te Kugel rot.

Die Anzahl der bis zum j-ten Schritt gezogenen schwar-
zen Kugeln ist

J
Xj = Z ZZ
=1

3. Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades (z1,...,2,) €
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Qp mit X(21,...,2,) = > Zi(2z;) = k ist:
i=1
Pn(lezla”'aZn:Zn) (*)

(K1) (K+k—1)(N—K)(N—K+1)--(N—K+(n—k)—1)
= N(NT1)-(Ntn—1)

(K 45— Dl(N = K) + (n— k) — 1)y
(N+n-1),

Die Gleichung (x) folgt aus der Pfadregel (— Folgerung
1.13.4) durch Induktion iiber n.

4. Die Wahrscheinlichkeit, dafl nach n Schritten &
schwarze Kugeln gezogen wurden ist

P{X, =k}
= Z P{lezl,...

(21,20 )E€{s,T}"
X(21,.2n)=k

()
) ZTL = Zn}

_ (n) (K+k—1), (N—K)+(n—k)—1)pn_1
k (N+n—1),
_ (K+,f—1) ((N—K)+(n—k)—1)/(N+n—1)

n—k n

Man kann diese Gleichung (**) auch folgendermafen deuten: In N
Késten, von denen K schwarz sind, werden n nicht unterscheidbare
Kugeln mit Wiederholung gelegt. Auf dem Raum der Belegungen
wihle man die Gleichverteilung. Die Zufallsvariable X, gibt an,
wieviele Kugeln in den schwarzen Kisten liegen.

5. Im Falle N =2 und K =1 ist

P X, =k} = firk=0,...,n.

1
(n+1)
Die Zufallsvariable X, beschreibt in diesem Fall ein kom-
plizierte Methode, die Gleichverteilung zu erzeugen.
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1.15 Erwartungswert

1.15.1 Bsp.

Thnen wird folgendes Spiel angeboten. Sie diirfen eine
Miinze vier mal werfen. Wenn in jedem der vier Wiirfe
Zahl fallt, gewinnen Sie 20 Euro. Erscheint in genau
drei Wiirfen Zahl, so erhalten Sie 10 Euro. Sie miissen
aber bei jedem Spiel einen Einsatz von 4 Euro zahlen.
Wiirden Sie zustimmen, dieses Spiel einen ganzen Abend
zu spielen?

Wenn Sie darauf eingehen, werden Sie ab und zu mal 6 Euro oder
sogar 16 Euro gewinnen und in vielen anderen Runden 4 Euro ver-
lieren. Die Frage lautet also, welchen durchschnittlichen Gewinn

oder Verlust Sie bei den vielen Runden, die im Laufe des Abend
gespielt werden, pro Runde zu erwarten haben.

Ob Sie in einer Runde etwas gewinnen oder verlieren,
hiéngt vom Ausgang eines Zufallsexperiments ab. Wenn
man unterstellt, dafl es sich eine faire Miinze handelt,
wird man das Zufallsexperiment durch den Ereignis-
raum  := {1,0}* mit der Laplace-Wahrscheinlichkeit
beschreiben. Dabei stehe 1 fiir Zahl und 0 fiir Kopf. Die
Zufallsvariable X : Q — R mit

—4 fiir Z?:l w; < 3,
6 fur Z?Zl w; = 3.
16 fir YF wi=4

X(w):=

gibt an, welchen Gewinn oder Verlust Sie in einem Spiel
mit dem Ergebnis w = (wi,...,ws) € {1,0}* machen.
Die drei Fille, die eintreten konnen, haben die Wahr-
scheinlichkeiten

% fir k= —4
P{X=k}:=< & firk= 6
15 fir k= 16.

Bei einer grolen Anzahl n von Spielen ,erwartet® man,
dafl die relativen Héaufigkeiten in der die Verluste oder
Gewinne eintreten, ungefihr gleich den angegebenen
Wahrscheinlichkeiten sein werden:

RAi{X= -4}~ L

167
R{X= 6}~

Die Bilanz bei n Spielen ist also voraussichtlich

n-(—4R,{X = —4}+6R,{X = 6} +16R,{X = 16})
11 4 1

-1
=n-—.
4
Bei dem Spiel wird man also im Schnitt i Euro pro
Runde verlieren.

Entsprechende Uberlegungen fiir eine beliebige reellwertige Zu-
fallsvariable fithren auf die folgende Definition:

1.15.2 Def. (Erwartungswert)

Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum und X : Q — R
eine reellwertige Zufallsvariable mit der endlichen Wer-
temenge X (2) C R Dann heifit die Zahl

Z x- P{X =ua}

z€X(Q)

E(X):=
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der Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
Zur Klarstellung, welches W-Maf verwendet wird,
schreibt man auch Ep(X).

1.15.3 Festst. (Formeln: Erwartungswert)
Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum und X,Y : Q@ — R
reellwertige Zufallsvariable.

(i) Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen héngt
nur von ihrer Verteilung ab:

Z x - Px{z}.

rEX(Q)

E(X):=

Man spricht deshalb auch von dem Erwartungswert eines
W-MafBes auf einer endlichen Teilmenge von R.

(ii) Héufig ist es praktisch, den Erwartungswert als
Summe iiber die Elemente von §2 auszudriicken:

E(X)=) X(w)-P{w}.

weN

Anmerkung. Die Formel Feststellung 1.15.3 (i) erlaubt es, bei
der Berechnung des Erwartungswertes die Zufallsvariable durch
eine andere mit der gleichen Verteilung zu ersetzen.

Anmerkung. (geordneter Vektorraum der ZVn) Die reellen
Zufallsvariablen X, Y iiber einem W-Raum (2, P) bilden einen
geordneten reellen Vektorraum mit der Addition

(X +Y)(w) i= X(w) +Y(w),
und der Multiplikation
(aX)(w) == aX(w) firaeR.

Die Ordnung X <Y bedeutet, dafl punktweise X (w) < Y (w) fiir
alle w € € ist.

1.15.4 Festst. (Erwartungswert linear, monoton)
Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum und X,Y : Q@ — R
reellwertige Zufallsvariable.

(i) Die Bildung des Erwartungswertes ist linear:

E(X +Y) = BE(X) + E(Y)
E(\X) = AE(X) fiir A € R.

(ii) Die Bildung des Erwartungswertes ist monoton
wachsend:

aus X <Y folgt E(X) < E(Y).

(iii) Der Erwartungswert einer Indikatorfunktion ist
gleich der Wahrscheinlichkeit des zugehorigen Ereignis-
ses:

E(14) = P(A) fiir A € 2%,

1.15.5 Bsp. (Serien)

Es sei (Zo,Z1,...,Zy,) eine Tupel von n + 1-fach
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit Parameter p €
[0,1] Dann ist jeder der Zufallsvariablen

Si = ]I{Zi;ﬁzi—l} fﬁrizl,...,n
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Bernoulli-verteilt mit Parameter 2p(1 — p). Um dies
einzusehen. bilden wir die gemeinsame Verteilung von
Si—1,5:):

Zi_1\Z; 1 0
1 p? p(1—p)
0 (I-pp (1-p)?

Also ist P{S; = 1} = 2p(1—p). Wenn S; = 1 ist, so wird
an der ¢-ten Stelle eine neue Serie von gleichen Werten
eingeleitet. Die Zufallsvariable

Y = Xn: Sz
i=1

beschreibt die Anzahl der Serien in einem Ergebnistupel
(20,21, --,2n), wobei aber die von zq eingeleitete Serie
nicht mitzdhlt. Die Anzahl der Serien in dem Tupel ist
X :=Y +1 und der Erwartungswert fiir die Anzahl von
Serien ist (— Feststellung 1.15.4)

E(X)=EQ)+EY)=1+n-2p(1—p).

Im Falle eines n + 1-maligen fairen Miinzwurf ist die
erwartete Anzahl von Serien gleich 1 + 3.

Anmerkung. Da der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X
nur von der Verteilung Px abhingt, erhdlt man aus Feststellung
1.6.4 die Transformationsformel fiir den Erwartungswert:

1.15.6 Festst. (Transformationsformel)
Gegeben seien ein endlicher W-Raum (€, P), eine end-
liche Menge €)' und eine Abbildung Y : Q — Q'. Man
versehe Q' mit der Bildverteilung Py .

Wenn fiir die Zufallsvariablen

X:Q—R und Z:Q =R
die Beziechung X = Z oY besteht, dann gilt
Ep(X)=Ep,(Z).

Man kann dies Ergebnis folgendermaflen schreiben (— Feststellung
1.6.4)

Ep(X) =

Z cPx{z} = Z

zEX(Q) 2€Z(Q)

2(Py) z{z} = Epy (2).

1.15.7 Folg. (Funktionen von ZVn)
Es seien (€2, P) ein endlicher W-Raum und X : 2 — R

eine reellwertige Zufallsvariable. Fiir eine reelle Funktion
f:X(Q) - Rgilt

E(f(X)= ) fl@)P{X =2z}

z€X ()

1.15.8 Bsp. (Erwartungswerte)
Es seien (€2, P) ein endlicher W-Raum und X : 2 — R
eine reellwertige Zufallsvariable.
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1. Es sei X Laplace-verteilt, n := |Q], und Q =
{w1,...,wy}. Dann gilt

E(X) = % 3 X(w,).

Der Erwartungswert einer Laplace-verteilten Zufallsva-
riablen X ist das arithmetische Mittel der Werte von
X.

2. Es sei X Bernoulli-verteilt mit dem Parameter
p. Dann gilt

E(X)=1-Px{1}+0-P{0}=1-p+0-(1—p) =p.

3. Es sei X binomialverteilt mit den Parametern n
und p. Dann ist
E(X) = np.

Beweis. Fiir den Beweis benutzen wir das Standardmodell eines
Bernoulli-Experimentes (— Bezeichnung 1.8.8). Fiir einen rechneri-
schen Beweis — Beispiel 1.15.9.

Es sei Q := {1,0} mit W-MaB P{1} := p, P{0} = 1 — p. Auf
(Q", PE") gibt die Zufallsvariablen

die Anzahl der Einsen in dem n-Tupel w = (w1,...,wn) € Q" an.

Das Tupel (pry,...,pr, ) ist n-fach Bernoulli-verteilt mit dem Pa-
rameter p und folglich ist die Summe X binomialverteilt mit dem
Parametern n und p (— Beispiel 1.8.3). Nach Feststellung 1.15.4
folgt nun

E(X) =) E(pr;) = np.
i=1

4. Es sei X hypergeometrisch verteilt mit den Pa-
rametern N, K und n. Dann gilt

E(X) :n%.

Beweis. Fiir den Beweis benutzen wir ein Urnenmodell mit geordneten
Stichproben vom Umfang n ohne Wiederholung (— Beispiel 1.7.5).
Fiir einen rechnerischen Beweis — Beispiel 1.15.9.

Eine Urne mit N Kugeln enthalte K schwarze und N — K ro-
te Kugeln. Auf dem Raum Q,.q der geordneten Stichproben o =
(o1,...,0n) ohne Wiederholung vom Umfang n aus den N Kugeln
bilde man fiir (¢ =1,...,n) die Zufallsvariablen

Vit Qora — {07 1}7

1 wenn o; schwarz,
Vi:iow—
0 wenn o; rot.

Jede der Zufallsvariablen V; ist Bernoulli-verteilt mit Parameter p =
%. Die Zufallsvariable (— Beispiel 1.7.1 Punkt 3)

n
X = Xord :== Z Vi
i=1
gibt die Anzahl der schwarzen Kugeln in der geordneten Stichpro-
be an. X ist hypergeometrisch verteilt mit den Parametern N, K, n.
Nach Feststellung 1.15.4 folgt nun

n

E(X) =Y E(V;) =np.

=1

Anmerkung. Man beachte, das bei gleichen Parametern n und
p= % die Binomialverteilung und die hypergeometrische Vertei-
lung den gleichen Erwartungswert haben.

Der Erwartungswert der schwarzen Kugeln in einer Stichprobe
vom Umfang n aus einer Urne mit K schwarzen und N — K roten
Kugeln ist in den beiden Fillen ,Ziehen mit Zuriicklegen“ und
,Ziehen ohne Zuricklegen“ gleich n%
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1.15.9 Bsp. Man kann den Erwartungswert der Bino-
mialverteilung und der hypergeometrischen Verteilung
auch direkt aus den Formeln fiir die Verteilung berech-
nen:

1. Es sei X binomialverteilt mit den Parametern n, p:
P{X = k) =B, (k) = ()p" (1 —p)" "
Dann folgt

E(X)=> k(pFa-p*

np(p+(1—p)" " =np.

2. Es sei X hypergeometrisch verteilt mit den Para-
metern N, K, n. Aus

P{X =k} = Hyrenlk) = (V) () (V5
folgt

B(X) = (Z)éjk(f) ()

(o) )

NIE

-()'x

3 >
-

—1 — _ _ _ _
= () K (RS
k=0
—1 _
=) KGoD) =ny
Hierbei wurde die folgende Formel fiir Binomialkoeffizi-

enten benutzt

n—1
_1\—1 _ 1) — (K —
(]Zfll) Z (K% 1) ((N(nlzl)(f(% 1))

2=0

n—1
=) Hy-rk-1m-1(3) =1.
2=0

1.15.10 Bem. (partielle Summation)
Fiir eine Zufallsvariable X : (), P) — Ny ist die folgende
Summationsmethode oft hilfreich.

Mit m := max(X () gilt

B(X) = zn: P{X > v}

Beweis.

(%)
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Fiir die Umsummierung von (*) zu (x+) schaue man sich das folgende
Bild an:

P{X =1}
P{X =2} P{X=2}
P{X =3} P{X =3}

P{X =3}

P{X :: m} P{X=m} P{X=m} P{X =m}

In (x) wird iiber die Zeilen summiert und in (xx) iiber die Spalten.
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1.16 Bedingte Erwartung

1.16.1 Def. (bedingte Erwartung)
Es seien (2, P) ein W-Raum, A € 2% und X : Q — R.
Unter der bedingten Erwartung von X gegeben A ver-
steht man den Erwartungswert der Einschrinkung X|A
von X auf die Menge A in bezug auf das bedingte W-
MapB P(-|A).
Man bezeichnet den bedingten Erwartungswert von X
gegeben A mit

E(X|A):= Y z- P(X =z|A) (1.16.1)
zeX(A)
und wenn P(A) > 0 ist:
_ P(lmgx(“’)lj{w}' (1.16.2)
(1.16.3)

Da die bedingte Wahrscheinlichkeit P(.|A) auf die Menge A kon-
zentriert ist, gilt auch
P(X|A):= Y =z P(X =z|A).
zeX (Q)

(1.16.4)

Anmerkung. Analog zur Formel von der totalen Wahrschein-
lichkeit (— Satz 1.11.6) gilt:

1.16.2 Satz (totale Erwartungswert)
Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum und

Q=BU...UB,

eine Zerlegung von ) in disjunkte Teilmengen B, € 2%
mit P(B,) > 0. Fiir eine reelle Zufallsvariable X : Q —
R gilt dann

B(X) =Y E(X|B,)- P(B,)

v=1

Anmerkung. Zur Vereinfachung vereinbaren wir die folgende
Konvention: Damit die Formel vom totalen Erwartungswert all-
gemein gilt, setze man im Fall P(B) = 0 auch E(X|B) = 0. Dies
paBt zu der Vereinbarung Definition 1.11.3 (iii).

Man beachte nur, daf im Fall P(B) = 0 weder P(.|B) = 0 ein
W-Ma8 ist noch E(X|B) = 0 ein ,Erwartungswert® ist.

Eine andere Moglichkeit ist es, in Fall P(B) = 0 den Aus-
druck E(X|B) undefiniert zu lassen, und zu vereinbaren, dafl dann
E(X|B)P(B) = 0 sein soll. Da im Falle endlicher und auch dis-
kreter W-Réume ein Ereignis B mit P(B) = 0 mit Sicherheit
nicht eintritt, ist es unwichtig, wie man in diesem Fall das Symbol
E(X|B) interpretiert. Wir kommen im Fall stetiger Verteilungen
auf diese Frage wieder zuriick.

1.16.3 Bem.
Es seien (2, P) ein W-Raum, A € 2%, P(A) > 0 und
X :Q — R. Sind X und 14 unabhéngig, so gilt

E(X|A) = E(X)
1.16.4 Bez. (bedingte Erwartung F(X|Y))

Es seien (2, P) ein endlicher W-Raum, M eine endliche
Menge und

X:(2P)—»R und Y:(Q,P)— M
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Zufallsvariable. Man definiert die bedingte Erwartung
von X gegeben Y als

E(X|Y): (M, Py) — R,
mit
falls P{Y =y} >0,

BX|Y) gy d Y =)
0 sonst

fir y € M. Man beachte, daf diese bedingte Erwartung
eine reelle Zufallsvariable ist.

Bsp. (bedingte Erwartung bzgl. einer ZV) X gebe das Ge-
wicht eines Biirgers abgerundet in kg an und Y die Koérpergrofie
abgerundet in cm. Man versehe die Menge der Biirger mit der
Laplace-Verteilung P. Dann ist

E(X) das Durchschnittsgewicht der Bevolkerung.

E(X | Y = y) das Durchschnittsgewicht der Biirger, die y cm
grof3 sind.

E(XY) das Durchschnittsgewicht als Funktion der Gréfle.

Py beschreibt den Anteil der Biirger mit gegebener Kérper-
grofle an der Bevolkerung.

Nun ist anschaulich klar, da3 der Erwartungswert von E(X|Y)
beziiglich Py gleich dem Durchschnittsgewicht E(X) der Bevolke-
rung ist.

Wir wollen die obige anschauliche Uberlegung in eine allge-
meingiiltige Aussage iiberfithren (— Feststellung 1.16.5).

Anmerkung. 1. Mit der Vereinbarung E(X|B) = 0, falls P(B) =
0 ist, konnen wir die obige Definition kiirzer schreiben:

EX|Y):y— EX|Y =y) firye M.
2. Ist Y : (Q, P) — M eine Zufallsvariable, so bildet die Familie
{Y =y}, (y € M), eine Zerlegung von €, bei der jedoch P{Y =
y} = 0 moglich ist. Wenn Y nicht surjektiv ist, sind auch einige

der Mengen {Y = y} leer. Auch das stort nicht weiter.
Aus dem Satz von der totalen Erwartung folgt nun:

1.16.5 Festst. (Erwartungswert von E(X|Y))
Es seien (€2, P) ein endlicher W-Raum, M eine endliche
Menge und

X:(QP)—R und Y:(Q,P)—M

Zufallsvariable. Fiir den Erwartungswert der bedingten
Erwartung E(X|Y) gilt dann

E(E(X|Y)) = B(X).

1.16.6 Bem. (E(X|Y) fiir X,Y unabhiingig)
Es seien (€2, P) ein W-Raum, A € 2% und X,Y : Q — R.
Sind X und Y unabhéngig, so gilt

E(X]Y) = E(X)Ly|py=y}>0}
P(E(X|Y) - B(X)) =1

Da es auf die Werte auf unmdglichen Ereignissen nicht ankommt,
setzt man fiir unabhéngige X,Y zur Vereinfachung E(X|Y) =
E(X).

Anmerkung. (bedingte Verteilung) Zur Berechnung der Be-
dingten Erwartung E(X|A) ist es oft niitzlich, zuerst die bedingte
Verteilung
z— P(X=2x]|A)
von X gegeben A zu berechnen.
Zur Berechnung der bedingten Erwartung E(X|Y) benétigt
man zuerst die bedingte Verteilung

von X gegeben Y = y.
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1.16.7 Bez. (bedingte Verteilung)
Es seien (€, P) ein endlicher W-Raum und X : Q — R.

1. Fiir A € 29 nennt man
2X®) 5 B P(X € B| A)

die bedingte Verteilung von X gegeben A. Fiir P(A) > 0
ist die bedingte Verteilung ein W-Ma$.
Man schreibt auch Px|4(B) := P(X € B| A).

2. Fiir eine Zufallsvariable Y — M und C € 2M heifit
22X 35 B P(XeB|Y €)

die bedingte Verteilung von X gegeben Y € C.
Man schreibt auch Px |y (B|C):= P(X € B|Y € O).

1.16.8 Bsp.

Es seien X, Y unabhingige, binomialverteilte Zufallsva-
riable mit den Parametern K,p bzw. L,pund 0 < p < 1.
Dann gilt mit N := K 4+ L

(i) Die bedingte Verteilung von X gegeben X+Y =n
ist die hypergeometrische Verteilung mit den Parametern
N, K, n:

PX|X+4+Y=n)=Hnk, firn=0,...,N.

(ii) Der bedingte Erwartung von X gegeben X + Y
ist

K
E(X|X—|—Y):n|—>nﬁ firn=0,...,N.

Beweis. Wir betrachten N-fach Bernoulli-verteilte Zufalls-
variable 73, ..., Zx, wobei N := K+ L ist. D.h., wir haben
N unabhingige Bernoulli-Experimente mit der gleichen Er-
folgswahrscheinlichkeit 0 < p < 1. Die Zufallsvariablen

geben die Anzahl der Erfolge unter den ersten K bzw. unter
den restlichen L Experimenten an. X +Y ist die Gesamtan-
zahl der Erfolge. Nach Bezeichnung 1.5.1 haben X und Y
die angegebene Verteilung.

Zunéchst wollen wir das Ergebnis, dal X|{X +Y = n} hypergeo-
metrisch verteilt ist, anschaulich interpretieren. Dabei siecht man
auch, warum der Erfolgsparameter p nicht in das Ergebnis eingeht.
Es muB nur 0 < p < 1 gelten.

Dies folgt aber aus dem obigen Modell: Gegeben sind nun X +
Y = n Erfolge, die sich in X Erfolge in den ersten K Experimenten
und Y Erfolge unter den restlichen L = N — K Experimenten
aufteilen. Eine solche Aufteilung wird durch die Einschriankung
X|{X +Y = n} beschrieben.

Da es sich um unabhingige Bernoulli-Experimente mit glei-
cher Erfolgswahrscheinlichkeit handelt, sind alle diese Aufteilun-
gen gleichwahrscheinlich. Jede Aufteilung der n Erfolge entspricht
also einer Stichprobe vom Umfang n aus einer Urne mit K schwar-
zen Kugeln und N — K roten Kugeln ( — Beispiel 1.7.1). Folglich
sind die Aufteilungen hypergeometrisch verteilt mit den Parame-
tern N, K, n.

‘Wen diese Argumentation nicht ganz iiberzeugt, der rechnet mit
den Definitionen:

Dadie 71, ..., Zn N-fach Bernoulli-verteilt mit dem Pa-
rameter p sind, ist
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e X binomialverteilt mit den Parametern K, p,

e Y binomialverteilt mit den Parametern L, p,

e X + Y binomialverteilt mit den Parametern N, p.

Wir berechnen nun die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(X =k | X +Y = n) nach Definition 1.11.3:

P(X=k|X+Y =n)= P{);{Xk;rXYJ’:Yn} n}
_ P{X=kY=n—k}
- P{X+Y=n}
_ P{X =k} -P{Y=n—k}
N P{X+Y =n}
- ‘BKJ]]{'BN_KJ,R— k

BN,pn

(M) k(L = p) K=k (N EYpr=h(1 — p)(N=K)=(n=k)

) (V)P (L —p)N=
() Cmi)
()

= Hn xnik}
Nach Beispiel 1.15.8 (4) ist

EX|X+Y)(n) ::E(X|X+Y:n):n%

Zur Ubung berechnen wir noch

z

E(BE(X|X+Y)=)Y E(X|X+Y=n)P{X+Y =n}

n=

0

N
Z nBy p{n}
n=0

zl=x =zIx

= —Np = Kp = E(X),
wie es nach Feststellung 1.16.5 sein muf.

Aufgabe Es seien (X, X2, X3) multinomialverteilt
mit den Parametern N;pi,ps,ps, wobei pi,p2,p3 €
(0,1) und p; + p2 + p3 = 1 ist (— Beispiel 1.5.3)

Man zeige: X; gegeben X5 = n ist binomialverteilt
mit den Parametern N — n, ; 2 ;2 und berechne die be-
dingte Erwartung E(X; | Xo = n).

Man gebe eine anschauliche Erkldrung fiir das Resul-
tat.

1.16.9 Bsp. (Zufillige Anzahl der Summanden)

Es seien Xi,...,X; : (Q,P) — R Zufallsvariable mit
gleichem Erwartungswert

B(X;) = BE(X;) fir (6,5 =1,...,k)

und N : (Q,P) — {1,...,N} eine von (Xy,...
unabhéngige ganzzahlige Zufallsvariable.
Man bilde die Summe

7Xk3)

S=X14+--+Xn
mit einer zufdlligen Anzahl von Summanden. Dann gilt

E(S) = E(X}) - E(N).
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Beweis. Da X = (Xy,..
festes n € {1,...,k} auch

., Xk) und N unabhingig sind, sind fiir

und N unabhingig (— Satz 1.9.5). Also ist

P(S=s|N=n)=P{Sn=s}|{N=n})
= P{Sp = s}.

Wir berechnen nun fiir n € {1,...,k} die bedingte Erwartung

E(S|N=n)= Y sP(S=s|N=n)
s€(Q)
= Z sP{Sn, = s}
sE(Q)
=E(Sp) = B(X1 4+ -+ X»)
=EX1)+ -+ E(Xn)
und da die E(X1) =--- = E(Xy) ist

= E(X1) n.
Es gilt also E(S|N) = E(X1)N. Nach Feststellung 1.16.5 ist
E(S) = E(E(S|N)) = E(X1) - E(N).
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1.17 Erwartungswert des Produktes

1.17.1 Satz (Produkt zweier unabhingiger ZV.)
Gegeben sei ein endlicher W-Raum (2, P). Sind X,Y :
2 — R unabhéngige Zufallsvariable, so gilt

E(XY)=E(X)-E(Y)

Beweis. Man setze M := X (2), N := Y (Q2). Man zerlege den Raum
Q mit Hilfe der Zufallsvariablen (X,Y")

o= U {&EY)=(@y)}

(z,y))EMXN

Auf jeder der Mengen {(X,Y) = (z,y)} ist das Produkt XY = zy
konstant und folglich E(XY | (X,Y) = (z,y)) = xy. Aus der Formel
fiir den totalen Erwartungswert folgt nun

E(XY)= Y = EXY|[(X,Y)=(z,y)P{X,Y)=(z,9)}
(z,y)EM XN
= > ayP{X)Y)=(z,9)}
(z,y)EM XN

und da X,Y unabhingig sind gilt nach Satz 1.9.3 (c)

- 5

zyP{X =z} - P{Y =y}

(z,y)EM XN

=> ) eP{X =z} -yP{Y =y}
zeM yeN

=Y aP{X=a} ) yP{Y =y}
zEM yeEN

= E(X) - E(Y).

1.17.2 Folg. (Produkt unabhingiger ZVn)
Gegeben sei ein endlicher W-Raum (9, P). Sind X; :
Q — R, (: = 1,...,n) unabhingige Zufallsvariable, so
gilt

Anmerkung. Man kann die Aussage iiber den Erwartungswert
des Produktes zweier Zufallsvariabler auch folgendermaflen for-
mulieren:

1.17.3 Bem. (bed. Erwart.-wert des Produktes)
Gegeben sei ein endlicher W-Raum (), P) Fiir XY :
Q — R gilt

E(XY |Y)=E(X|Y)-Y.

Fiir unabhingige X,Y, ist P(E(X|Y) - E(X)) =1 (
Bemerkung 1.16.6) und folglich E(E(X|Y)) = E(X).
Mit Feststellung 1.16.5 folgt nun

E(XY)=E(E(XY |Y)) = B(X) - E(Y).

Anmerkung. Die Menge der reellen Zufallsvariablen auf einem
endlichen W-Raum (£2, P) bilden einen reellen Vektorraum V der
Dimension n = |Q]. Ist Q@ = {w1,...,wn}, so bilden die Indikator-
funktionen

Leryeor Moy
Eine Basis von V. Man jede reelle Zufallsvariable Xin der Form

n
X =3 X,

v=1

schreiben. Bezeichnet man die Werte z, := X(wy) so gilt X =
> v—1 zvlyy, - Das Tupel (z,)_; sind die Koordinaten von X €
V.
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Auf dem Vektorraum R™ verwendet man gerne das Standards-
kalarprodukt

n
Ty = Z 2y, firz = (zv),y = (y») € R™.

v=1

und die Norm

1/2
[l =szﬁ =Vz-z
v=1

Im R3 ist ||z — y|| der {ibliche Euklidische Abstand der Punkte mit
den Koordinaten x und y. Die Norm ist also der Abstand zum Null-
punkt. Man kann die Euklidische Geometrie des dreidimensionalen
Anschauungsraumes mit Hilfe des Standardskalarproduktes und
der Norm beschreiben. So stehen zwei Vektoren z,y genau dann
senkrecht aufeinander, wenn das Standardskalarprodukt = -y = 0
ist. Ersetzt man die drei Dimensionen durch n-Dimensionen so
erhélt man eine naheliegende Verallgemeinerung.

Auf dem Vektorraum V verwendet man ein anderes ,Skalar-
produkt®, dafl besser mit dem W-Raum (€2, P) harmoniert, aber
sonst analoge Eigenschaften hat. Man nimmt den Erwartungswert
des Produktes

n
E(XY) =) X(w,)Y(w,)P{w,} fir X,Y € V.
v=1
Damit kann man eigentlich genauso rechnen wie mit dem Stan-
dardskalarprodukt. An die Stelle der Norm tritt der Ausdruck

VE(X),

fiir den man kein eigenes Symbol einfiihrt. Dieses Skalarprodukt
ermoglicht es mit Zufallsvariablen geometrisch zu argumentieren.

Man beachte aber, daf aus /E(X2) = 0 i.a. nicht X = 0
sondern nur P{X = 0} =1 folgt.

1.17.4 Festst. (Eigenschaften von EF(XY))
Die Funktion

V xV 3 (X,Y)— E(XY)
hat die folgenden Eigenschaften:
(i) linear in der ersten Variablen und symmetrisch
E(MX1+2X2)Y) = MEX 1Y)+ ME(X2Y)
E(XY) = E(YX).
(ii) positiv semidefinit
E(X*)>0 und E(X*)=0 < P{X=0}=1

Man sagt kurz, E(XY) ist eine symmetrische positiv semidefinite
Bilinearform.

Wenn P{w,} > 0, (v = 1,...,n), ist, dann ist die Funktion
E(XY) positiv definit

E(X*)>0 und E(X?)=0 & X=0.

(iii) Es gilt die Schwarzsche Ungleichung

[E(XY)| < VE(X?)VE(Y?)

und die Dreiecksungleichung

VE(X +Y)?) < VE(X?) +VE(Y?).

In der Schwarzschen Ungleichung gilt das Gleichheits-
zeichen genau dann, wenn es ein A € R so gibt, daf3

P{X=XY}=1 oder PAX=Y}=1 (s

ist. In der Dreiecksungleichung gilt das Gleichheitszei-
chen genau dann, wenn es ein A > 0 gibt, so daB} (x)
gilt.
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1.18 Varianz und Kovarianz

Anmerkung. Man will in einer einzigen Zahl zusammenfassen,
wie weit die Werte einer reellen Zufallsvariablen X um ihren Er-
wartungswert streuen. Dafiir bieten sich im Prinzip verschiedene
Abstandsbegriffe an, z. B. die durchschnittliche Abweichung:

E(X-EX))= Y le—EX)|P{X =z}
zeX ()

(1.18.1)

Fiir die durchschnittliche Abweichung gibt es aber wenig hand-
habbare Formeln.

Wegen der guten Eigenschaften, die aus der formalen Analogie
zum euklidischen Abstand herriithren, bevorzugt man die Stan-
dardabweichung. Héufig ist es praktischer mit dem Quadrat der
Standardabweichung, genannt die Varianz, zu rechnen.

1.18.1 Def. (Standardabweichung und Varianz)
Essei (2, P) ein endlicher W-Raum. Fiir X : (Q,P) — R
definiert man

o(X):= \/E((X — E(X))?) (Standardabweichung)
(1.18.2)
(1.18.3)

Var(X) := E((X — E(X))?) (Varianz)

Um Klammern zu sparen, schreiben wir EX := E(X).

1.18.2 Bem. (Varianz eines W-Mafles)
1. Fiir ein ein W-Ma#f P auf einer endlichen Teilmenge
Q C R definiert man den Mittelwert

w(P) =3 wP{w),

weN

(1.18.4)

die Standardabweichung:

o(P) = (Zw € Qw— ,u)2P{w}>1/2 (1.18.5)
und die Varianz:

Var(P) := Zw € Qw — p)*P{w}

2. Es ist p = E(idq), o(P) = o(idq) und Var(P) =
Var(idg).

3. Erwartungswert, Standardabweichung und Varianz
einer reellen Zufallsvariablen X hingen nur von der Ver-
teilung Px ab:

(1.18.6)

E(X)=p(Px), o(X)=0(Px), Var(X)= Var(Px).

1.18.3 Festst. (Rechenregeln: Varianz)
Es seien (2,P) ein endlicher W-Raum
X, X1,...,X, reelle Zufallsvariable auf Q). Es gilt

(i) Var(AX +b) = A2 Var(X) fiir \,a € R.
(i) Var(X) = E(X?) — (E(X)?).

(iii) Sind Xu,...,X, unabhingig, so gilt die Glei-
chung von Bienaymé:

und

Var(X; + -+ X,) = Var(X,) + ... Var(X,,). (1.18.7)
Die Gleichung von Bienaymé (1.18.7) gilt allgemeiner, wenn

X1,...,Xn — unkorreliert sind. Es reicht z.B., dafl sie paarweise
unabhéngig sind.
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Beweis. (i) Es reicht, die Aussage fiir n = 2 zu zeigen.

Var(X1 + Xo) = E(((X1 — EX1) + (X2 — EX2))?)
= E((X1 - EX1)?) + E((X1 — EX1) - (X2 — EX2))
+ E((X2 — EX2)?).
Da ((X1 — EX1) und (X2 — EX>) unabhingig sind, folgt nach Satz
1.17.1
Var(X1 + X2) = Var(X1) + B(X1 — EX1) - E(X2 — EX»)
+ Var(X2) = Var(X1) + Var(X»).

1.18.4 Bsp. (Varianz einiger Verteilungen)
(i) Ist X : (Q,P) — {1,...,n} Laplace-verteilt, so
gilt
n?—1
T
(ii) Fiir eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable X
mit Erfolgsparameter p gilt

Var(X

Var(X) = p(1 —p).

(iii) Fiir eine Zufallsvariable X, die binomialver-
teilt mit den Parametern n, p ist, gilt

Var(X) = np(1 — p).

(iv) Fiir eine Zufallsvariable X, die hypergeome-
trisch verteilt ist mit den Parametern N, K, n ist, gilt

Anmerkung. In einer Urne mit K schwarzen Kugeln und N — K
roten Kugeln ist p := % die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Ku-
gel zu ziehen. Eine Stichprobe vom Umfang n mit Wiederholung
aus der Urne ist die Anzahl der schwarzen Kugeln binomialverteilt
mit Parameter n, p und in einer Stichprobe ohne Wiederholung ist
die Anzahl der schwarzen Kugeln hypergeometrisch verteilt mit
den Parametern N, K,n. In beiden Fillen hat man den gleichen
Erwartungswert np = n% | aber die Varianz ist im hypergeome-

N K
trischen Fall kleiner:

Var(X

nnp(l—p) firn=2,...,N.

mp(l—p) < o

Im Extremfall n = N ist die Varianz der hypergeometrischen Ver-
teilung 0, was klar ist, da man in diesem Fall mit Sicherheit alle
schwarzen Kugeln zieht.

Beweis. (i) Ist X : (Q, P) — {1,...,n} Laplace-verteil, so gilt

1 _ (n+1)(2n+1)
n 6

Var(X) = E(X?) — (E(X))?
_(n+1)2n+1) B (n+1)2
- . 5
n?—1

12

(i) Da X2 = X ist, folgt aus Feststellung 1.18.3 (ii)
Var(X) = BE(X?) — (E(X)?) =p —p* =p(1 - p).
(iii) Fiir den Beweis benutzen wir das Standardmodell eines Bernoulli-

Experimentes (— Bezeichnung 1.8.8).
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Es sei Q := {1,0} mit W-MaB P{1} := p, P{0} = 1 — p. Auf
(Q", P€") gibt die Zufallsvariablen

X@) =Y priw) =Y w
=1

i=1
die Anzahl der Einsen in dem n-Tupel w = (w1,...,wp) € Q™ an.
Das Tupel (pry,...,pr,,) ist n-fach Bernoulli-verteilt mit dem Pa-
rameter p und folglich ist die Summe X binomialverteilt mit dem
Parametern n und p (— Beispiel 1.8.3). Aus Feststellung 1.18.3 (iii)
folgt nun

Var(X) = Z Var(pr;) = np(1 — p).

i=1
(iv) — Ubung.

1.18.5 Bsp. (Fixpunkte einer Permutation)
Wir benutzen die Notation aus Beispiel 1.3.7 (€, P) sei

der W-Raum der Permutationen von {1,...,n} mit der
Laplace-Wahrscheinlichkeit. Fiir v = 1,...,n sei
A, ={(01,...,00) €EQ| 0o, =1}
Es ist
(n—=1)! 1
P(A)) = =,
(4v) n! n
(n—2)! 1
P(A,NA,) = =
Aena) = o s (i)
Die Zufallsvariable
X = Z 14,
v=1

beschreibt die Anzahl der Fixpunkte einer Permutation.
Der Erwartungswert von X ist

E(X)=> E(la,) = n% =1.

Wir berechnen die Varianz mit der Formel Var(X) =
E(X?) — (E(X))?. Es gilt

E(X?) =E() (13)

3

=> BE(1%,)+2 > E(laly,)

1<p<v<n

[
e

(A)+2 > P(ANA)

1<p<v<n

1 n 1
=n—+2 —=14+1=2.
" (2>n(n—1) *

Also ist Var(X) = 2 — 1 = 1. Weder Erwartungswert
noch Varianz héngen von n ab.

Anmerkung. Die Varianz erhilt man, wenn man in der symme-
trischen Bilinearform

(X,Y) — E((X —EX)- (Y — EY))
X =Y setzt. Diese Bilinearform heifit die Kovarianz von X.
1.18.6 Bez. (Kovarianz)

Es seien (Q, P) ein endlicher W-Raum und X,Y reelle
Zufallsvariable auf (€2, P).
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(i) Die Kovarianz von X und Y bezeichnet man mit
Cov(X,Y) := E((X — EX) - (Y — EY)).

Die Kovarianz Cov(X,Y") hingt nur von der gemeinsa-
men Verteilung von (X,Y) ab.

(ii) Es gilt

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

1.18.7 Festst. (Regeln: Kovarianz)
(i) Die Kovarianz ist eine symmetrische, positiv semi-
definite Bilinearform. Es gilt also:

COV()\le + )\2X2, Y) = )\1 COV(Xl, Y) + )\2 COV(XQ, Y),
Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
Cov(X,X) = Var(X) > 0.

(ii) Es gilt die Schwarzsche Ungleichung
|Cov(X,Y)| <o(X)o(Y).

(iii) und die Dreiecksungleichung
o(X+Y)<o(X)+0o(Y).

1.18.8 Bem. (Summen unkorrelierter ZVn)
Fiir reelle Zufallsvariable X1, ..., X, : (Q,P) — R gilt:

(i) Es gilt
n n
Var(z X,) = ZVar(Xy) +2 Z Cov(X,, X,).
v=1 v=1 1<p<v<n

(ii) Sind X3, ..., X, paarweise unkorreliert; d.h.
Cov(X,, X,) =0 fiir p#v,
dann gilt die Gleichung von Bienaymé:

Var(X; +---+ X,,) = Var(X;) + - - - 4+ Var(X,,).

(i) Sind X3,..., X, paarweise unkorreliert, so gilt
fiir die Standardabweichung des arithmetischen Mittels
o(X1)
n

5 e Xo
17’L
-Y'Xx,) = .
a(n; )=

Geometrisch gesehen, ist der Fall (ii) der Satz von Pythagoras:
Das Verschwinden der Kovarianz bedeutet, da (X, — EX,) L
(X, — EX,) fiir p # v ist. Die Varianz ist das Quadrat der Léinge
von X, — EX,.

1.18.9 Bsp. (Varianz von Serien)
Wir benutzen die Bezeichnungen von Beispiel 1.15.5.
(Zo, Z1,...,2Zy,) sind n + 1-fach Bernoulli-verteilt mit
Parameter p.

Si = ]I{Zi;,gzi71} fﬁl"i:].,...,n

sind Bernoulli-verteilt mit Parameter 2p(1—p). Da S;, Sk
fiir § <i+2 < k unabhéngig sind (— (— Satz 1.9.5), ist

COV(Si,Sk) =0 firi<i+2<Ek.
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Da
E(ﬂ{ziizi—l}]l{ziﬁ»l?izi} = p2(1 - p) +p(1 _p)2
ist
COV(Si.SH_l) = E(SiSH_l) — E(SZ) E(Si_,_l)
= p*(1-p)+p(1-p)*~4p*(1-p)* = p(1-p)(1-4p(1-p))
Da S? = S, ist, folgt
Var(S;) = E(S?) — (E(S)))°
=2p(1—p)—4p*(1—p)* = 2p(1—p)(1—2p(1—p))

Mit Bemerkung 1.18.8 (i) erhalten wir nun die Varianz
der Wechselsumme

Var(Y) = Var(z S;)

n n—1
= ZV&I‘(SZ') + Z COV(Si, Si+1)
=1 =1

= 2np(1—p)(1-2p(1—p))+2(n—1) (p(1-p)(1—4p(1-p)).

Da die Varianz translationsinvariant ist (— Feststellung
1.18.3 (i) ist die Varianz der Anzahl X = Y + 1 der
Serien

Var(X) = Var(Y).

Anmerkung. Die Korrelation ist eine Kennzahl dafiir, in wie weit
X und Y einer linearen Relation geniigen.

1.18.10 Bez. (Korrelation)

Fiir reelle Zufallsvariable X,Y : (2, P) — R mit positi-
ver Variation V Var(X) > 0, Var(Y) > 0 definiert man
die Korrelation

Cov(X,Y)

cor(X;Y) := (X)o7

Aus der Schwarzschen Ungleichung fiir die Kovarianz (—
Feststellung 1.18.7 (ii)) folgt
—1<cor(X,Y)<1.

1.18.11 Bem.
Es seinen X,Y : (Q, P) — R reelle Zufallsvariable.

(i) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) cor(X,Y) e {-1,1}.

(b) In der Schwarzschen Ungleichung fiir die Kovari-
anz gilt das Gleichheitszeichen:

ICov(X,Y)| = o(X) o (Y).
(c) Es gibt ein A € R so, daf
P(MX —EX)— (Y —EY)) =1
oder
P(\Y —EY) — (X — EX)) = 1.

ist. D.h., die Zufallsvariablen X — EX und Y — EY sind
,mit Wahrscheinlichkeit 1 linear abhingig.
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(d) Es gibt Konstanten «, 3,y € R derart, daB3
PlaX+pY +v=0)=1

ist.D.h., die Punkte {(X(w),Y (w) | w € Q} liegen mit
,mit Wahrscheinlichkeit 1“ auf einer Geraden.

(ii) Sind X,Y unabhingig, so ist cor(X,Y) =0, d.h.,
unabhéngige Zufallsvariable sind linear unabhéingig. Die
Umkehrung gilt i.a. nicht!

Anmerkung. Im Feststellung 1.17.4 hatten wir gesehen, daf} der
Ausdruck

X/ B(X?)

analoge Eigenschaften hat, wie der Euklidische Abstand. Die Stan-
dardabweichung gibt also den Abstand einer reellen Zufallsvaria-
blen zu der Konstanten F(X) an. Fragt man umgekehrt nach der
Konstanten, die den Abstand zu X minimiert, so erhilt man den
Erwartungswert E(X).

1.18.12 Festst. (Minimaleigenschaft des EW)
Es seien (€2, P) ein endlicher W-Raum und X eine reelle
Zufallsvariable auf Q). Dann gilt fiir a € R:

E((X —a)?) = Var(X) + (E(X) —a)”.

Der Abstand \/E((X — a)?) wird also minimal fiir a :=

E(X).
Beweis.

E((X —a)?) = E(X? — 2aX +a?)
E(X?) - 2a¢ EX +a?
E(X?) — (EX)* + (a — EX)®
= E((X — EX)?) + (a — EX)?
= Var(X) + (a — EX)*.

Anmerkung. Der Erwartungswert EX minimiert die durch-
schnittliche quadratische Abweichung E((X —a)?) von einer Kon-
stanten a. Sucht man statt dessen das Minimum der durchschnitt-
lichen Abweichung E(|X — a|), so wird man einen anderen ,mitt-
leren Wert“ von X gefiithrt, den Median.
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1.19 Bedingte Varianz

1.19.1 Bem. (bedingte Varianz)
Da E(X | Y = vy) := Ep(|{y=y}) der Erwartungswert
bezgl. der bedingten Verteilung P(.|[{Y = y}) ist, gelten
fiir E(X | Y = y) und somit auch fiir
Var(X | Y =y) i= Ep(jy=y) (X = E(X | Y =y))*)
=E(X-EX|Y=y)*|Y =y).

alle Rechenregeln einer Varianz.

(i) Man definiert die bedingte Varianz
Var(X | Y) = E((X - E(X|Y)oY)?|Y).
(ii) Insbesondere gilt

Var(X) = E( Var(X|Y)) + Var(E(X[Y)). (1.19.1)

Beweis. Nach Feststellung 1.18.3 (ii) ist

E(X—EX)?|Y =y) = Var(X | Y = y)+(E(X | Y = y)—EX)>

Mit der Gleichung vom totalen Erwartungswert (— Feststellung
1.16.5) folgt nun

1.19.2 Bsp. (Zufillige Anzahl der Summanden)
Es seien X7,..., X unkorrelierte reelle Zufallsvariable
mit gleichen Erwartungswert und gleicher Varianz. Mit
einer von Xi,..., X} unabhéngigen Zufallsvariablen N
mit Werten in {1,...,k} bilde man die Summe S :=
X1 4+ Xy. Dann gilt

Var(S) = Var(X,)E(N) 4+ E(X1)? Var(N).

Beweis. Nach Beispiel 1.16.9 ist E(S|N) = E(X1)N. Da die
X1,...,Xp paarweise unkorreliert sind, folgt
Var(S | N =n) = Var(Sn|N = n) = Var(Sy)
= Var(X1) + ... Var(X,) = n Var(X1)
und somit Var(S|N) = Var(X1)N. Nach Gleichung (1.19.1) ist
Var(S) = E(Var(S|N)) + Var(E(S|N))
= Var(X1)E(N) + (EX1)? Var(N)

1.19.3 Festst. (Minimal. der bed. Erwartung)
Gegeben seien ein endlicher W-Raum (S, P), eine end-
liche Menge M und Zufallsvariable

X:(2,P)—R und Y:(Q,P)— M.

Man suche unter allen Zufallsvariablen der Form
ZoY, wobeiZ: M —R,

diejenige, die die mittlere quadratische Abweichung

E((X—-2ZoY)?)

minimiert. Die Bestapproximation in diesem Sinne ist
Z = E(X|Y).
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Beweis. Aus
E(X—-ZoY|Y=y)=EX-Z(y)|Y =y)
=BE(X|Y=y)—Z(y)

folgt
E(X—-ZoY |Y)=EX|Y)-Z.

Da nach Feststellung 1.18.3 (i)
Var(X—ZoY | Y =y) =Var(X—Z(y) | Y =y) = Var(X | Y =)
ist, folgt mit Feststellung 1.18.3 (ii)
E(X-ZoY)®|Y =y)
=Var(X = ZoY |Y =y) + (B(X = ZoY | Y =y))?
=Var(X | Y =y) + (B(X | Y =y) — Z(y))*.
Es gilt also
E((X —ZoY)?|Y) = Var(X|Y) + (E(X|Y) — 2)?

Mit der Gleichung vom totalen Erwartungswert (— Feststellung
1.16.5) folgt nun

E(X—=ZoY)®)=E(E(X-ZoY)?|Y))
= BE(Var(X|Y)) + E((E(X|Y) — ZoY)?)
Die rechte Seite wird minimal fiir Z = E(X|Y).
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1.20 Schwaches Gesetz der grofien Zahl

Anmerkung. Die Chebychev-Ungleichung gibt eine einfa-
che Abschitzung fiir die Wahrscheinlichkeiten der Abweichung ei-
ner Zufallsvariablen von ihrem Erwartungswert. Der Beweis wird
tibersichtlicher, wenn man die Chebychev-Ungleichung auf die
Markov-Ungleichung zuriickfiihrt.

Die erstere heifit auch die Chebychev-Bienaymé-Ungleichung.
Man findet die folgenden Schreibweisen: Chebychev= Cebysev =
T'schebyschev.

Diese beiden Ungleichungen sind trotz ihrer einfachen Bau-
art und Herleitung erstaunlich wirkungsvoll. Fiir spezielle W-
MafBe gibt es schirfere Abschidtzungen, die aber mehr Vorausset-
zungen erfordern. Die Markov-Ungleichung und die Chebychev-
Ungleichung gelten fiir jedes W-Mafl

1.20.1 Lemma (Markov-Ungleichung)
Es sei (2, P) ein endlicher W-Raum. Fiir X : (2, P) —
[0, 00) gilt

E(X)

P{X >c} <
c

fiir ¢ > 0.

Beweis. Fiir die Indikatorfunktion von {X > c} gilt

X
Tix>ep < o

Aus der Monotonie und der Linearitit des Erwartungswertes (— Fest-
stellung 1.15.4) folgt somit

PIX > 0} = B(1pxsg) < B(2) = 22

Anmerkung. Etwas allgemeiner ist die folgende Variante der
Markov-Ungleichung, die man ebenso beweist.

1.20.2 Lemma (Markov-Ungleichung)
Ist ¢ : [0,00) — [0,00) monoton wachsend, 0 < ¢ mit
v(c) > 0, so gilt fiir jede reelle Zufallsvariable X

E(p(|X])
o(c)

P{X[ = ¢} <

1.20.3 Satz (Chebychev-Ungleichung)
Es sei (2, P) ein endlicher W-Raum. Fiir eine Zufallsva-
riable X : (Q, P) — R gilt

P{IX — B(X)| > ¢} <

Var(X) .
— fiir e > 0.

3

Anmerkung. Man nennt die Konstante in der Chebychev-
Ungleichung iiblicherweise € > 0, weil man die Ungleichung
fiir kleine € verwendet. Was im konkreten Fall klein bedeutet,

héngt von der Streuung von X ab. Man schreibt die Chebychev-
Ungleichung deshalb héufig in der Form (¢ > 0):

PX = B 2 e 0(X)} < . (1.20.1)

oder 1
P{|IX — E(X)|* > c¢Var(X)} < -.
Cc

Bsp. (Chebychev-Ungl. fiir binomialverteilte ZV) Aus der
Chebychev-Ungleichung folgt fiir eine beliebige Zufallsvariable X:

P{|X - E(X)| >20(X)} < 1 =0,25.

(1.20.2)

Fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable X ergibt eine genauere
Rechnung, da8 fiir grofie n

P{|IX - E(X)| >20(X)} = 0.05
ist.
Anmerkung. Wendet man die Chebychev-Ungleichung auf das
arithmetische Mittel fracln Zn: X, paarweise unkorrelierter

v=1
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Zufallsvariablen X1,..., X, an, die alle den gleichen Erwartungs-
wert und die gleiche Varianz o2 haben so erhilt man mit Be-
merkung 1.18.8 (iii) den folgenden Satz. Man beachte, dafl das
arithmetische Mittel eine um den Faktor % kleinere Varianz hat

n 2

Var (l
n

1.20.4 Festst. (schwaches Gesetz der groflen Zahl)
Es seien (92, P) ein endlicher W-Raum und X, ..., X, :
(Q, P) — R paarweise unkorrelierte Zufallsvariable mit

Var(X,) <M firv=1,...,n.

Dann gilt fiir alle e > 0

n

P{|%Z(XV—EXV)1 >e} <

v=1

ne?’

Haben iiberdies X1, ..., X, alle den gleichen Erwar-
tungswert p:= E(X,), (v =1,...,n) so gilt

ne?’

PH%E:X;—MUEE}g (1.20.3)

Anmerkung. (schwaches Gesetz der grof3en Zahl) Der obige
Feststellung 1.20.4 ist eigentlich eine Vorstufe des schwachen Ge-
setzes der grofien Zahl. Dies erhdlt man. wenn man in Gleichung
(1.20.3) die Anzahl n der Zufallsvariablen gegen co gehen laft:

(1.20.4)

1 n
nll»moop{‘n DZ_lXU ul} >e} =0
Im Spezialfall von Indikatorvariablen fallen die Begriffe unkor-
reliert und unabhdngig zusammen. Man erhilt somit das Ergebnis
von Jakob Bernoulli (= 1865):
Satz. (J. Bernoulli) Fir eine Folge A1, Az, ... unabhdingiger
Ereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit p = P(Ay) gilt

. 1\
nlemP{|g Zl]lAV —p|} >} =0. (1.20.5)
v=
Durch Ubergang zu der komplementiren Menge folgt.
1 n
nleooP“;ZlnAv —pl}<e}=1 (1.20.6)
v=

Deutet man dies als eine Folge unabhéngiger Wiederholungen
desselben Zufallsexperimentes, und die unabhéingigen Ereignisse
Ay, als das Eintreten des Ergebnisses A im n-ten Versuch, so wird
die relative Héaufigkeit Ry, (A), mit der das Ereignis A eintritt,
durch die folgende Formel gegeben:

1 n
Rn(4) = ~ > g,
v=1

Die Gleichung (1.20.6) lautet nun

lim P{|Rn(A) — P(A)| <e}=1. (1.20.7)

n—oo

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 sich in einer Folge unabhéngiger
Bernoulli-Experimente mit Parameter p die relative Haufigkeit R,
der Erfolge von dem Parameter p um weniger als ein beliebig klei-
nes € > 0 unterscheidet, konvergiert gegen Eins. Die axiomati-
sche W-Theorie enthilt und bestétigt die empirisch Beobachtung,
dafl man die Wahrscheinlichkeit durch relative Haufigkeiten langer
Ketten von unabhdngigen Experimenten beliebig genau approxi-
mieren kann.

Wir wollen dies mit den Mitteln der bisher entwickelten Theorie
endlicher W-R&ume nochmal genauer formulieren:
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1.20.5 Festst. (G. der gr. Z. fiir rel. Hiufigkeit.)
Es sei (2, P) ein endlicher W-Raum. Fiir A € 22 gilt

P (. ) € Q" | y%zh(wy) — P(A)] > £}

< 1
~ 4dne?’
Beweis. Die Zufallsvariablen (v =1,...,n)
XV : (Qn7P®n) - {170}7
Xy (Wi, wn) — 1a(wy)

sind unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter p = P(A). Es
ist E(X,) =pund Var(X,) = p(1 —p) < i. Nach der Chebychev-
Ungleichung ist

1
4ne?’

1 n
P =3 Xo—p| 2} <
v=1

Anmerkung. (Problem) Nur reicht die bisher entwickelte Theo-
rie endlicher W-Riume nicht aus, um den Grenziibergang n — oo
in den Gleichungen (1.20.4) — (1.20.7) zu vollziehen. Das Problem
ist, dafl es auf einem endlichen W-Raum niemals eine Folge paar-
weise unkorrelierter reeller Zufallsvariabler gibt.

Beweis. Das kann man folgendermaBen einsehen. Wenn || = n,
so hat der Vektorraum V' der reellen Zufallsvariablen auf Q =
{wi,...,wn} die Dimension n. Man kann ohne Einschrinkung an-
nehmen daB p, := P{w,} > 0 ist. Dann ist E(XY) ein positiv defi-
nites Skalarprodukt auf V' (— Feststellung 1.17.4 (ii)). Eine Familie
(Yi)ier von Vektoren Y; € V, die paarweise orthogonal sind

E(Y;Y;) =0 fiiri # j,

ist linear unabhangig. Folglich enthilt die Familie héchstens n Ele-
mente. Somit hat jede Familie paarweise unkorrelierter reeller Zufalls-
variabler héchsten n Elemente.

Anmerkung. (abzihlbar viele Teilexperimente) Die Lsung
dieses Problems bieten unendliche W-Raume mit nichtdiskreten
W-Maflen, wie man sie auch bei geometrische Wahrscheinlich-
keitsaufgaben findet. Bevor diese allgemeineren W-Rdume zur
Verfiigung stehen, verabreden wir folgende Konvention zum Um-
gang mit abzdhlbaren Folgen von Zufallsvariablen:

Wir betrachten eine Folge (En)pen von Zufallsexperimenten,
von denen jedes nur endlich viele Ausgéinge hat. Fiir jedes n € N
bildet man einen endlichen W-Raum (Q,, Py,), der die ersten n
Teilexperimente E1,..., E, modelliert. Die Elementareignisse in
Q,, sind die moglichen Ergebnisse w := (w1,...,wy) der ersten n
Teilexperimente.

Das System 1, ..., bildet einen Ereignisbaum, in dem die
Knoten der Tiefe v die Menge €, sind, mit den Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

1wu+1})

1(“}1/)}

Py+1{(w1, cee
P {(w1,...

plwpt1 |wi, ... wy) 1=
(— Bezeichnung 1.13.1)

Zu jedem Elementarereignis (w1, . ..,wn+1) in Qp41 bildet man
das entsprechende Elementarereignis (w1, ...,wn) in Qn, indem
man das n+ 1-te Ergebnis weglidfit. Dies definiert eine Projektion
pry, : Qp41 — Oy und es gilt

swn)} = Paf(wr, .. wn)}

D.h. P, ist die Bildverteilung von pr, ;. Induktiv folgt dann,
daB8 P, die Bildverteilung von pr,,q 0pr,, 50+ 0pr, t ist. (—
Feststellung 1.13.5).

Konvention. Unter einer Folge (X, )n von reellen Zufallsvaria-
blen verstehen wir das folgende: Die n-te Zufallsvariable ist eine
reelle Funktion auf dem n-ten Raum:

P”l+1{w I prn+1(w) = (w17 L

Xt (Qn, Pn) — R

Die Werte von X, hidngen nur von (w1, ...,wn) ab.
Man bezeichnet dies als eine Folge von Zufallsvariablen auf ei-
nem projektiven System von W-R&umen.
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1.20.6 Bez. (Folgen von ZVn auf proj. System)
1. Ein projektives System ist eine Folge von endli-
chen W-Réumen (,,, P,), (n € N), die durch Zufallsva-
riablen
pr, : Qptr — O
so verbunden sind, da8 P, die Bildverteilung von pr,
ist:
(Prt1)pr, = Pn-
2. Eine Folge von Zufallsvariablen des projektiven Sy-
stems
X, =(Q,P,)—R firneN
nennt man kurz eine Folge (X,,),, von reellen Zufallsva-
riablen.
3. Man kann X, als Zufallsvariable auf einem der

hoheren Raume €, betrachten, indem man die pas-
senden Projektionen davorschaltet:

Xt = X, o Pr, 41 OPI, 90 - ODI,
Es sei X = X,,.

4. Xﬁ"+k) hat die gleiche Verteilung wie X,,, also den
gleichen Erwartungswert E(X,,) und die gleiche Varian
Var(X,,).

(n)

5. Xi1,...X, heilen unabhingig, wenn X;’,...,
X" unabhiingig sind.
Dann sind natiirlich auch an+k), ey X,(L"+k) un-
abhéngig (— Definition 1.9.2 und Feststellung 1.6.4).
6. Die Folge (X,,), heiit unabhéingig, wenn jeder end-
liche Abschnitt X, ..., X,, unabhingig ist.

7. X1,...X, heilen paarweise unkorreliert, wenn

X 1(n), ... ,Xy(,n) paarweise unkorreliert sind.
Dann sind natiirlich auch Xl(nJrk)7 ... ,X,(;Hk) paar-

weise unkorreliert.

8. Im allgemeinen lést man die obigen Indizes weg und

(n+k)

schreibt kurz X,, statt X, . In diesem Sinne verste-

hen wir unter dem arithmetischen Mittel von X1, ..., X,
die Summe
1 n 1 n
Spi==Y X, ==Y Xx[m+h 1.20.8
T 120

fiir irgend ein k£ € Np.

Genauer gesagt, bilden die arithmetischen Mittel eine
Folge von Zufallsvariablen S, : (Q,,P,) — R und die
rechte Seite der Gleichung (1.20.8) definiert die entspre-
chende Variable S,(Ln+k).

9. Ebenso lassen wir den Index n, der das Modell an-
gibt, bei der Bildung der Wahrscheinlichkeit weg und
schreiben kurz P statt P,. Fiir ein Ereignis A € 2% ist
also

P(A):=P,(A) = Pn+k{prn+1 O -OPr, ) € A}
Aus Feststellung 1.20.4 folgt sofort:
1.20.7 Satz (schwaches Gesetz der groflen Zahl)
Es seien (9, P,,pr,) ein projektives System und

(X, )nen eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsva-
riabler auf dem System mit gleichen Erwartungswert
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u:= E(X,) und beschrinkter Varianz Var(X,,) < M <
oo fiir alle n € N. Dann gilt

1 — M
P{|n;X,,—u|25}§E2n—>0 fiir n — oo.

1.20.8 Bsp. (Ein vorteilhaftes Spiel?)
Ein Spiel heifit fair, wenn der Erwartungswert des Ge-
winns gleich dem Erwartungswert des Verlustes ist. Ist
der Erwartungswert des Gewinns grofler als der Erwar-
tungswert des Verlustes, so heifit das Spiel vorteilhaft.
Das folgende Beispiel zeigt, dafi man auch bei einem
vorteilhaften mit beliebig groffer Wahrscheinlichkeit sein
gesamtes Kapital verlieren kann.

Der Spieler begint mit einem Startkapital Ky = 1 und
hat nach n Runden das Kapital X,,. In jeder Runde
wird eine faire Miinze geworfen. Das Kapital in der n-ten

Runde sei
X, = %Xn, wenn Kopf fallt,
5X,, wenn Zahl fllt.

Setzt man

,  wenn Kopf fillt,
,  wenn Zahl fallt,

|

so gilt X,, = Yq---Y, K. Die (Y,,), sind unabhéngig
und haben alle den gleichen Erwartungswert

WUt N

1 3 1 3,1 13
E(Y,) = 5 P{Kopt} + - P{Zahl} = (5 + 5)5 =1
Nach Folgerung 1.17.2 ist
13\n

Das Spiel sieht also sehr vorteilhaft aus. Aber wie ent-
wickelt sich das Kapital? Dazu bilden wir

llo X, —lzn:lo Y,
n g = g Yy

v=1

und wenden hierauf das schwache Gesetz der grofien Zahl
an. Mit u = E(log,), 0? = Var(Y,,) fiir n € N gilt

1 — o2
P“EZlOgY”_M’ Zs} < . — 0.
v=1

Nun ist aber = (log 3 + log%) < 0. Fiir €
folgt daher

= _Eﬂ

1
P{X, < e"/?} = P{=log X,, < g}
n
1 %
=P{-logX, —pu<-L
{n 0gAn — U= 2}
1 %
> P{|=log X, —pu| < -L
= {|n 0g An ﬂ‘_ 2}
1 n
=1-P{|=Y logV, — pu| >
{|n;0g nl > e}
— 1 fiir n — oo.
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Da p < 0 ist, strebt e™*/2 exponentiell schnell gegen 0
fiir n — oo. Fiir grofle n hat man also mit sehr grofler
Wahrscheinlichkeit sein Kapital nahezu verspielt. Der
Erwartungswert E(X,,) ist dagegen sehr grofl, da man
mit wenn auch sehr kleiner Wahrscheinlichkeit enorme
Gewinne machen kann.

Anmerkung. (starkes Gesetz der groflen Zahl) Das starke
Gesetz der groflen Zahl kénnen wir mit den bisherigen Hilfmitteln
nicht addquat formulieren. Wir leiten schon mal das entscheidende
Lemma her, aus dem das starke Gesetz der grofien Zahl dann leicht
folgt.

Als Beispiel denken wir uns ein und dasselbe Experiment E im-
mer wieder unabhéngig durchgefiithrt. Man modelliere E mit dem
W-Raum (2, P) und die n-malige Durchfithrung von E mit dem
Produktraum (27, P®™). Dann beschreibt das projektive System
(Q", P€" pr,) die nicht abbrechende Folge der unabhingigen
Wiederholungen von E. Fiir eine Zufallsvariable X : (Q2,P) — R
definiert

Xn (Wi, wn) — X(wn)

eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariabler (—
Satz 1.8.7) Fiir eine solche Folge kann man das schwache Gesetz
dergGroflen Zahl wesentlich verschirfen:

1.20.9 Lemma

Es seien (Qn, P, pr,,) ein projektives System und (Xn)nen eine
Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariabler auf dem
System. Es sei pi := E(Xy), (n € N). Dann gibt es eine Konstante
0 < C < o so, daB

C

fiir n — oo.
e4n?2

1 n
P{— > Xv—n[ >} <
v=1

Man beachte: Die Wahrscheinlichkeit geht wie n~2 gegen Null.
Dagegen ist im schwachen Gesetz der grofien Zahl die Konver-
genzschwindigkeit wir n—!

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir Y, = X, — u, so daB E(Yn) =0
ist. Die (Yn)n sind ebenfalls unabhingig und identisch verteilt. Da
fiir paarweise verschiedene i, j, k, [

E(Y;Y;YY)) = E(Y?Y;Yy) = E(YY;) =0,
E(Y?Y}) = E(Y?)E(Y})

gilt, folgt
1 & 4 1
E(=3 %) == Y EMY%Y)
no4 1<i,5,k,I<n
6 1 &
=7 2 B+ o3 BEO
1<i<j<n i=1
6 2
=n(n—1)— (E(Y?)" +n— B
n n
c
< —.
<3

Da die (Y5, )r identisch verteilt sind, hingt die Konstante C' nicht von
n ab. Mit der Markov-Ungleichung erhalten wir hieraus

P Sl 26 = PG W) 2 )

Byt C

<

v edn2’
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2 Diskrete und stetige W-Raume

2.1 Uniforme und geometrische Vertei-
lung

Anmerkung. Beim schwachen Gesetz der grofien Zahl haben wir
die Grenzen der bisher als Modelle betrachteten endlichen W-
Rédume erreicht. Die in Bezeichnung 1.20.6 eingefiihrten projek-
tiven Systeme (Qy, P,pr,,) endlicher W-Réume sind umsténdlich
zu handhaben und nicht allgemein genug:

— Man miiite Produkte, Bildverteilungen, Bedingte Verteilungen
... fur projektive Systeme erkldren. Wie verhalten sich projek-
tive Systeme von projektiven Systemen?

— Interpretiert in einem projektiven System den Parameter n € N
als Zeitpunkte, in denen die Experimente durchgefiihrt werden,
so konnte man auch an kontinuierliche Zeitparameter t € R
denken.

Der elegante und auch anschauliche Ausweg sind unendliche W-
Réume.

Wir wollen hier zwei einfache Bespiele unendlicher
W-Réume mit anschaulichen Hilfsmitteln vorfithren. Im
Beispiel 2.1.2 erhalten wir eine stetige W-Verteilung auf
dem Intervall [0, 1). im zweiten Beispiel 2.1.3 einen dis-
kretes W-Maf} auf N. Fiir beide Beispiele geben wir je-
weils zwei Herleitungen an,

— als projektive Limes eines projektiven Systems
endlicher W-Raume,

— als Grenzwerte einer Folge endlicher Verteilungen
auf [0,1] bzw. auf N.

2.1.1 Bem. (Projektiver Limes)

Es sei (Q,, Py, pr,, ein projektives System endlicher W-
Raume. Die Frage ist, kann man nicht ein W-Raum
(Q, P) finden, derart daf} die Rdume (2, P,,) Bilder von
(Q, P) mit der Bildverteilung sind. D.h., es gibt eine Fol-
ge von Zufallsvariablen

Tt (2, P) — (Qn, Pp)

mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Das Diagramm

Q

Tn
Tn+1 J/

kommutiert fiir alle n € N,
(ii) Py = Pr,.

Hiufig kommt man mit den beiden Eigenschaften (i) und (ii)
aus. Zur Definition des projektiven Limes gehort noch die Ein-
deutigkeit, die wir der Vollstéandigkeit halber hier mit auffithren.
Die Eindeutigkeit folgt aus einer universellen Eigenschaft. Zur
Formulierung dieser universellen Eigenschaft benttigt man den
Begriff der meflbaren Abbildung, den wir hier ohne Erkldrung
verwenden.

(iii) Man nennt (Q, P,7,) den projektiven Limes des projekti-
ven Systems (Qn, Pn,pr,,), wenn (2, P,my) die folgende univer-
selle Eigenschaft hat:

Ist Q, P,7,) ein weiterer W-Raum mit den Eigenschaften (i)
und (ii), so gibt es eine eindeutig bestimmte mefbare Abbildung

p:(~2—>Q mit Ty, = Tn, O P.
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D.h. Q ist in diesem Sinne minimal.

2.1.2 Bsp. (Miinzwurf-Raum)
Das immerwihrende Werfen einer fairen Miinze be-
schreiben wir durch das projektive System

(Qn,Pn,pI‘n) = ({07 1}n,P®n7prn).

Dabei ist P die Laplace-Wahrscheinlichkeit auf {0,1}
und pr, : {0,1}"*! — {0,1}" die Projektion auf die
ersten n Komponenten.

Als projektiver Limes (€, P) bietet sich hier ein guter
Bekannter aus der Analysis an, das Intervall [0,1) C R.
Wir beschrinken uns auf die Eigenschaften Bemerkung
2.1.1 (i) und (ii).

Die universelle Eigenschaft (iii) gilt auch. Wir zeigen sie aber nicht,
da man fiir den Nachweis etwas Mafitheorie benétigt.

Damit die folgenden Formeln schén symmetrisch sind,
lassen wir bei allen Intervalle den rechten Endpunkt weg,
was aber nicht weiter wichtig ist. Die Wahrscheinlichkeit
eines Teilintervalls [a,b) C [0, 1) ist seine Lénge:

U([a,b]) :=b— a.

Fiir endliche Vereingungen disjunkter Intervalle addiere
man die Lingen. Man bezeichnet diese Wahrscheinlich-
keitsverteilung mit U := Upp 1) und nennt sie die Gleich-
verteilung oder uniforme Verteilung auf [0, 1).

Die Teilmengen

1 2 3 4 2" —1 2"
Ani=5050) Vg ge) UV [T )
sind unabhéngig, da fiir alle {vy,...,v} C {1,...,n}
gilt:
k k
U(()An) =27 =] wA,,).
i=1

i=1

Die Indikatorfunktionen 14,, (n € N) sind n-fach
Bernoulli-verteilt mit Parameter p = % Es gilt also:

(i) Die Bildverteilung von

Ty 1= (]IAI,...,]lAn)

ist die Produktverteilung P®" auf {0,1}".
(ii) Nach Konstruktion ist 7, = pr,, o mnp41.

Auf ([0,1),U) gibt es eine abz&hlbare Familie (14, ),
unabhéngiger und identisch verteilter reeller Zufallsva-
riabler. Diese beschreiben den unendlichen Miinzwurf.

Anmerkung. Man fragt sich, ob man nicht statt ([0,1), U) den
unendlichen Produktraum {0, 1}" versehen mit einem unendlichen
Produktmaf P®N nehmen kann? In der MaBtheorie zeigt man, dal
das geht und daB die W-Raume ([0,1), W) und ({0, 1}, P€N) in
einem noch zu prézisierenden Sinne isomorph sind. Beide Rédume
reprasentieren den sogenannten projektiven Limes des projektiven
Systems:
lim proj ({0, 1}", P®", pr,,),
n—oo

was wir hier aber mangels Maflitheorie nicht beweisen kdnnen.
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2.1.3 Bsp. (geometrische Verteilung)

In einem n-fachen Bernoulli-Experiment mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p > 0 ist die Wahrscheinlichkeit, den
ersten Erfolg genau im k + 1-ten Teilversuch zu haben,
d.h. man hat zuvor & Miflerfolge

p(1—p)* firk=0,...,n—1,
(1—p)"

Wir werden den letzteren Fall, dafl kein Erfolg eintritt,
mit k& = n kodieren. Da nach der geometrischen Sum-
menformel

gn;p{k} =

wenn gar kein Erfolg eintritt.

S p(l—p)f = (- p)"
k=0

gilt, ist G, ein W-Mafl auf Q, = ({1,...,n,n +
1},Gn;p). Man nennt daher G, die gestoppte n-te
geometrische Verteilung. ,gestoppt“, da man ja wei-
ter experimentieren kann, bis ein Erfolg eintritt. Mit der
Projektion pr,, : Qp41 — Qp,

k fuirk=1,...,n,
pry, ko )
n firk=n+1n+2.
erhdlt man ein projektives System (£, Gn;p, pr,,) von
endlichen W-R#umen (— Bezeichnung 1.20.6).
Den projektiven Limes kann man in diesem Fall sofort
erraten, es ist der Raum N der natiirlichen Zahlen mit
der geometrischen Verteilung

Sp{k} =p(1 —p)* fiir k € No.

Mit der geometrischen Reihe iiberpriift man

%) B 00 o 1 _
];)P{k}—p’;)(l P =g = b

Die gestoppten W-Réume (£2,,.G,,,,) sind die Bilder von
(N, §G,) unter der Projektion

i Ng — {0,...,n}

mit
kE furk=1,...,n,

T i ko
n firk=n+1n+2,....

Das System (N, G, m,) erfiillt also die Bedingen (i)
und (ii) von Bemerkung 2.1.1.
Man sieht leicht, dafl auch die universelle Eigenschaft — Bemer-
kung 2.1.1 (iii) erfiillt ist:

Ist (QP,7,) ein weiteres System mit (i) und (ii), so bilde man
p: Q — N mit

lim 7 (@).
n—oo

p(@) =

Man beachte, dafl die Folge (?rn(@))n moton wichst und schlie3-
lich konstant ist.

Anmerkung. In der folgenden Feststellung verwenden wir bereits
einige Eigenschaften diskreter W-Raume, die erst im folgenden
Kapiteln sauber definiert werden.

2.1.4 Bez. (Geometrische Verteilung)
(i) Die geometrische Verteilung auf Ny mit dem Pa-
rameter p € (0,1) ist gegeben durch

Sp{k} :==p(1 —p)* fiir k € N,.
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(ii) Eine Zufallsvariable X mit Werten in N ist geome-
trisch verteilt mit Parameter p, (0 < p < 1), wenn ihre
Bildverteilung auf N die geometrische Verteilung G, ist:

P{X =k} =p(1—p)k! fiir ke N.

2.2 Diskrete W-Riume

2.2.1 Def. (diskreter W-Raum)

Es sei Q) eine beliebige Menge und {w, | n € N} eine
abzdhlbare Teilmenge von (). Jedem w,, sei eine Wahr-
scheinlichkeit p, zugeordnet, derart dafl

0<p,<1 firneN, (2.2.1)
oo
> =1 (2.2.2)
n=1

Man definiert dann die Wahrscheinlichkeit einer Teil-
menge A € 29, indem man die Wahrscheinlichkeiten der
wy, € A aufaddiert.

P(A) = pulla(wn). (2.2.3)

Man nennt dann P : 2% — [0,1] ein diskretes W-
Maf} auf Q, daff auf die abzéhlbare Menge {w,, | n € N}
konzentriert ist.

Anmerkung. (Diskrete W-R#ume) 1. Eine konvergente Rei-
he mit positiven Summanden kann man beliebig umsortieren. Es
kommt also auf die Reihenfolge der Punkte w, nicht an. Man
schreibt daher auch

IPEED I

neN n=1

(2.2.4)

Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, kann man auch an-
dere abzéhlbare Indexmengen I = {i, | n € N} zulassen. Fiir die

o0
Summe schreibt man dann ) p; :== Y p;,,-
iel n=1
2. In den theoretischen Aussagen werden wir die abzéhlbar vie-
len wy, immer mit n = 1,2, ... durchnummerieren. Es kénnen aber
auch andere abzihlbare Indexmengen auftreten, wie

— die ganzen Zahlen Z. Diese kann man folgendermaflen abzihlen:
Z=0,1,-1,2,-2,3,-3,.... Man schreibt in diesem Fall fiir die
o0
Summe der Wahrscheinlichkeiten > pp.
n=-—oo
— doppelt indizierte Punkte wym,,, mit m,n € N. Mit dem Cantor-

schen Diagonalverfahren kann man die Punkte folgendermaflen
zeilenweise durchzéahlen:

w11

wi2 w21

w13z w22 W3l

w14 W23 W32 W41

— Allgemeiner gilt: Wenn I, J abzdhlbar sind, so ist auch I x J
abzéhlbar.

3. Haufig wird Q@ = {wn | n € N} sein. Es wird sich als
praktisch erweisen, auch solche Fille zuzulassen, wie Q = R und
{wi,wa,...} =Z.

4. Eigentlich gehoren die endlichen W-R&aume ebenfalls zu den
diskreten W-Raumen. Man sollte die Definition 2.2.1 eigentlich so
formulieren:
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2.2.2 Def. (alternative Definition: diskrete W-R&ume)
Es sei Q) eine beliebige Menge, I eine héchstens abzédhlbar unend-
liche Indexmenge und {w; | n € I} eine Teilmenge von €. Jedem
w; sei eine Wahrscheinlichkeit p; zugeordnet, derart daf3

0<p; <1 firiel,

Zpi =1

iel

(2.2.5)
(2.2.6)

Man definiert dann die Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge A €
29 indem man die Wahrscheinlichkeiten der w; € A aufaddiert.

> pillaws).

i€INA

(2.2.7)

Man nennt dann P : 2 — [0, 1] ein diskretes W-Ma8 auf Q.

Konvention: Wir werden i. a. die einfachere Formulierung der
Definition 2.2.1 benutzen und stillschweigens bemerken, daf alle
Folgerungen natiirlich auch fiir endliche W-Rdume gelten.
Anmerkung. (diskretes W-Ma#f ist o-additiv) Ein diskreter
W-Raum erfiillt die beiden Axiome (i) und (ii) aus der Defini-
tion 1.1.5 eines endlichen W-Raumes. In einem unendlichen dis-
kreten W-Raum (2, P) kann man abzéhlbare paarweise disjunkte
Teilmengen A, € 22, (n € N), betrachten und die Aussage in
Feststellung 1.1.6 Gleichung (1.1.1) iiber die Additivitdt von P
verschérfen.

2.2.3 Satz (diskretes W-Maf ist o-additiv)
Es sei (2, P) ein diskreter W-Raum. Dann gilt fiir jede
Familie (Ay,)nen paarweise disjunkter Mengen A,, € 29

P( G An) - f:P(An)

Diese Eigenschaft heifit o-Additivitét.

Anmerkung. Mit dem Zusatz o Bezeichnet man kurz Regeln
iiber abz#éhlbare Vereinigungen oder Summen. Ebenso ist das
Kiirzel ¢ fiir abzéhlbare Durchschnitte oder Prodkte im Gebrauch.

(2.2.8)

Beweis. P sei konzentriert auf die Menge {w; | ¢ € N}.
oo
P(U 4n) =X pilyze, a, (@)
n=1 i=1

Da die A,, paarweise disjunkt sind, gilt
oo
S WIS
=1 n=1

OO
wobei in der Summe Y 14, (w;) alle Summanden bis auf héchstens

n=
einen gleich 0 sind. Da alle Terme nichtnegativ sind, darf man die
Summationsreihenfolge vertauschen:

P( [j An) = i > pilla, (W)
n=1

n=11i=1

=3 P(4n)
n=1

2.2.4 Festst. (Resultate aus Kap. 1.)

1. Fiir einen abzidhlbar unendlichen diskreten W-
Raum (Q, P), wobei P auf {w, | n € N konzentriert
ist, gelten alle Definitionen und Ergebnisse, die wir in
Abschnitt 1 getroffen bzw. hergeleitet haben sinngeméf
weiter, da fiir ihre Herleitung nur endliche Operatio-
nen — Vereinigung, Durchschnitt, Komplement von Men-
gen, Summe, Produkt, Quotient von Zahlen — verwendet
werden; diese gelten mit der Definition 2.2.1, Gleichung
(2.2.3) weiter.
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2. Bei der Bildung des Erwartungswertes einer reellen
Zufallsvariablen X : (2, P) — R mufi man immer die
Zusatzvoraussetzung machen, dafl die Reihe

E(1X]) :

Z\X wn)|P{wn} (2.2.9)

absolut konvergent ist. Wir schreiben hierfiir kurz
E(|X]) < 0.
Dann konvergiert auch die Reihe

= Z X(wn)P{wn}

n=1

(2.2.10)

und die Summanden diirfen beliebig umsortiert wer-
den. D.h., man kann mit absolutkonvergenten Reihen
bedenkenlos rechnen.

3. Wenn die Varianz auftritt, muf} vorausgesetzt wer-
den, dafl E(|X|?) < oo ist. Aus der Schwarzschen Un-
gleichung folgt

E(X])=E(1-X|) < VEQ)VE(X[?) <
Dann ist auch
Var(X) = BE(X?) — (BE(X))” < .

Die Kovarianz bildet man nur fiir reelle Zufallsvaria-
blen X,Y, fiir die

E(|X]?) <o und E|(JY?) < o
ist.

2.2.5 Festst. (Erwartungswert der geomtr. V)
Fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable gilt:

(i) Der Erwartungswert ist

1-— 1
EX)=—2L=>_1.
p p
(ii) Die Varianz ist
L-p
Var(X) =
(X) =%

Anmerkung. Beim wiederholten Wiirfeln mit einem fairen
Waiirfel hat man also im Mittel

Eugz(éy4—1=5

Fehlversuche, bis die erste 6 fillt. Die Varianz von X ist
5/1\—2
X):A(f) = 30.
6\6
Die Standardabweichung ist o(X) = v/30.

Var(

Beweis. (i) Da man Potenzreihen innerhalb lhres Konvergenzberei-
ches gliedweise differenzieren kann, gilt

BE(X) =Y kp(1-p)*
=0
SIS ST
dp =
=—M1—pk%IjY%jB<:M1—pE%
1
-1
p
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(ii) Aus Feststellung 1.18.3 (ii) folgt

Var(X) = BE(X(X — 1)) + B(X) — (E(X))*.

B(X(X =1)) =Y k(k—1)p(1 - p)*
k=0
—p(1=p)2 Y Kk — 1)(1 — p)*~2
k=2
R
=p(1 - p)Qw kZZ:O(l -p)k
d? 1
=0 =P Ty
=p(1 —p)Z%
_2(1-p)?
==
Somit ist
_20-p? 1-p (1-p?* 1-p
Var(X) = 2 + » e =7

Bsp. (St. Peterburger Paradoxon) Das Rechnen und argu-
mentieren mit Zufallsvariablen X, fiir die E(|X|) = oo ist, fiihrt
leicht zu paradoxen Ergebnissen. Hier ist ein Beispiel, das auf einen
Artikel zuriickgeht, den J. Bernoulli 1738 in der Zeitschrift der St.
Petersburger Akademie publizierte.

In einem Gliickspiel wird eine faire Miinze geworfen. Fill Kopf,
so erhilt der Spieler den doppelten Einsatz, anderenfalls ist der
Einsatz verloren. Ein Spieler mit unbegrenztem Kapital (und Zeit)
entscheidet sich fiir die folgende Strategie:

Er setzt beim ersten Spiel 1 Euro; gewinnt er, so hort er auf
zu spielen. Anderenfalls verdoppelt er seinen Einsatz. Dies macht
er so lange, bis er das erste mal gewinnt.

Gewinnt er beim n-ten Spiel, so hat er bis dahin

n

Euro gesetzt und 2" Euro gewonnen. Der Reingewinn ist 1 Euro.
die Wahrscheinlichkeit, dafl er erstmals im n-ten Spiel gewinnt ist

1,1

G1/2{n -1} = §<§)n_l =2""

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 er nie gewinnt ist also kleiner als 27"
fiir alle (n =1,2,...), d.h. gleich 0.

Obwohl das Spiel fair ist, liefert die Methode mit Sicherheit den
Reingewinn 1 Euro!

Das Problem liegt darin begriindet, dal bei beliebig langer
Spielzeit der Gewinn — ohne Beriicksichtigung des Einsatzes — un-
endlichen Erwartungswert besitzt.

Der Grundraum N mit der geometrischen Wahrscheinlichkeit
91,2 beschreibt die Situation, daf der Gewinn im n-ten Spiel ein-
tritt. Die Zufallsvariable

X:N—N mit X(n)=2"

beschreibt den Gewinn. X hat aber unendlichen Erwartungswert:

BE(X) = Z X(n)Gi/2{n} = Z 2727 = 0.
n=1

n=1

Ebenso hat das Eingesetzte Kapital Y = X — 1 unendlichen Er-
wartungswert.

In einem Spiel ist der Erwartungswert des Gewinnes, sofern er
endlich ist, der faire Preis, den man zu Beginn des Spieles setzen
kann. Ist der Erwartungswert unendlich, so gibt es keinen sinn-
vollen fairen Preis. In dem obigen Spiel miifite der Spieler vorab
unendlich viel Kapital als Einsatz zahlen!.

Anmerkung. Das Produkt endlich vieler diskreter W-Rédume ist
wieder diskret:
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2.2.6 Bez. (endl. Produkte diskreter WR..)

(i) Es seien (;, P;), (i = 1,...,k) endlich viele dis-
krete W-Réaume. Die W-Mafle seien jeweils auf die Men-
gen

M; = {w) | n € N}

konzentriert.

Q:=0Q; x - x Q.
Man erklért das Produktmafl P := Py ® --- ® P, auf

Q=01 X - x Q.

durch
P(A) = Z pnl-~-pnkﬂA(w§L11),...7wT(Li))
(n1,...,nk)ENE
(2.2.11)
= Z Z Py Do La (@ w0
n1:1 nkzl
(2.2.12)
fiir A € 2.

(ii) Aus Gleichung (2.2.12) folgt die Produkteigen-
schaft:

P(Al X Ak) = Pl(Al)Pk(Ak)
fir A; € 2%, (i=1,...,k).

(iii) M := My X -+ X My, eine abzihlbare Teilmen-
ge von ; X -+ x Q, und das Produktmaf ist auf M
konzentriert.

(iv) (iv) Mit dieser Definition des Produktmafes gel-
ten alle Resultate aus Kapitel 1 unverénder fort.

2.2.7 Bez. (Bildverteilung einer ZV)

Es sei (2, P) ein diskreter W-Raum und P sei konzen-
triert auf die abzihlbare Menge {w,, | n € N}. Fiir eine
Zufallsvariable X : (Q, P) — M ist dann das Bildmaf

Px(B):= P{X € B} fir Be2M

auf die héchsten abzihlbare Menge {X = X (w,) |
n € N} konzentriert; diese kann auch endlich sein. Also
ist (M, Px) wieder ein diskreter W-Raum.

2.2.8 Folg. (Bildverteilungen)

Mit dieser Definition des Bildmafiles (— Bezeichnung
2.2.7) gelten alle Resultate aus Kapitel 1 weiter. Ins-
besondere gilt:

(i) Endlich viele Zufallsvariable X = (Xi,...,X,)
sind unabhéngig, wenn ihre gemeinsame Verteilung Px
gleich dem Produkt ihrer Randverteilungen ist:

Px =Px, ® - ® Px,,.

(ii) Fiir den Erwartungswert einer reellen Zufallsva-
riablen (Q, P) — R mit E(|X]) < oo gilt

EX)= Z xPx{z}

zeX
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Anmerkung. Daf} das Bild eines diskreten W-Raumes wieder
ein diskreter W-Raum ist, sieht sehr ansprechend aus, schrinkt
aber die Anwendbarkeit der diskreten W-Rdume zur Modellbil-
dung stark ein:

Es gibt auf einem diskreten W-Raum keine abzdihlbare Folge
(Xn)n tdentisch verteilter unabhdingiger Zufallsvariabler.

Wir wollen das Begriindung kurz skizzieren: Annahme, (Xn)n
sei eine abzihlbare Folge identisch verteilter unabhingiger Zufalls-
variabler. Man wihle B, € X, () so, da P{X,}(Bn) = p €
(0,1) fiir n € N. Die Zufallsvariablen nxgl(Bn) bilden eine abzéhl-
bare Folge von unabhéngigen Bernoulli-Variablen mit Parameter
p € (0,1).

Ahnlich wie im Beispiel 2.1.2 des unendlichen Miinzwurfs zeigt
man, dafl der projektive Limes dieses System das Intervall [0, 1)
mit der uniformen Verteilung U ist. Der Raum ([0, 1), U) ist aber
kein diskreter W-Raum.
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2.3 Konvergenz gegen geomtr. Vertlng.

Anmerkung. Wir interessieren uns fiir konvergente Folgen dis-
kreter W-Mafe, die alle auf dieselbe abzihlbare menge konzen-
triert sind. Dann ist der Grenzwert wieder ein diskretes W-Maf,
In diesem Abschnitt betrachten wir ein relativ einfaches und an-
schauliches Beispiel, in dem der Grenzwert die geometrische Ver-
teilung ist. In den folgenden Abschnitten untersuchen wir dann die
Konvergenz der Binomialverteilung bei wachsendem n und zeigen:

Bei geeigneter Parameterwahl konvergiert die Binomialvertei-
lung Bp,p einerseits gegen die

—  Poisson-Verteilung auf N, also wieder eine diskrete Vertei-
lung.
und bei anderer Wahl der Parameter gegen die

—  Normalverteilung auf R, also eine Verteilung mit stetiger
Dichte.

2.3.1 Bsp. (Konvergenz gegen die geom. V.)

Wir betrachten zunéchst Zufallsexperimente mit ei-
nem endlichen Ergebnisraum. Aus einer Urne mit K
schwarzen Kugeln und N — K roten Kugeln wird eine
geordnete Stichprobe w := (wi,...,w,) vom Umfang
N gezogen. Es werden also alle Kugeln gezogen. Der
Raum Qg.q der geordneten Stichproben sei mit Laplace-
Wahrscheinlichkeit versehen. Es gibt (%) mogliche
Plétze fiir die schwarzen Kugeln, die roten kommen auf
die restlichen Plétze. Also ist:

N
il = (1)

Die Zufallsvariable X : Q4. — N gibt an, wieviele
rote Kugeln gezogen werden, bevor die erste schwarze
kommt:

X:wrmax{i |0<i<N-K, wy,...,w,; rot}
Wenn die erste schwarze Kugel im k + 1-ten Zug erschi-
en, sind bereits k£ rote Kugeln und eine schwarze gezo-
gen worden. Es verbleiben also noch (N I;E;l) mogliche
Plitze fiir die verbleibenden K — 1 schwarzen Kugeln.
Also ist

("M

N K1
N
(x)
Wir betrachten den Raum Ny mit dem diskreten W-Maf

Py k. Es gilt also

Pyg{X =k} = fir k=0,...N — K.

Pyx{X =k}
B (N—k—-1)!  KI(N-K)!
T (K-1DI(N-K-k! NI
K "'N_K_i

TN —k N —i
1=0

(2.3.1)

fir k=0,... N — K und 0 sonst.

Man kann die Gleichung (2.3.1) auch direkt interpretieren, als die
Wahrscheinlichkeit, zunéchst k rote Kugeln zu ziehen und dann
eine schwarze.

Grenziibergang: Wie verhilt sich die Verteilung
Py wenn man immer mehr Kugeln in der Urne hat?
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Man fiithre einen Grenziibergang N, K — oo derart
aus, dafl der Anteil der schwarzen Kugeln % —pe(0,1)
konvergiert. D.h. man wéhle eine Folge (Kn)n so dafl

Ky
lim — = it0<p<1.
im —==p mi P

N—o0

Aus der Gleichung (2.3.1) erhélt man in diesem Fall
Jim P {k} = p(1 - p)*.

Der Grenzwert ist die geometrische Wahrscheinlichkeit
zum Parameter p:

]\}im PN.K = Sp (232)

Das Ergebnis ist anschauulich zu verstehen. Bei festem k wéhle
man N und Ky =~ pN sehr gro. Dann &ndert sich beim Ziehen
von k Kugeln aus der Urne der Restbestand praktisch nicht und
folglich sind die Wahrschenlichkeiten fiir die Farbe der néchsten
Kugeln anndhernd konstant p bzw. 1 — p. Die Wahrscheinlichkeit,
erst k rote und dann eine schwarze Kugel zu ziehen ist also ~

(1-pFp.

Anmerkung. (Bose-Einstein-Statistik) Man kann das W-
Maf in dem obigen Beispiel 2.3.1 auch als die Verteilung der An-
zahl der Objekte in einer Zelle bei einer Belegung mit nichtunter-
scheidbaen Objekten interpretieren (— Bezeichnung 1.2.5).

R rote Kugeln werden durch einen Zufallsmechanismus auf
K +1 Zellen mit den Nummern 0, 1, ..., K verteilt. Als Zufallsme-
chanismus verwende man ein Urne mit K schwarzen Kugeln und
R = N — K roten Kugeln, aus der man alle Kugeln der Reihe nach
entnimmt. Man hat also eine geordnete Stichprobe von roten und
schwarzen Kugeln. Die roten Kugeln werden dann nach folgender
Regel auf die K + 1 Zellen verteilt:

Begint die Stichprobe mit einer roten Kugel, so kommt diese
und die folgenden roten Kugeln solange in die Zelle mit der Num-
mer 0, bis eine schwarze Kugel gezogen wird, andernfalls bleibt
die Zelle mit der Nummer 0 leer. Die schwarzen Kugeln bilden
nun die Trennwénde zwischen den folgenden Zellen mit den Num-
mern 1,..., K — 1. Die roten Kugeln zwischen der i-ten und der
i+ 1-ten schwarzen Kugel kommen in die Zelle mit der Nummer 4.
Die roten Kugeln, die auf die K-te schwarze Kugel folgen, kommen
in die letzte Zelle mit der Nummer K.

Ein Betispiel sagt mehr als tausend Worte: Essei K =5, R = 6.
Die Stichprobe

T, T, S, 8, Ty Ty T, 8, S, T, S
ergibt die Bele}g{ungszahlen 2,0,3,0,1,0.

Da alle (R; ) Anordnungen von R roten und K schwarzen Ku-
geln gleichwahrscheinlich sind, bewirkt dieser Zufallsmechanismus,
daf} alle so erzeugten Belegungen der Zellen gleichwahrscheinlich
sind. Die Zufallsvariable X mit der durch die Gleichung (2.3.1)
gegebene Verteilung gibt die Anzahl der roten Kugeln in der Zelle
mit der Nummer 0 an.

K ’“lif R—i
R+K-—k LR+ K—i

Pr xg{X =k} := fir k=0,...,R.

Fir R, K — oo mit £ — X ist

i Pracl= (o) =Sk @39)

R A4+1N1+ A

wobei p = 1_‘%\ und X der Erwartungswert von G, ist.

Aus Symmetriegriinden hat die Anzahl der Kugeln in jeder an-
deren Zelle die gleiche Verteilung wie X und ist also aprroximativ
geometrisch verteilt.

(R;K) ist die Anzahl Belegungen von K + 1 Zellen mit R
nicht unterscheidbaren Objekten (— Folgerung 1.2.6). In der Phy-
sik heiffit diese Laplace-Wahrscheinlichkeit auf den Belegungen
die Bose-Einstein Statistik. Man findet sie in der Quantenme-
chanik bei der Beschreibung der sogenannten Bose-Teilchen. Ele-
mentarteilchen von diesem Typ sind ununterscheidbar, d.h. der
Austausch zweier Teilchen dndert nichts am Zustand des Systems.
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Es konnen mehrere Bose-Teilchen in der selben Zelle sein oder
physikalisch ausgedriickt, denselben Zustand haben. Ein anderer
Typ sind die Fermi-Dirac-Teilchen, die ebenfalls ununterscheidbar
sind, von denen aber immer héchsten eines in einer Zelle sein kann.
Die Gleichverteilung auf den moglichen Belegungen impliziert al-
so, das die die Zahl der Teilchen in der gleichen Zelle anndhernd
geometrisch verteilt ist.

Anmerkung. Im allgemeinen hat man bei Belegungenmit mit
unterscheidbaren Objekten nicht die Gleichverteilung (Bose-
Einstein-Statistik), sondern die Multinomialverteilung. Die An-
zahl der Objekte in einer Zelle ist dann die Randverteilung, also
binomialverteilt (— Beispiel 1.8.5).

Wir werden analog zum Vorgehen im Beispiel 2.3.1 fiir Zufalls-
variable X, die By, verteilt sind, den Grenzwert der Verteilung
fiir n — oo unter der Nebenbedingung E(X,) — A untersuchen.
Dabei stolen wir die auf die — Poissonverteilung auf N.

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Elementare W-Theorie, SS 03

50
2.4 Poisson-Verteilung
Anmerkung. Die Exponentialfunktion e® gilt
e’ = lim (1 + E)n fiir z € R. (2.4.1)
n— oo n
e® hat die Potenzreihenentwicklung
oo xn
T = — fi eR. 2.4.2
e nz::O — fire ( )
Fir A > 0 ist e’/\% > 0 und
o0
A
der =1 (2.4.3)
n!
n=0

Man kann also mit diesen Werten ein diskretes W-Maf3 auf Ny
bilden.

2.4.1 Bez. (Poisson-Verteilung)
1. Fir A > 0 heiit das Wahrscheinlichkeitsmafl P,
auf Ny mit

die Poisson-Verteilung zum Parameter A

2. Eine Zufallsvariable X heifit Poisson-verteilt, wenn
sie ihre Werte in Ny annnimt und

k

P{X =k} = e_)‘%

ist.

2.4.2 Festst. (Eigenschaften: Poisson-Verteilung)
FEine Poisson-verteilte Zufallsvariable X hat den Erwar-

tungswert
E(X) =\

und die Varianz
Var(X) = A

A ist also zugleich der Erwartungswert und die Varianz
ein P -verteilten Zufallsvariablen.

Beweis.

> Ak o )\k—l
E(X)=Y ke * = =xe*)" = e
k=0 :

k!
Aus Feststellung 1.18.3 (ii) folgt
Var(X) = E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))”.
oo N )\k
E(X(X =1)) =) k(k—1)e o
k=0
— A2eA i A2 AZe—Aeh — 22
2 (k- 2)!

und somit
Var(X) = A2 + X — 22 =\

2.4.3 Satz (Konvergenz gegen Poisson-Verteilung)
Fiir eine Folge von Binomialverteilungen B,, ,, , (n € N),
deren Mittelwerte p,, := np,, konvergieren:

lim p, =: A (2.4.4)
n—oo
gilt
. AP
nlingo Bop. {1k} =e o (2.4.5)

Unter der Nebenbedingung (2.4.4) konvergiert die Bino-
mialverteilung gegen die Poissonverteilung.
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Beweis. Es ist
n _
B (k) = () k(1 = )"

= L —1) (0 - E+ 1P = pa)n

Tk

lnn-—1 n—k+1 , Hn\n—k
- — A 122

k'n n n Mn( )
_tnnol  no kAl g Bayk Hngn
T kln n n #n(l n) (1 n)

Letzteres konvergiert fiir n — oo gegen

L
Bn,pn {k} — Ee .

Dabei haben wir das folgende Bemerkung 2.4.4 benutzt:

2.4.4 Bem. Man kann die Gleichung
verschirfen: Fir 0 < py — A gilt

R L
n

(2.4.1) noch etwas

Dies sieht man folgendermaflen ein: Da der natiirliche Logarithmus
log x die Ableitung % log z = 1/z hat, folgt aus dem Mittelwert-
satz der Differentialrechnung
Hn Mn 1
log(l——) —logl=——
& ( n ) & n 1l—¢&,

mit 0 < &, < pn/n. Also gilt &, — 0 fiir n — oo. Da log1 =0 ist
folgt hieraus

(1- %")“ = exp (nlog (1 — %”))

Hn 1
“aie)

= exp (n(
— exp(—A).

Anmerkung. Die Approximation der Binomialverteilung B p
durch die Poisson-Verteilung P, mit A = np findet ihre Anwen-
dung fiir grofe Werte von n und sehr kleine Werte von p. Das ist
aus folgenden Griinden angebracht:

— Die Binomialkoeffizienten (Z) werden schnell sehr grofi und

die Werte der Binomialverteilung lassen sich fiir groe n und kleine
p nicht gut berechnen. Die Poisson-Verteilung kann gut rekursiv
berechnen:

Pr(0) = e, Pr(k) = %rpw -1

— Manchmal sind n und p nicht genau bekannt, man weifl nur,
dafl n grofl und p klein ist. Wenn man den Erwartungswert A = np
schétzen schitzen, kann man die Verteilung trotzdem gut appro-
Ximieren.

2.4.5 Bsp. (Verteilung der Schadensmeldungen)
Die Anzahl der Schadensmeldungen in einem Zeitraum
(0,¢], t > 0, sei proportional zur Linge des Intervalls
(0, ], also gleich ot mit einem empirisch zu ermittelnden
Faktor «. Die Schadensmeldungen treffen zufillig ein,
z.B. bei einer Versicherung. Wie ist die Verteilung X
der Schadensmeldungen in einem festen Zeitraum (0, ¢]
anzusetzen?

Klar ist, X nimmt seine Werte in Ny an. Wir zer-
legen das Intervall (0,t] in n gleichlange Teilintervalle.
Wenn n grofl ist und somit die Teilintervalle kurz sind,
ist anzunehmen, daf} in jedem Teilintervall h6chstens ein
Schadenfall eintritt. Weiterhin nehmen wir an, dafl das
Auftreten eines Schadens in einem Teilintervall nicht da-
von abhéngt, ob und in welchen anderen Teilinterval-
len Schiden auftreten. D.h., man kann so tun, als ob
die Schadensfélle in den einzelnen gleichlangen Teilin-
tervallen n-fach Bernoulli-verteilt mit dem Parameter
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p = at/n sind Die Zufallsvariable X ist die Summe der
wErfolge“. und folglich annidhernd binomialverteilt mit
den Parametern n und p ~ at/n.

Diese Uberlegung kann man fiir alle hinreichen groBen
n € N anstellen. Das liefert den Ansatz fiir die Verteilung
von X:

P{X =k} = lim By, ar/n{k}
t k
= Par{k} = e*at% fiir k € No.
' (2.4.6)
fiir k € No.

Anmerkung. Wir halten fest, die Poisson-Verteilung P, ist ein
Modell fiir die Anzahl rein zufillig auftretender Zeitpunkte in ei-
nem Zeitintervall. Man denke an die Zeitpunkte, in denen im Bei-
spiel 2.4.5) ein Schaden eintritt. Andere typische Beispiele sind
die in einem Callcenter eingehenden Anrufe, die iiber einen Mail-
Server weiterzuleitenden Emails, die Anzahl der Kunden an einem
Schalter, die Anzahl der Zeitpunkte, in denen ein Atom einer ra-
dioaktiven Substanz zerfillt. Das Intervall kann auch eine andere
Dimension haben, z.B. die Anzahl der Fahrzeuge auf einem Stra-
Benabschnitt.

Anmerkung. (zum Beispiel 2.4.5 Schadensmeldungen) In
der obigen Diskussion haben wir darauf verzichtet, einen formalen
W-Raum (Q, P) fiir X : (Q, P) — Np anzugeben. Wir gehen mal
davon aus, daf} einen solchen Raum gibt und wollen die Herleitung
der Gleichung (2.4.6) etwas prizisieren:

1. Man zerlegt das Intervall (0, ¢] in n-Teile und bezeichnet mit
Xn.,j, ( =1,...,n) die Anzahl der Schadensmeldungen im j-ten
Teilintervall. Dann ist

X = Xn,l + ---Xn,n-
‘Wir haben vorausgesetzt:
Xn,l’ R

,Xn,n unabhingig und identisch verteilt. (x)

2. Dann haben wir Xy, ; durch die Indikatorvariable Iy x . >13
ersetzt und X durch die Summe

Sy 1= Z Iix, >1}
j=1

angendhert. Da die Ereignisse {ij} > 1} unabhingig sind und
die gleiche Wahrscheinlichkeit py, := P{Xy,1 > 1} besitzen, ist Sy,
eine By p, verteilte Zufallsvariable. Aus
Iix,1213 < Xnj
folgt
at
pn=E(lix, >1}) S E(Xn1) = o

3. Wir haben dann mit ,munteren Worten® p, ~ at/n gesetzt,
d.h. wir setzen voraus, dafl

lim np, = lim E(Sn) < E(X)=ot ()
n—oo n—o0
Hiermit folgt aus Satz 2.4.3
lim P{Sp =k} = lim Bnp, {k} = Pas. (2.4.7)
n—o0 n—o0

Wir wollen nun schlieen, dafl X ebenfalls Poissson-verteilt mit
dem Parameter at ist.

4. Dazu zeigen wir die folgende Aussage:
Aus (xx) folgt

lim P ( CJ {Xn >2}) = 0. (2.4.8)

n—oo
=1
D.h. bei immer feiner werdender Zerlegung wird das Auftreten

von mehr als einem Schaden immer unwahrscheinlicher. Dies sieht
man folgendermaflen ein:
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2 DISKRETE UND STETIGE W-RAUME

Wir benutzen in der folgenden Gleichung die o-Additivitat des
nicht genauer angegebenen Wahrscheinlichkeitsmafies P. Im Fal-
le diskreter W-Raume hatten wir die o-Additivitdt in Satz 2.2.3
gezeigt.

E(Sn) = Z P{]I{Xn,jzl} = Z
j=1

j=1

Nk

P{Xy ; =k}
k

. I

<SS kP{Xp; =k} = 3 E(Xn) = B(X).
j=1k=1

j=1

Aus (xx) folgt somit

lim_ i i (k= 1)P{X,; =k} =0.

j=1k=2
Aus der o-Additivitdt von P folgt nun

n

P( U X, > 2}) <3S P{Xn, =k}
j=1

j=1k=2

und somit die die Gleichung (2.4.8).
5. Aus den Gleichungen (2.4.7) und (2.4.8) erhalten wir nun die

Verteilung von X. Wir zerlegen dazu die Menge {X = k} in die
folgenden Fille:

P{X=k}=PH{X =k} n{X =5} )+ P{X =k} n{X # Spn})
=P({Sn =k} N{X =S5n}) + PUX =k} N{X # Sn})
= P{Sy, =k} — P({Sn =k} N{X # Sp})

+ P({X = k} N {X # Su})

Da

{X #Sp}C | J{Xn; >2}

Jj=1
ist, folgt aus (2.4.8)
nli_)moo P{Sn=k}N{X #Sn}) =0,
dim P({X =k} N{X # Sn}) =0.

Also ist P{X =k} = lim P{S, =k} = Pat{k}.

Anmerkung. Bei der Herleitung der Poisson-Verteilung in der
obigen Anmerkung haben wir vorausgesetzt, dafl sich X als
Summe von n unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen schreiben ld8t. Wir wollen zeigen, dafl dies fiir eine Poisson-
verteilte Zufallsvariable fiir jedes n einzeln mdglich ist, indem wir
X durch eine passende Zufallsvariable X mit der gleichen Vertei-
lung ersetzen. Eigentlich bendtigen wir einen W-Raum, auf dem
dies fiir alle n zugleich moglich ist.

In der Ubung wird gezeigt, daB fiir unabhiingig Zufallsvariable
X und Y, die Poisson-verteilt sind mit den Parametern A bzw p,
die Summe X + Y wieder Poisson-verteilt ist mit dem Parameter
A+ .

Es sei X Poisson-verteilt mit dem Parameter A. Man wihle eine
Zufallsvariable Y die Poisson-verteilt mit dem Parameter A/n ist.
Z.B. die identische Abbildung von (2, P) := (No, Py /p)-

Man bilde nun das n-fache Produkt (2", P®™) mit den Projek-
tionen pr, : Q" — Q und setze

X, =Yopr, firv=1,...,n

Die X, sind unabhéngig und Py, verteilt. Also ist

- n
X = Z X,
v=1

Py verteilt. _

Da X und X dieselbe Verteilung haben, kann man X durch X
ersetzen. Die letztere Zufallsvariable ist die Summe von n identisch
verteilten unabhéngigen Zufallsvariablen.
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2.5 Allgemeine W-Riume

Anmerkung. Wir geben die formale Definition eines W-Raumes.
Die diskreten W-R&dume ordnen sich hier als wichtiges Beispiel
ein. Wir werden keine tieferliegenden Ergebnisse iiber allgemeine
W-Raume herleiten, sondern benétigen die Definition im wesent-
lichen, um in den folgenden Beispielen die iibliche Terminologie
verwenden zu koénnen.

Es erweist sich als zweckmé&Big und vielfach aus Griinden der
Logik als notwendig, dafl man bei iiberabzihlbaren Ereignisrdum-
en, wie z.B. bei den reellen Zahlen R, als Ereignisse nicht mehr
alle Teilmengen des Grundraumes zulédflt, sondern sich auf eine
kleineres Mengensystem beschrankt, dafl alle ,interessierenden“
Ereignisse enthélt. Im Fall der reellen Zahlen wird man z. B. die
Wahrscheinlichkeit von Intervallen berechnen wollen.

Wie wir bei der Untersuchung diskreter W-Réaume bereits gese-
hen haben, ist das wesentliche theoretische und rechnerische Hilfs-
mittel die Approximation durch einfachere Modelle. Der Ubergang
zu Grenzwerten vereinfacht einerseits die Theorie aber auch die
praktische Berechnung. Der Grenzwert ist der ideale genaue Wert,
mit den man jede Approximation vergleichen kann. Die Kenntnis
des Grenzwertes ermoglicht es oft andere, bessere Niherungen zu
finden, als die, mit denen man zunéchst die Existenz des Grenz-
wertes und seine Eigenschaften gefunden hat.

Um Grenzwerte bilden zu kénnen, miissen wir fiir die Ereig-
nisse abzihlbare Mengenoperationen (Vereinigung, Durchschnitt,
Komplement) zulassen. Im Falle der reellen zahlen kommt man
also nicht umhin, auch all die Teilmengen zu betrachten, die sich
durch ,beliebig wiederholte“ abzihlbare Mengenoperationen aus
Intervallen bilden lassen. Man nennt dies das System der Borel-
Mengen B(R) auf R. Es wird sehr aufwendig und ist auch nicht
notig, dieses Mengensystem durch Konstruktionsvorschriften zu
beschreiben. Man charakterisiert die Borel-Mengen B(R) als das
kleinste Mengensystem, das alle Intervalle enthilt und aus dem
abzéhlbaren Mengenoperationen nicht hinausfiihren.

Um diese Gedanken zu prézisieren gibt man eine axiomatische
Charakterisierung und gelangt so zum Begriff der o-Algebra:

2.5.1 Def. (0-Algebra)
Es sei Q eine Menge. eine Teilmenge A C 2% heifit ein
Mengensystem auf €.

Ein Mengensystem A heifit eine o-Algebra, wenn fol-
gendes gilt:

1. Qc A

2. Mit A € A ist auch das komplementéire Menge
Ac e A
3. Ist (A)pen in A, so ist auch

G A, € A
n=1

In der W-Theorie nennt das Paar (2, A) einen Ereignis-
raum und die Elemente von A Ereignisse. In der Ma#B-
theorie sagt man MeBraum oder mef3barer Raum
dazu.

Anmerkung.

1. Man beachte, es nicht gefordert wird, daf3 eine o-Algebra
fiir beliebige Familien (A;);cr die Vereingungen |J, . ; A; enthilt.
Diese Eigenschaft ist i.a. auch falsch.

Ein einfaches Beispiel ist die — sonst nicht weiter interessante —
o-Algebra

A :={A CR| A oder A hichstens abzihlbar}.

iel

Es sind alle einpunktigen Mengen {a} € A. Jede Menge ist Verei-
nigung ihrer Punkte. Da R iiberabzihlbar ist, ist A # 2R, z.B. ist
das Intervall [0,00) & A.

2. In den Axiomen einer o-Algebra steht auch nicht, dafl die
einpunktigen Mengen zu A gehéren. Das wird aber hiufig der Fall
sein.
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2.5.2 Festst. (Rechenregeln: o-Algebren)
Es sei A eine o-Algebra auf der Menge ).

(i) Esist ) = Q° e A.

(ii) Sind Ay,..., A, € A, so ergdnze man sie durch
0 = Apy1 = Anyo = ... zu einer Folge. Somit ist die
endliche Vereinigung Ay U---U A, =J;_, A, € A.

(iii) Es sei (Ap)nen in A. Nach der de Morganschen

Regel gilt:
o0 o0 c
Na=(U4) ea
n=1 n=1

(iv) Analog zum Punkt (ii) ist mit Ay, ...
auch der Durchschnitt A1 N---N A, € A.

LA, € A

(v) Ist (Ap)nen in A eine fallende Folge, d.h.
Al DAQ"'A’I’LDATL+1"' ,

dann kann man Ay, als disjunkte Vereinigung schreiben:

A= ( fj )0 A\ A,

=k

Das System (]2, Aj und (A, \ A,11), besteht aus paar-
weise disjunkten Mengen. Ist (A,,), eine beliebige Folge
in A, dann kann man die Vereinigung der A, als dis-
junkte Vereinigung schreiben:

4, = D (A,L\UAi)
k n=1 i=1

n=

Also

[jAn:A1u(AQ\Al)U(Ag\(Alqu))U...
n=~k

2.5.3 Bsp. (0-Algebren)

1. Fiir eine beliebige Menge ist die Potenzmenge 2
eine o-Algebra auf Q. 29 ist offensichtlich die gréBte
o-Algebra auf €. Sie ist i.a. viel zu grof.

Die kleinste o-Algebra auf Q ist {,0}.

2. Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von o-
Algebren auf () ist eine o-Algebra.

3. Wenn Q = {w,, | n € N} hochstens abzéhlbar un-
endlich ist, so ist 2 die kleinste o-Algebra auf €, die
alle einelementigen Teilmengen (Punkte) von € enthélt.
Aus diesem Grunde rechnet man bei diskreten W-Raum-
en immer mit der vollen Potenzmenge.

4. Zu M C 29 gibt es eine kleinste M umfassende
o-Algebra, die man mit o(M) bezeichnet.
Beweis. Die Potenzmenge 2 ist eine o-Algebra ist, die M enthilt.

Nun bilde man den Durchschnitt aller o-Algebren, die M enthalten.
Dieser Durchschnitt ist nicht leer, ist eine o-Algebra, und enthalt M.

5. Ist insbesondere ) = R, so bezeichnet man mit
B(R) die kleinste o-Algebra auf R, die alle offenen Men-
gen enthélt. B(R) heifit die Borel-Algebra von R.
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Jedes abgeschlossene oder halbabgeschlossene Inter-
vall ist Durchschnitt von abzéhlbar vielen offenen Inter-
vallen:

S
|
|=
S
+
|=

2
=at

I
DL

( );

n’

3
Il
-
3

=
=
~
I
8
—
S
\
|=
=
~

n’

3

3
Il
-

Weiterhin ist jede offene Menge in R die Vereinigung von
hochstens abzéhlbar vielen offenen Intervallen. Daher ist
B(R) auch die kleinste o-Algebra die alle beschrénkten
Intervalle enthé&lt.

B(R) ist auch die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle
der Form (—o00, a] enthélt.

Weiterhin ist jede einpunktige Menge {a} = [a,a] €
B(R) und somit auch jede abzéhlbare Menge in B(R)).

Wenn man von dem Ereignisraum R spricht, ist immer
(R, B(R)) gemeint.

6. Fiir ein Intervall I C R sei
B(I):={A|AeB(R)und A C I}.

B(I) ist die kleinste o-Algebra auf I, die alle Teilinter-
valle von I enthalt.

7. Die Borel-Algebra B(RY) ist die kleinste o-Algebra,
die alle offenen Teilmengen des R? enthilt. Wie im Fal-
le n = 1 zeigt man, daB B(R™) die kleinste o-Algebra
ist, die alle offenen oder alle halboffenen oder alle abge-
schlossenen achsenparallelen Quader enthélt.

Weiterhin ist B(R?) die kleinste o-Algebra, die alle
Mengen der Form

(=00, a1] X (—00,as] X -+ X (—00, ay,]

enthalt.

2.5.4 Bem. (Bild und Urbild einer o-Algebra)
1. Es seien (Q,.A) ein Mefraum, € eine Menge und

X :Q — Q eine Abbildung. Dann ist

A={Be2?| X (B)ec A

eine o-Algebra.
Man beachte, das das Mengensystem {X(A) | A € A} i.a. keine
o-Algebra ist, selbst wenn X surjektiv ist, da i.a. X (A)¢ # X (A°)
ist.

2. Es seien () eine Menge, ((NZ,.Z) eine Mefiraum und
X : Q — Q eine Abbildung. Dann ist

XY(A):={A €2 | A= X"Y(B) fiir ein B € A}

eine o-Algebra.

Anmerkung. Wir definieren nun den allgemeinste Version eines
W-Raumes.

2.5.5 Def. (W-Maf3 auf einer o-Algebra)

Es sei (Q, A) ein Mefraum. Eine Abbildung P : A —
[0, 1] heiit ein W-Maf, wenn die Axiome von Kolmogo-
rov gelten:
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1. P(Q)=1
2. Fiir eine Folge (Ay)nen paarweise disjunkter Er-
eignisse in A gilt

P(|JAn) =D P(A,) (0-additiv)

Das Tripel (2, A, P) heifit ein W-Raum.

2.5.6 Satz (Rechenregeln: W-Mafle)
Es sei (2, A, P) ein W-Raum (— Definition 2.5
gilt

.5). Dann

(i) Fiir zwei disjunkte Mengen A, B € A ist

P(AUB) = P(A) + P(B) (additiv)

Es gelten also alle Rechenregeln aus Feststellung 1.1.6
iiber endliche Mengenoperationen.

(ii) Fiir eine beliebige Folge (Ay,), in A gilt

P( G An) < iP(A

(iii) Fiir eine monoton fallende Folge (Ap)nen in A
gilt

(o-subadditiv)

P( ﬂ ) = lim P(A,). (von oben stetig)
n=1
(iv) Fiir eine monoton wachsende Folge (A, )nen In A
gilt

oo
( U ) = lim P(4,). (von unten stetig)

n=1

2.5.7 Bsp. (Uniforme Verteilung)

1. Man zeigt in allen géngigen Lehrbiichern zur Ana-
lysis III, dal es genau eine W-Mafl U auf den Borel-
Mengen B([0,1]) gibt, so das

Ula,b):=b—a fir0<a<b<1.
gilt. Aus Stetigkeit von oben bzw. unten folgt dann
Ula,b) = U(a,b] = U(a,b) = Ula, b]

Man nennt diese W-Maf} die uniforme Verteilung auf
[0,1]. In den Lehrbiichern zur Analysis heifit diese W-
Mafl das Lebesgue-Maf3 und wird mit A bezeichnet.

2. Das Lebesgue-Maf} A existiert auch auf jedem ande-
ren echten, beschrinkten Intervall I C R. Um die unifor-
me Verteilung auf I zu erhalten, mufl man A normieren.
Man setzt
A(4)

u[<A) = (I)

fir A € B(I).

Ist I = [a,b], so gilt also

Uz ([e,d]) = fira<c<d<b.

b—a
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2.6 Zufallsvariable und ihre Verteilung

2.6.1 Def. (mefibare Abb, Zufallsvariable)
1. Es seien (Q A) und (Q, A) MeBréume. Eine Abbil-

dung X : Q — Q heiBt mefBbar, wenn
XY B)e A firBe A

2. Ist (Q, A, P) ein W-Raum und (9, A) ein Mes8-
raum, dann heifit eine mebare Abbildung X : Q@ — Q

eine Zufallsvariable.

Wir schreiben hierfiir kurz X : (Q, A, P) — (€, A).

Anmerkung. Fiir jede Zufallsvariable X : (2, A, P) — (ﬁ,.ﬁ)
definiert jedes B € A ein Ereignis {X € B} = X~ 1(B) € A,
dessen Wahrscheinlichkeit P{X € B} man bilden kann. Wie im
endlichen und diskreten Fall (— Satz 1.6.3) heif3t

Px :B— P{X €B} firBec A
die Bildverteilung von X.

2.6.2 Festst. (Regeln: Zufallsvariable)

(i) Es seien (2, A, P) ein W-Raum, (0, A) und (Q, A)
Mefirdume. Ist X : Q — Q eine Zufallsvariable und ©p:
Q-0 meBbar, dann ist p o X wieder MeBbar, also eine
Zufallsvariable.

(ii) Es seien (9, A, P) ein W-Raum, (9, A) ein Mes-
raum und Ist D ein Erzeugendensystem von ,,Z, d.h.,
o(D) = A.

Eine Abbildung X : Q — Q ist bereits eine Zufallsva-
riable, wenn

XY(D)e A fiiralle D € D gilt.

Beweis. (i) Nach Vorausetzung ist fiir alle C € A
(9o X)7HC) = X~ (™ H(C)) € A,
(i) Das Mengensystem
A:={Ae2? | X~1(A) e A}

ist eine o-Algebra, die D umfaBt. Also ist A = ¢(D) C A.

2.6.3 Satz (Verteilung einer Zufallsvariablen)

Es seien (Q, A, P) ein W-Raum, (2, A) ein Mefiraum
und X : Q — Q eine Zufallsvariable. Dann ist die Abbil-
dung

Px : A) — [0,1],

Px:Bw P(X'(B)) firBe A
ein W-Ma8 auf A.

Px heifit die Verteilung von X oder das Bildmaf} von
P unter X. (2, A, Px) heifit der von X induzierte W-

Raum.

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften aus Definition 2.5.5 nach. Py
ist eine Abbildung von A in [0,1] mit Px(Q) = 1. Wir zeigen die
o-Additivitat: Fiir eine Folge (Bn)n paarweise disjunkter Mengen in
A gilt
oo
Px( U Ba) = P(x7(

n=1 n:l
P(
n

=Y P(X (Bn)) = Z Px (Br).

n=1 n=1

v

X~ 1
1

(@
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Man beachte, wenn Bj, B disjunkt sind, so sind auch die Urbilder
X~1(B1) und X~1(Bz2) disjunkt.
Anmerkung. Die Feststellung 1.6.4 gilt sinngemafl weiter:

2.6.4 Bem. (Funktionen von Zufallsvariablen)
Gegeben seien ein W-Raum (2, A, P), Mefréume (€2, A)

(€, A) und Zufallsvariable
X: Q- (AZ, Y:0—Q
und eine meflbare Abbildung Z : Q-0 so, daf3
X=ZoY

ist. Man bilde den W-Raum (€0, Py). Dann haben die

Zufallsvariablen
X:(P)—-Q und Z:(Q,Py)—Q

die gleiche Verteilung: (Q, Px) = ((AZ, Py) oder kurz

(Py)z = Pzoy. (2.6.1)
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2.7 Eindeutigkeit eines W-Mafles

Anmerkung. (Problem: W-Funktion zu U identisch 0)

1. Fiir die Uniforme Verteilung auf [0, 1] hat jede einpunktige
Menge das Mafl Null:

1 1
UWa} = nleoo U([a — ;,a+ E}) =0.

Bei endlichen und diskreten W-Réumen (£, P) ist die W-Funktion
p : w — P{w} ein niitzliches Hilfsmittel (— Satz 1.1.7). Im Falle
der uniformen Verteilung ist die W-Funktion identisch 0 und niitzt
nichts bei der Berechnung von U.

2. Da es i.a. nicht einfach ist, die Werte P(A) eines W-Mafes
P fiir alle A € A zu berechnen, sucht man nach einem moglichst
einfachen Mengensystem D C A, derart dafl P durch seine Werte
auf D eindeutig festgelegt ist. Das obige Beispiel zeigt, dafi die
einpunktigen Mengen dazu i.a. nicht geeignet sind.

Der folgende Satz aus der Mafltheorie, den wir ohne Beweis
angeben, sagt, wie ein solches Mengensystem D beschaffen sein
muB. Fiir einen Beweis siehe z.B. [2, Anhang M.4 |.

3. In den Anwendungen rechnet man die meiste Zeit mit der
Wabhrscheinlichkeit von Ereignissen aus D. Aber ab und zu ist
es doch wichtig, dal man nicht auf diese kleine Mengensystem
beschrénkt ist, sondern sich gedanklich in der von D erzeugten
o-Algebra frei bewegen kann.

2.7.1 Satz (Dynkin: Eindeutigkeit v. W-Maflen)
Es seien (9, A) ein Mefiraum und P, Q zwei W-MaBe
auf A. Ist D C A ein ()-stabiles Mengensystem und
stimmen P und @ auf D iiberein, so stimmen sie auch
auf der erzeugten o-Algebra o(D) iiberein. Wenn also
o(D) = A ist, so folgt P = Q.

Dabei bedeutet, D ist ()-stabil:

DNEeD firalle D,E€D.

2.7.2 Bsp. (zum Satz von Dynkin)
Das Mengensystem

D := {(—o0, z1] % (—o0,x,) | z € R}

ist ()-stabil und erzeugt die Borel-Algebra B(R?). Satz
2.7.1 fithrt zu der Definition 2.8.1 der Verteilungsfunk-
tion F(z) := P((—o0]) eines W-Mafles auf R.
Bsp. Sei @ = {1,2,3,4} und D = {{1,2},{2,3}}. Da

{1} ={1,23\{2,3},

{2} ={1,2}n{2,3},

{3y ={2,3}\ {1, 2},

{4} =9\ ({1,2}u{2,3})

gilt, ist die von D erzeugte o-Algebra gleich der Potenzmenge 2.
D ist nicht (-stabil. Hier sind zwei verschieden W-Mafle auf €2,
die auf D iibereinstimmen:

P Laplace-W. auf €,
= P(-[{2,4}).

Dieses Beispiel zeigt, dal im Satz 2.7.1 die Voraussetzung, das
erzeugende System D ist ()-stabil, wirklich ben&tigt wird.
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2.8 Verteilungsfunktion

Anmerkung. Das Beispiel 2.7.2 fithrt zu der folgenden Definition:

2.8.1 Def. (Verteilungsfunktion)
Ein W-MaB P auf B(R?) ist eindeutig durch seine Ver-
teilungsfunktion

F:RY—0,1],

F:x — P((—o0,21] X -+ X (=00, 2y])

festgelegt.

Manchmal nennt man F' auch kurz die Verteilung von P. Die Be-
zeichnung ,, Verteilung“ wird aber ebenfalls fiir das Bildmaf einer
Zufallsvariablen benutzt. Bei einer Zufallsvariablen X : (Q2, P) —
R9 muf man sorgfiltig zwischen dem Bildma$i Px und der Vertei-
lungsfunktion Fx von Px unterscheiden! Zur Unterscheidung wird
fiir F'x auch die Bezeichnung kumulative Verteilung verwendet.

2.8.2 Festst. (Verteilungsfkt. rechtsseitig stetig)
Es sei P ein W-Ma# auf (R, B(R)) mit Verteilungsfunk-
tion F. Dann gilt

(i) Fiir jede monoton fallende Folge (x),, mit
lim x, =0 gilt
lim F(z,) = P( N (—oo,:vn]) = P((—o00,b]) = F(b).
n=1

F ist also rechtsseitig stetig.

(ii) Fiir jede monoton fallende Folge (x,)n, mit
lim z, = —o0 gilt

n—oo

lim F(z,)=
n—oo

(ﬁ ooxn>=P(@)=O.

Esist also lim F(x)=0.
(iii) Fiir jede monoton wachsende Folge (xy,),, mit
lim z,, = oo gilt

n—oo

s

lim F(z,) = P(

n— o0

(—oo,a?n}) = P((—00,00) = 1.

n=1

Es ist also lim F(z) = 1.

T— 00

Anmerkung. In der Mafitheorie zeigt man die Umkehrung zu
Feststellung 2.8.2.

2.8.3 Satz (Maf3 zu einer Verteilungsfkt.)
Sei F': R — [0,1] eine monoton wachsende, rechtsseitig
stetige Funktion mit

lim F(z)=0

rT——00

und

lim F(x)=1.

r— 00

Dann gibt es genau eine W-Maf3 P auf der Borel-Algebra
B(R), so da8 F' die Verteilungsfunktion von P ist:

P((—o0,2]) = F(z) fiirz € R.
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Anmerkung. (Zum Bew. von Satz 2.8.3) 1. Wir konstruieren
das gesuchte Mafl P als die Verteilung einer Zufallsvariablen

X:(0,1) =R,

die man die Quantilfunktion von F' nennt.

Dabei trigt (0,1) die uniforme Verteilung U (— Beispiel 2.5.7).
und P ist das Bildma8l Ux. Die Abbildung X ist eine Art , Um-
kehrfunktion® zu F. Die genaue Konstruktion, die noch weitere
Anwendungen findet, formulieren wir in Feststellung 2.8.4.

2. Wenn F : R — (0,1) stetig und streng monoton wachsend
ist, und
lim F(z)=0 und lim F(z)=1.
r— —00 T—00

gilt, so folgt aus dem Zwischenwertsatz, daf§ das Bild F'(R) = (0,1)
ist. F' ist also bijektiv und hat eine stetige Umkehrfunktion X :
(0,1) — R, die die gewiinschte Gleichung (2.8.2) erfiillt.

3. Wenn F' nur monoton wachsend ist oder Sprungstellen hat,
definiert man eine verallgemeinerte Umkehrfunktion, die soge-
nannte Quantilfunktion:

2.8.4 Festst. (Quantilfunktion)
Sei F: R — [0, 1] eine monoton wachsende, rechtsseitig
stetige Funktion mit

und

lim F(z)=0

r— —0Q

lim F(z) =1.

Tr— 00

(i) Die Quantilfunktion (Quantil-Transformation) X
zu F' wird definiert durch

X(t) :=min{x e R| F(x) >t} firte (0,1). (2.8.1)

Man beachte, da F' rechtsseitig stetig ist, wird das Minimum in
Gleichung (2.8.1) wirklich angenommen. Man zeichne ein Bild, das
zeigt

— was in einer Sprungstelle von F' passiert,
— was passiert, wenn F' auf einem Teilintervall konstant ist

und wie X jeweils aussieht.

(ii) Nach Konstruktion der Quantilfunktion X gilt fiir
te(0,1),z€R

Xt) <z & t<F(x)

XM (—o0,a]) = (0, F(2)] € B(0,1),  (28.2)

Aus Gleichung (2.8.2) folgt, dafl X : ((0,1),B8((0,1)) —
(R, B(R)) meBbar ist.

Anmerkung. Aus Gleichung (2.8.2) folgt fiir das Bildmafl der
Quantilfunktion X:

2.8.5 Folg. (Verteilung der Quantilfunktion)

Die Quantilfunktion X ist eine reelle Zufallsvariable auf
dem W-Raum (0, 1) mit der uniformen Verteilung U und
es gilt

U(X ! (~00,]) = U((0, F()]) = F(a),

D.h. F ist die Verteilungsfunktion ihrer Quantilfunktion
X.

Anmerkung. Da jedes W-Ma8 P auf (R, B(R)) durch seine Ver-
teilungsfunktion F' eindeutig bestimmt ist (— Definition 2.8.1),
kann man die Folgerung 2.8.5 auch so aussprechen:

2.8.6 Folg.

Jedes W-Maf$ P auf (R,B(R)) ist Bildmaf einer reel-
len Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
((0,1),8(0,1),11(0,1)).
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Anmerkung. Da viele Programmiersprachen eine Funktion (ran-
dom) bieten, die eine uniform auf (0,1) verteilte Zufallsvariable
nachbilden, erméglicht die Konstruktion in Folgerung 2.8.6 die Si-
mulation beliebiger reellwertiger Zufallsprozesse.

Anmerkung. (Quartile und Median) Mit der Quantilfunktion
bestimmt man die sogenannten Quantile eines W-Mafles P, bzw
einer Verteilungsfunktion F', bzw einer Zufallsvariablen X. Eine
Zahl ¢ € R heifit ein a-Quantil, 0 < o < 1, von P, wenn

P((=00,q]) > a und P([g,00)) >1—a.

Ein %—Quantil q1/2 heit ein Median. Ein Median ist ein
Punkt in R, an dem die Verteilungsfunktion das Niveau 1/2 ge-
rade iibersteigt oder iiberspringt. Im Fall einer Sprungstelle zihlt
dieser Punkt sowohl bei der linken wie bei der rechten Hélfte mit.
Wenn die Verteilungsfunktion in diesem Punkt nicht strikt mono-
ton wéchst, ist der Median nicht eindeutig bestimmt.

Ist P die Verteilung einer reellen Zufallsvariablen X, so besagt
» q st ein a-Quantil von X ¢, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir Be-
obachtungen von X,

die < ¢ sind, mindestens « ist,
die > ¢ sind, mindestens (1 — «) ist.

Fiir eine reelle Zufallsvariable X auf einem Laplaceraum teilt das
1/4-Quantil g1 /4 grob gesprochen die Anzahl der Beobachtungen
von X in einer langen Beobachtungsreihe im Verhiltnis 1/4 zu 3/4
auf.
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2.9 Dichtefunktion, stetige Verteilungen

Anmerkung. (Lebesgue-Mafi und Lebesgue-Integral)

1. Auf (R, B(R)) existiert eindeutig ein Maf3 A so, da8 das Maf
A(]) eines jeden beschrankten Intervalls I gleich seiner Linge ist.
Dieses Mafl A heifit das Lebesgue-Maf3 auf den Borel-Mengen
B(R).

Definiert wird das Lebesgue-Maf auf B(R) wie folgt: Ist G C R
offen, so ist G Vereinigung von abzéhlbar vielen offenen Intervallen

o0
G = U (an,bn), wobei —oo < ay, < bp, < oo gilt. Man setzt dann

n=1
)\(G) = n=1

o0
> (bp —an) wenn alle ay, b, € R,
[e%} sonst.

Fiir eine beliebige Menge A € B(R) betrachtet man alle offenen
Mengen G, die A umfassen und setzt dann

MA) = inf X(G).

Nun kann man zeigen, daf} so ein eindeutiges, wohldefiniertes Maf3
A auf B(R) erklirt wird, und, da8 fiir Intervalle I das Lebesgue-
Maf A\(I) die Linge des Intervalls ist.

2. Analog gibt es auf dem (R? B(R"™)) eindeutig das d-
dimensionale Lebesgue-Maf3 \¢, welches fiir Quader und an-
dere elementare Korper den elementaren Inhalt angibt.

3. Da A(R) = oo ist, kann man durch Normierung aus R keinen
W-Raum machen. Um weitere Beispiel zu gewinnen, gehen wir
folgendermaflen vor: Wenn f : R — [0,00) eine intergrierbare,
nichtnegative Funktion mit

/ Z fayde =1 ()

ist, so setze man fiir Intervalle (a,b], —0o < a < b < oo,

b
Py((a,b]) = / f() de. (+4)

Dies erzeugt dann ein eindeutig bestimmtes W-Maf8 P; auf den
Borel-Mengen B(R). Man nennt f die Dichtefunktion dieses Ma-
Bes Py.

4. Wir miissen noch ein paar Worte dariiber verlieren, was inte-
grierbare Funktion bedeutet und was das das Integral in der Glei-
chung (%) bzw. (x*) eigentlich ist. Fiir eine tragkriftige Theorie
braucht man hier das Lebesgue-Integral, Dieses ist eine Erwei-
terung des Riemann-Integrals mit vielen schénen und praktischen
Eigenschaften, die man bei dem enger gefalten Riemann-Integral
noch nicht findet.

In vielen praktischen Fillen ist die Funktion f stetig oder stiick-
weise stetig, so dal man die Integrale () und (**) mit Hilfe einer
Stammfunktion F' bilden kann:

b
Py((a,b]) = / f@)de = F(b) - F(a)

lim F(y) (")

y——o00

P® = [ f@)da = lim Fla) -

Aber auch in diesem einfachen Fall ist das Lebesgue-Integral,
das natiirlich den selben Wert hat, ein niitzlicher Helfer.

5. Wir geben die allgemeine Definition einer Dichtefunktion,
beschrianken uns in den Beispielen dann aber auf den stiickweise
stetigen Fall.

2.9.1 Def. (Dichtefunktion, stetiges W-Maf3)
Eine integrierbare, nicht-negative Funktion f : R —
[0,00) heifit Dichtefunktion eines Wahrscheinlichkeits-
mafles P auf B(R), wenn fiir alle a,b mit —oco < a <
b < o0 gilt

b
Pl(a,b]) = / f(w) da. (2.9.1)
Man nennt f auch Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz
Dichte von P.
Ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(R) mit Dichtefunk-
tion heifit ein stetiges W-Maf.
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Anmerkung.

1. Wir benétigen im folgenden nur den Fall, daf3 f stetig oder
stiickweise ist.

2. Wenn ein W-Mafl P auf B(R) eine Dichtefunktion f hat, so
ist diese nicht ganz eindeutig bestimmt. So kann man f in endlich
vielen Punkten abéndern, ohne den Wert des Integrals (2.9.1) zu
verdndern.

Man kann zeigen, sind f1 und f2 Dichtefunktionen von P, so
ist die Menge {f1 # f2} eine Lebesgue-Nullmenge:

MfL# f2}=0.
Dann ist auch P{f1 # f2} =0.

2.9.2 Festst. (Verteilungs- und Dichtefunktion)
Es sei P ein W-MaB auf R mit Verteilungsfunktion F'.

1. f ist genau dann die Dichtfunktion von P, wenn

F(z) = /j f(§)d¢ firzeR (2.9.2)

gilt.

2. Man kann den Begriff der Ableitung einer Funktion da-
hingehend verallgemeinern, dafl man die Gleichung (2.9.2) als
F' = f schreiben kann. Wir wollen diese Verallgemeinerung
nicht weiter verfolgen. Aus dem Hauptsatz der Differential
und Integralrechnung folgt:

Ist die Verteilungsfunktion F' bis auf endlich viele Aus-
nahmepunkte stetig differenzierbar und gilt F' = f, so
ist f die Dichtefunktion von P.

2.9.3 Bsp. (Dichtfnkt. der uniform. Verteilng.)
1. Ein W-Mafle P auf einem Intervall I kann man als
W-Mafle auf ganz R auffassen. Man setze

P(A) = P(ANI) fiir A€ B(R).

Das so fortgesetzte W-Mafi P ist auf I konzentriert und die be-
dingte Wahrscheinlichkeit P(.|I) = P.

2. Faf}t man die uniforme Verteilung Upp ;) im obigen
Sinne als W-MaB auf R auf, so hat U, 1) die Verteilungs-
funktion

fiir x <0,
Fl)=qx fir0<z<1,
1 firaz > 1.
und die Dichtefunktion
0 firz <0,
fl@)y:=4¢1 firo<z<1,
0 fur x> 1.

Da es auf einzelne Werte der Dichtefunktion nicht ankommt, kann
man auch f in den Punkten O und 1 auf den Wert 0 setzen. D.h,
f = ]1[0’1] oder f = H[O,l) usw.

2.9.4 Bem. (Dichtefunktion auf R?)
Es sei P ein W-Ma# auf (R% B(R?)) mit Verteilungs-
funktion

F(zy,...,2q) = P((—oo,xl] X oo X (—oqmd])

Version: 9. Juli 2003



2 DISKRETE UND STETIGE W-RAUME

fir v = (z;)&, € RY. Eine integrierbare, nichtnegative
Funktion f : R? — [0,00) ist die Dichtefunktion des
W-MafBes P, wenn fiir alle v = (v;)%_, € R? gilt

F(xl,...,xd):/ 1 / df(fl,...,gd)dflndfd.

Dann gilt fiir alle Quader A = (a1,b1] X (aq,ba)

by by
P(a>=/ e ea)de - dea,

d
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2.10 Exponentialverteilung

2.10.1 Bez. (Exponentialverteilung)
Die Exponentialverteilung ist das kontinuierliche Analo-
gon zur geometrischen Verteilung (— Beispiel 2.1.3).

(i) Die Exponentialverteilung mit dem Parameter A >
0 hat die Dichtefunktion

e A fir x> 0,
fla) = {0 firz <0
= /\67)\1]1(0700)((13).
und die Verteilungsfunktion
Fla) = 1—e® fiirz >0,
0 fir x <0
= (1= e )l o0 ().
Fiir die Quantilfunktion erhélt man

log(1—1)
A
(ii) Die Bedeutung des Parameters A > 0 erklért sich

aus dem — Erwartungswert und der — Varianz einer
exponentialverteilten Zufallsvariablen X:

X(t) = fiir t € (0, 1).

o 1
E(X):/O e M dx =3

Var(X) = E(X?) — (EX)? = %

Anmerkung. In den folgenden beiden Bemerkungen diskutieren
wir Zufallsexperimente, in denen die Exponentialverteilung typi-
scherweise auftritt.

2.10.2 Bem. (geom. Vert. — exp.Vert.)

Um den Zusammenhang zur geometrischen Verteilung
(— Beispiel 2.1.3) herzustellen, sei (X,,),, eine Folge geo-
metrisch verteilter Zufallsvariabler mit den Parametern
Pn. Wir setzen voraus, dafl lim np,, = X ist. Der Grenz-

n—oo

wert der Erwartungswerte der Variablen X, /n ist dann
(— Feststellung 2.2.5)

E(&) _ 1t
n np, N A
Fiir x > 0 betrachten wir die Wahrscheinlichkeit der
Menge

{& <z} ={X, <na}

n

Da die geometrische Verteilung auf Ny konzentriert ist,
haben {X,, < nz} und {X,, < |nx]} die gleiche Wahr-
scheinlichkeit, wobei |nx| die grofite ganze Zahl < nx
ist. Fiir die Verteilungsfunktion von X,,/n folgt nun

Px, n((=00,2]) = Px, (=00, [nz]])

k=0
R
1 (1 Myl
n
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Fiir n — oo konvergiert dies gegen 1 — e~ ** (— Be-
merkung 2.4.4) Somit ist X,,/n fiir grofe n anndhernd
exponentialverteilt mit dem Parameter A\ = lim np,.

n—oo

Anmerkung. (Interpretation der Rechnung in Bem.
2.10.2) Die geometrische Verteilung S,{k}, k& € Np, gibt die
Wahrscheinlichkeit an, dafl in einem oft genug wiederholten
Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p der erste
Erfolg nach k Miflerfolgen eintritt. Man stelle sich vor, daf} die
einzelnen Bernoulli-Experimente in einem festen Takt mit Takt-
zeit 1 durchgefiihrt werden. Verkiirzt man die Taktzeit auf 1/n,
n € N, so sei die Erfolgswahrscheinlichkeit p,. Die Zufallsvariable
Xn gebe an, wieviele Takte der Lénge 1/n vergangen sind, bis der
erste Erfolg eintritt. Die Zufallsvariable X, /n gibt grob gesagt die
Zeit an, die verstrichen ist, bis der erste Erfolg eintritt.

Die getroffene Voraussetzung np, — X besagt, dal der Erwar-
tungswert fiir die Zeit bis zum ersten Erfolg gegen 1/ konvergiert.
Die Rechnung zeigt, dal dann die Verteilungsfunktion von X, /n
gegen die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung zum Pa-
rameter \ konvergiert.

2.10.3 Bem.
Wir erinnern an das Beispiel 2.4.5 der Anzahl der Scha-
densmeldungen, die bei einer Versicherung nach dem
Zeitpunkt 0 bis einschliellich zum Zeitpunkt t > 0 ein-
gehen. Wenn A > 0 die durchschnittliche Zahl der Scha-
densmeldungen in einem Zeitraum der Lénge 1 ist, so ist
die Anzahl der Schadensmeldungen im Zeitraum (0,1]
Poisson-verteilt mit dem Parameter At.

Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit P ((0, t]),
daf} im Zeitraum (0,t], (t > 0), mindestens ein Schaden
gemeldet wurde:

P((0,4]) = i%t{k} =1-P{0}=1—-e*.
k=1

Da wir erst die Schdden nach dem Zeitpunkt 0 registrie-
ren, ist P((—oo, 0]) = 0. Die Wahrscheinlichkeit fiir min-
destens einen Schadensfall bis zum Zeitpunkt t ist also
exponentialverteilt mit Parameter \:

L—e ™M (t>0),

Pt =1, (t<0).

Anmerkung. Wir halten fest, bei einem Experiment mit rein
zufillig auftretenden Zeitpunkten, ist die Anzahl der Zeitpunkte
im Zeitintervall (0,¢] Poisson-verteilt mit Parameter A¢ und die
Wartezeit auf den ersten Zeitpunkt exponentialverteilt mit Para-
meter A. Dabei ist A die durchschnittliche Anzahl der Zeitpunkte
pro Zeiteinheit und 1/X die durchschnitliche Wartezeit.

Eine exakte Untersuchung findet man in den Lehrbiichern
zur Wabhrscheinlichkeitstheorie unter dem Stichwort Poisson-
Prozess.
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2.11 Normalverteilung

Anmerkung. (Formeln zur Normalverteilung) Die Funktion

—z2/2

prx— e firz € R (2.11.1)

2

ist positiv und symmetrisch um den Nullpunkt. Die Funktion ¢
fallt sehr schnell, so daf} fiir alle Potenzen k € Ny

lim 2*p(z) =0

r—+o0

(2.11.2)

ist. Man kann zeigen, daf} diese Funktion keine Stammfunktion in-
nerhalb der elementaren Funktionen (z¥,log z, e®,sinz, cosz, .. .)
hat. Man bezeichnet die Stammfunktion mit

® :CC'—>/ e6%/2 d¢ fiir x € R. (2.11.3)
—o0

und nennt sie die Gauf3ische Fehlerfunktion oder wegen der
Form ihres Graphens auch die Gauf3sche Glockenfunktion. Da-
bei ist die Integrationskonstante so gewéhlt, dafl

lim ®(z)=0 (2.11.4)
Tr— —00

ist. Der Faktor 1/4/27 in der Definition von ¢ ist so gewéhlt, dal

7/ €2 e —1

wird. ® ist stetig differenzierbar mit Ableitung ®' = . Da ¢ > 0
ist, ist

lim ®(z) =

T — 00

(2.11.5)

® strikt monoton wachsend. (2.11.6)

Die Gleichung (2.11.4),(2.11.4) und (2.11.6) besagen, dal ® Ver-
teilungsfunktion eines W-Mafles auf R ist (— Satz 2.8.3).

Da ¢ symmetrisch um den Nullpunkt ist, ist der Mittelwert
dieses W-Mafes

/OO zp(z)de = 0. (2.11.7)

J =00

Es ist —xz¢(z). Durch partielle Integration erhélt man

L o(z) =

oo
— 00

und somit ist die Varianz = 1.
Einige Werte von ®

p@)do=—{o-o@)|”_+ /_o:o o(@)dz =1 (2.11.8)

z |0 067 1,00 1,28 1,64 1,96 2,33 3,008
D (x) ‘ 0,5 0,75 0,84 0,90 0,95 0,975 0,99 0,999
(2.11.9)

Die Werte fiir z < 0 erhilt man aus der Symmetrie ®(—z) =
1— ().

2.11.1 Bez. (Standard-Normalverteilung)
Das Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(R)) mit der Dich-
tefunktion

1 —22/2

o(x) == \/—27_6

und der Verteilungsfunktion

fir x € R

<I>::v+—>/ 6752/2d§ fiir z € R.

heilt die Standard-Normalverteilung auf R.

Der Erwartungswert der Standard-Normalverteilung
ist 0 und die Varianz ist 1. Daher wird die Standard-
Normalverteilung mit Ny ; bezeichnet.

Anmerkung. Durch Substitution
§—n

(e

T =

1
und dx = —d§
o
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0 O
/_ngw(—“)dfw
/_0; & 2o(S21) deo +

Also ist xf — p(g ”) die Dichtefunktion eines W-Mafles mit

Mittelwert g und Varianz o2.
Fiir die zugehorige Verteilungsfunktion erhélt man mit der Sub-

stitution £ = ot + p
N ) _ = o T— [
/_oogcp( - )d§ /_OO <p(t)dt—<1>(7a ) (2.11.10)

Durch Verschiebung und Skalierung erhédlt man aus der
Standard-Normalverteilung eine ganze Familie von W-Maflen.

2.11.2 Bez. (Normalverteilungen N, ,2)
Das W-Ma8 auf (R, B(R)) mit der Dichtefunktion

lw(f u) _ 1 exp(_ (m—u)2>

o o NOT) 202

heift die Normalverteilung mit Mittelwert p und Va-
rianz o2. Es wird mit N, o2 bezeicnet. Die zugehorige
Verteilungsfunktion ist

[ o555 ae=a(2)

wobei ® die Verteilungsfunktion von Ny ; ist.

2.11.3 Festst. (affine Transform. normalvertl. ZV)

(i) Es sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilung
N,o2. Fiir a,3 € R, a # 0 hat dann Y := aX + 3 die
Verteilung N4 8, (a0)?-

(ii) Es seien o ﬁ € R, a > 0. Dann gilt fiir x € R

Ny, Nop+p, (a0)2{ 00, t}.

(iii) Wenn X normalvertedt mit den Parametern p
und o? ist, dann ist die zentrierte normalisierte Zufalls-
variable X* = (X — u)/o standard-normalverteilt (—
Bezeichnung 2.12.1)

(iv) Fiir p,0 €R, 0 >0

No{— 007}— N, 2{—00,z}.

Beweis. (i) Klar ist, daB
E(aX +8) = aE(X) + 5,
Var(aX + 8) = o? Var(X)
ist. Zu zeigen ist, daB Y normalverteilt ist. Es sei zundchst a > 0
Da
(Y <y} ={aX+8<y}={x <= ﬁ}
hat die Verteilungsfunktion Fy die Gestalt

Fy(y):/_% l¢<5 “)dé

oo [

7/” 1 (n—(au+ﬂ)>

oo QO ao

wobei £ = % substituiert wurde. Die Dichtefunktion von Fy- ist
also

1 (y — (o + ﬁ))
y— —p(——=
ao aoc
und folglich ist Y normalverteilt mit Erwartungswert ap + 8 und
Varianz (ao)?.
Die Aussagen (ii) , (i) und (iv) folgen nun aus (i)
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2.12

2.12.1 Bez. (normierte zentrierte ZV)
Um Zufallsvariable bsser vergleichen zu koénnen ver-
schiebt und skaliert man ihre Werte so, dafl der Erwar-
tungswert zu 0 und die Varianz zu 1 wird:

Grenzwertsatz von Moivre-Laplace

zentrieren: Zu einer Zufallsvariablen X mit Erwar-
tungswert p bilde man ¥ = X — p. Dann ist
E(Y)=0.

normieren: Zu einer Zufallsvariablen Y mit Varianz o
bilde man Z = Y/o. Dann ist Var(Z) = 1.

normieren-zentrieren Zu einer Zufallsvariablen X
mit Erwartungswert p und Varianz o2 bilde man

2

X _
X* = M.
o

X* ist dann zentriert und normiert:

B(X*) =0, Var(X*)=L1

2.12.2 Satz (Moivre-Laplace)
Es sei (X})r eine Folge binomialverteilter Zufallsvaria-
bler mit dem jeweiligen Parameter n; € N, pi, € (0,1).
Wenn

lim Var(Xj) = oo

k—o0
ist, dann konvergieren die Verteilungsfunktionen Fx:

der normierten und zentrierten Zufallsvariablen

o X = BE(Xy)
T Var(Xy)

X — nipr
nipk (1 — pr)

gegen die Standard-Normalverteilung. Die Konvergenz
ist gleichmaBig auf R:

lim sup |FX; (z) — ®(z)| = 0.

k—00 zcR

2.12.3 Folg. (Moivre-Laplace)
Es seien 0 < p < 1 und (S,,), eine Folge B, ,-verteilter
Zufallsvariablen. Dann gilt

lim sup |P{a < S} <b} — ®(b) — P(a)

N0 g<b

=0.

Anmerkung. (zum Satz von Moivre-Laplace) 1. Der Satz
von Moivre-Laplace ist ein Spezialfall des zentralen Grenzwert-
satzes.

2. Man benétigt nur die Voraussetzung, dafl die X} binomial-
verteilt sind und ihre Varianzen

Var(Xy) = ngpr(1 — pg) — oo fiir k — oo.
Dann konvergieren auch die Erwartungswerte
E(Xy) = ngpr > ngpr(l — pr) — o0

und die Anzahlen n; — oco. Die py miissen nur 0 < pi, < 1 erfiillen,
ansonsten ist ihr Verhalten fiir K — oo unwichtig.

3. Man beachte, dafl die Verteilungen FX,: konvergieren. Es
wird nichts iiber die Konvergenz der Zufallsvariablen X' gesagt.
Letzteres macht auch keinen Sinn, denn die Xj haben zwar al-

le ihre Werte in Ng C R, sie kénnen aber ganz unterschiedliche
Definitionsbereiche haben: Xy : (Q, Pr) — No.

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Elementare W-Theorie, SS 03

62

4. Der Satz sagt etwas iiber die Konvergenz der Bildmafle
(Pk)X; aus. Die Zufallsvariablen sind eigentlich iiberfliissig, ma-
chen aber die Formulierung anschaulicher.

Man kann den Satz von Moivre-Laplace auch als Grenzwertsatz
fiir Folgen (Bn, ,p, )k von Binomialverteilungen formulieren. Bei
dem Bewesis eines vorbereitenden Hilfssatzes, des lokalen Grenz-
wertsatzes, werden wir diesen Standpunkt auch einnehmen.

2.12.4 Folg. (Approximation der BinomialV.)
Es sei 0 < p < 1. Dann gilt fiir n — oo

sup |By,p((—00,1]) — an,np(l—p)((_oovt])‘ — 0.
teR

Also ist fiir k,l € Ny

Bu((oe ) ~ ()

und

Bn,p{k,...,l}zé(%)_@(%).

Die Approximation wird noch etwas besser, wenn man die soge-
nannte Stetigkeitskorrektur vornimmt:

E+1i-n
By, ((—00, ]) mp(ﬁ)

und

Bpp{k l}:‘?(w)i@(k—%i—w)
e Vnp(1 = p) Vnp(1—p)/

Mit heutigen Computeralgebraprogrammen kann man
B,,,p auch fiir groBe n recht genau berechnen. Fiir for-
melméBige Rechnungen ist aber die Ndherung durch die
Gaufische Fehlerfunktion iiberlegen.

Anmerkung. Das folgende Bsp. ist dem Lehrbuch [1] von Krengel
entnommen:

2.12.5 Bsp. (Bestimmung: Stichprobenumfang)
Wir wollen den Prozentsatz der Wihler einer Partei A
schitzen. Werden n Wéihler befragt und sind darunter
Sn Wihler der Partei A, so sei S, /n der Schitzer fiir
die Wahrscheinlichkeit p, dal ein zufillig ausgewahlter
Wihler fiir die Partei A stimmt.

Wie gro8 mufl n sein, damit die Wahrscheinlichkeit
eines Irrtums in der Schitzung von p von mehr als 1%
kleiner als 0,05 ist?.

Es soll also gelten

P{—0,01§ %—pgo,m} ~0,95.

Wir nehmen an, dafl die Befragungen unabhéngig sind und somit
die Sy, Bp,p verteilt sind.

Mit pu, = np und o, =
Folgerung 2.12.3

np(l — p) ergibt sich mit

1 1
0,95;:1P{—0’0 nSSZSO’O n}
On On
zq)<0,01n) 7q)(7 0,01n>
On On
:2(1)(0,0111) 1
On
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Also ®(0,01n/0,) =~ 0,975.
Aus der Tabelle (2.11.9) entnimmt man ®~1(0,975) =

1.96. Also muf
|

_ 00 196 e nap(l—p)10.000- 1,962
np(1 —p)

sein.
Nun ist p leider unbekannt. Da aber Jnax p(1—p) =
p

0,25 ist kommt man in jedem Fall mit
n = 0.25-10.000 - 1.96% = 9600

Befragungen aus. Hat man von vorneherein die Informa-
tion, dafl p < 0,1 ist, soist max p(l—p)=0,1-0,9 =
0<p<0,1

0,09. Man kommt nun mit
n =0,09-10.000 - 1,96% = 3450

Befragungen aus.
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