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11. Ubungsblatt

Aufgabe 1: Die Zufallsvariablen X7,..., X,, seien unabhéngig, identisch verteilt und
Poisson-verteilt mit Parameter A/n. Zeigen Sie, dass fiir die Zufallsvariablen

X = znlel, und S, := i:lll{xy>1}

gilt
)\2
0< E(X)—E(S,) < =

n
Zur Motivierung der Fragestellung siehe Vorlesungsskript Beispiel 2.4.5 und die darauf
folgenden beiden Anmerkungen.

Hinweis: Exponentialreihe. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes zeige man die Abschitzung

0<e®—1<e®z firo<ua.

Aufgabe 2: Die Zufallsvariablen X und Y seien die Anzahl der PKW und LKW, die
am Tag die Westspange in Saarbriicken iiberqueren. Die Gesamtanzahl Z = X + Y der
PKW und LKW sei Poisson-verteilt mit Parameter \.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen PKW sei p und fiir einen LKW 1 — p. Man setze also
die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X = k | Z = n) als Binomialverteilung mit den
Parametern n und p an.

Man zeige, X und Y sind unabhéngig und Poisson-verteilt (mit welchen Parametern?).
Hinweis: Man berechne P({X = k} N {Y = [}) und wende Satz 1.9.3 (d) aus dem
Vorlesungsskript an.

Aufgabe 3: a) Es sei 2 := [0, 1] C R. Man zeige: Das Mengensystem
A:={A € 2% | A oder A° hichstens abzihlbar}.
ist eine o-Algebra und die Abbildung P : A — [0, 1] definiert durch

P(A) = 0, wenn A hochstens abzihlbar,
o 1, wenn A° hochstens abzéhlbar,



ist ein W-MaS3.

b) Man zeige: i) A # 2. ii) Es gibt ein Mengensystem (A;);cs in A, dessen Vereinigung
Uier As nicht in A liegt. Hinweis: €2 ist iiberabzéhlbar.

c) Gilt P(A) =3 .4 P({a}) fiir alle A € A?

Aufgabe 4: Die ,Wahrscheinlichkeit* eines Teilintervalls [a,b) C [0,1) sei seine Lénge:
U([a,b]) := b — a. Die Fortsetzung auf die Borel-Algebra B([0,1]) heifit die uniforme
Verteilung U auf [0, 1].

Man zeige: Die Teilmengen

L2 3 4 v —1 2
=)z e)v )
(v=1,...,n), sind ,unabhingig“. Dazu zeige man:

Fiir jede disjunkte Zerlegung {v1,...,vx} U{p1, s pin_i} = {1,...,n} gilt:

k

k n—k n—k
U(()Ann () A5) =27 =]]uA,) - J] wAs,)
i=1 j=1 i=1

1=1

Das Kriterium 1.10.2 des Skriptes kann nun sinngeméfl angewandt werden, d.h., fiir
endliche Teilmengen {v1,..., v} C N gilt U( N, Ay,) = 15, W(A,,).

Aufgabe 5: Eine reelle Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt, mit dem Parameter
A > 0, wenn ihre Verteilung die Dichtefunktion

Xe M fiir x >0,

0 firz <O

hat.
X

a) Man berechne die Verteilungsfunktion F(z) = [ f(t)dt von X.

—0o
b) Man zeige: Der Erwartungswert ist E(X) = 1/X. Hinweis: E(X) = [*_xf(x)dz und
partielle Integration.
c¢) Man berechne F(X?) = 2/)\% und Var(X) = 1/A2. Hinweis: Zweimal partiell inte-
grieren.
d) Man berechne die sogenannte momenterzeugende Funktion

E(e™) = A fiir t < A

At
Differenziert man die obige Gleichung und vertauscht Integral und Ableitung so folgt
d 1
E(X)= —F(e%)]i=0 = ~
(X) = 2B )lco = 5.
d? 2
2\ _ tX —

Abgabetermin: Mittwoch, 9. Juli 2003, vor Beginn der Vorlesung.



