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3 Integral und Ableitung

3.1 Integral von Regelfunktionen
3.1.1 Definition eines Integrals

Bemerkung.

Mit dem Integral einer Funktion f : I — R auf einem Intervall I wird die Fléiche
angegeben, die durch das Intervall I auf der Koordinatenachse und den Graphen von f
begrenzt wird.

Dabei zéhlen Flichen oberhalb der Koordinatenachse positiv und Flachen unterhalb der
Korodinatenachse negativ.

Fiir kompakte Intervallel kann man den Quotienten aus der obigen Fliche und der Lange
|I] des Intervalls als Mittelwert der Funktion f auf dem Intervall I ansehen.

Beispiel aus der Physik:

- Ein Fahrzeug bewegt sich auf einer Geraden wihrend des Zeitintervalls [to, t1] mit
der Geschwindigkeit

v [to,t1] — R.
Wenn das Fahrzeug vorwirts fihrt, ist v(¢) > 0.

Wenn das Fahrzeug riickwirts fiahrt ist v(¢) < 0.

- Zur Anfangszeit to befinde sich das Fahrzeug auf der Geraden im Ursprung to = 0.
Zur Zeit t € [to,t1] sei das Fahrzeug im Punkte x(t).

- Das Integral der Funktion v iiber das Intervall [to, t1] ergibt den Standpunkt x(¢1)
des Fahrzeugs zur Zeit t;.

- der Quotient aus dem Integral und der Zeitdifferenz ¢; — ¢y ergibt die mittelere
Geschwindigkeit auf [to, t1].

Bemerkung.

In den Lehrbiichern findet man unterschiedliche Zuginge zum Integral, die sich, abge-
sehen von den verschiedenen Konstruktionen, darin unterscheiden, wie umfangreich die
Funktionenklassen sind, fiir die ein Integral erklirt wird.

Mit wachsender Allgemeinheit aufgezihlt sind dies
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stetige Funktionen und ihre Stammfunktionen,
stiickweise stetige Funktionen und ihr Integral,
Regelfunktionen und das Regelintegral,

Riemann-integrierbare Funktionen und das Riemann-Integral (fiir mehrere
Variable in Anlysis II),

Lebesgue-integrierbare Funktionen und das Lebesgue-Integral (Anlysis
I10).

Diese Integralbegriffe ergeben auf den jeweils kleineren Funktionenklassen dasselbe Er-
gebnis.

Bemerkung. Das Ziel der Integraltheorien ist weniger, fiir moglichst wilde Funktionen
ein Integral zu erkldren, sondern zu zeigen, wie sich das Integral mit unterschiedlichen
Konvergenzbegriffen fiir Funktionenfolgen vertrégt.

Eine Folge von Funktionen kann z. B. beschrankt oder monoton sein und sie kann punkt-
weise oder gleichméfig gegen eine Grenzfunktion konvergieren.

Die folgenden Regeln sollten so allgemein wie mdglich gelten:
1. Der Grenzwert f einer Folge (fn)n integrierbarer Funktionen ist wieder eine inte-
grierbare Funktion.
2. Der Grenzwert der Integrale der f,, ist das Integral des Grenzwertes f.

Ganz allgemein geht das nicht, aber je weniger restriktiv der Integralbegriff ist, um so
leichter kann man Grenziibergidnge vollziehen und Integrale berechnen.

Bemerkung (Zur Wahl der Integrationstheorie).

In der Analysis I beschrianken wir uns vorerst auf:

kompakte Intervalle als Integrationsbereich.
gleichmiflige Konvergenz als Grenzwertbegriff.

beschrinkte Funktionen als Integranden, genauer eine handliche Teilmen-
ge der beschriankten Funktionen, die auch die Grenzwerte gleichméfig
konvergenter Funktionenfolgen enthélt:

- Stetige Funktionen reichen fiir viele Anwendungen aus, aber nur ste-
tige Funktionen ist zu eng.
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- Wir wihlen die Regelfunktionen.

- Die Vorteile des Riemann—Integral zeigen sich erst in der Integrati-
onstheorie mehrerer Variabler.

Bemerkung Wir charakterisieren das Integral der Regelfunktionen durch Axiome, die
durch die anschauliche Deutung des Integrals als Fliche nahegelegt werden:

Definition 3.1.1 (Axiome des Regel-Integrals)

Das Regel-Integral ist eine Familie von Abbildungen von den Regelfunktionen in die
reellen Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

1. Zu jedem nichtleeren, kompakten Intervall [a,b] C R, gibt es eine Abbildung, die man
Integral iiber [a, b] nennt:

J :R([a,b]) — R.
[a,?]

Jeder Funktion f € R([a,b]) wird also eine reelle Zahl zugeordnet, die man das Integral
von f dber [a,b] nennt:

fe=J f

[a,b]
2. Dabei sollen die folgenden Regeln gelten:

Intervall-Additivitét: Fira, b, c€ R mit a < b < c und f € R([a,c]) gilt:

Jr+ [f=[F

[a,b] [b,c] la,c]

Auf der linken Seite wird die jeweile Einschrinkung f|[a,b] bzw. f|[b, c] integriert.
Monotonie: Fir f, g € R([a,b]) gilt:

f<g = [ f< [y
[a,b] [a,b]

Eichung: Es sei c € R. Fiir die konstante Funktion ¢ € R[a,b]) gilt:

Je=c-(b—a).

[a,b]
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Sehr suggestiv ist die von von Leibniz eingefiihrte Bezeichnung des Integrals mit einer
formalen Variablen x und einem Differential dz. Vorerst ist das Differential nur ein
Symbol.

Bezeichnung 3.1.2 (Differentalschreibweise)

Es seien [a,b] ein nichtleeres Intervall und f € R([a,b]). In Differentialschreibweise be-
zeichnet man das Integral mit:

[ s@ar= g5

[a,b]

a heifit untere Grenze und b obere Grenze des Integrals.

Bemerkung. In dieser Bezeichnung wirken das Integralzeichen ff und das Differental
dx wie eine 6ffnende und eine schlielende Klammer.

Wie bei einem Summationsindex ist die Bezeichnung der Variablen unwesentlich:

S @) dz = [ f(y) dy.
Bemerkung und Bezeichnung 3.1.3

1. Es seien ¢ < d in I = [a, b]. Wir vereinbaren die Bezeichnung:

/dcf(:c) dz = —/Cd f(x)dx.

2. Da [ f(z)dz = [ f(x)dz+ [ f(x)dx ist, folgt
/a f(z)dx = 0.

Bemerkung. Mit Bezeichnung (1.) gilt fiir a < ¢ < b:

[P f@)da + [ f(z)de = [© f(z)dzx
Diese Formel hat eine anschauliche Deutung:

Integriert man entlang des Weges von a nach b und dann zurick von b nach c, so erhdlt
man das Integral entlang der Wegstrecke von a nach c.
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Definition 3.1.4 (Stammfunktion)
Es seien I C R ein Intervall f € R(I) und xo € 1. Die Funktion

F:I—-R mit IBQJH/ ft)dt
£
heifit eine Stammfunktion der Regelfunktion f.

Bemerkung.
1. Das Integral ist durch eine Stammfunktion eindeutig festgelegt. Fiir z,y € [a, b] gilt
Fly) - F(e) = [* f(tydt — [7 f(t)dt = [* f(t) db.

2. Wir werden spéter sehen, dafl eine Stammfunktion F' von f in allen Stetigkeitspunk-
ten x von f differenzierbar ist und dort F'(z) = f(x) gilt ( vgl. Feststellung ??)).
Zu den Stetigkeitspunkten vergleiche Feststellung

Feststellung 3.1.5 (Lipschitz-Stetigkeit d. Stammfkt.) Eine Stammfunkton
F einer Regelfunktion f € R(I) ist auf jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I
Lipschitsstetig.

Eine Lipschitzkonstante von F ist M := sup |f(z)|:
z€la,b]

b
[ f@ds| < s 7@ 1b-al.

z€[a,b]

Beweis.Fiir =,y € [a, ] gilt

F) - Fa) = [ 1w

Es sei etwa x < y. Aus —M < f < M, der Monotonie des Integrals und der Eichungs-
vorschrift folgen:

FW-F@)= [ 1< My-o= My-al

F@—F@F=/f>—M@—@=—Mw—M
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und somit
|F'(y) — F(2)] < My — zl.

Da die letzte Ungleichung symmetrisch in = und y ist, gilt sie auch im Fall y < z.

3.1.2 Integral von Treppenfunktionen

Bemerkung. Wir haben in Definiton 3.1.1 axiomatisch festgelegt, welche Eigen-
schaften ein Integral hat und einige Folgerungen aus den Axiomen gezogen. Es ist
aber noch unklar, ob es iiberhaupt ein Integral fiir Regelfunktionen gibt und, falls
ja, ob es eindeutig bestimmt ist.

Wir zeigen zuéchst, dal das Integral auf den Treppenfunktionen exisitiert und ein-
deutig erklart ist.

Bemerkung. Bei der Berechnung des Integral von Treppenfunktionen hilft die fol-
gende Verschérfung der Eichungsvorschrift:

Lemma 3.1.6 (Eichung des Integrals)
Es sei f € R([a,b]) und f|(a,b) = ¢ konstant. Dann gilt

Jf=ct-a

[a,b]

Beweis.Man fixiere ein zg € (a,b). Die Stammfunktion
F: m|—>/ ft)dt fir z € [a,b].
0

ist Lipschitz-stetig. Also gilt

o

F(a™) = lifn F(z) = lifn fit)dt = lifnc (zo — )
=c(zo—a)

Analog folgt F(b™) = ¢ (b — xo).
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Subtrahiert man diese beiden Gleichungen, so erhilt man

b
| f0de=F®) - o) = F) - Fa®)
=c(b—xo) —c(xo —a) =c(b—a).

Bemerkung. Wir folgern aus den Axiomen 3.1.1 fiir das Integral eine Formel (x)
fiir das Integral einer Treppenfunktion und zeigen anschliefend, dafi das Integral
durch diese Formel wohldefiniert und damit eindeutig bestimmt ist.

Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall, mit Teilpunkten a = zo < 21 < ...z, = b, und
t: [a,b] — R eine Treppenfunktion, die auf den Teilintervallen (zx_1, k) konstant
ist:

t|(zp—1,zk) =cr firk=1,... n.
Nach Korollar 3.1.6 mufl dann gelten:

f t:Ck(:l?k—Q;’kfl).
[Tk—1,2k]

Aus der Intervall-Additivitéit des Integrals folgt dann

[-% )

[a,b] Tp_1,Tk

k(T — Te—1) ().

Bemerkung. Die Darstellung einer Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R durch Angabe
von Teilpunkten a = zo < 1 < --- < ©,, = b und der Werte

fl(@p—1,zk) =c fiir k=1,...,n,
t(zg) fir k=0,...,n

ist nicht eindeutig. Man kann z. B. das Intervall durch weitere Teilpunkte unterteilen
und erhilt eine andere Darstellung der Treppenfunkton ¢.

Wir wollen zeigen, daf sich das Ergebnis der Formel () von der Darstellung der

Treppenfunktion unabhéngig ist. D.h. das Integral ist durch die Formel (x) wohl-
definiert.
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Bezeichnung 3.1.7 (Zerlegungssumme)

Es sei t : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Wir nennen eine Menge Z von Punkten
a=z9 <z < < zpn =0 eine fiir t zuliissige Zerlegung des Intervalls [a, b],
wenn

t|(zp—1,zk) =cp firk=1,...,n
konstant ist und bezeichnen das Ergebnis der Formel (x) mit

I(Z)=1(Z,t) := i ck(Te — Ti—1) (k).

1(Z) = I(Z,t) heifit die Zerlegungssume von t zur Zerlegung Z.

Bemerkung. Wir zeigen schreiben spiter [ ¢ statt I(Z).
[a,b]

Lemma 3.1.8 Es seit : [a,b] — eine Treppenfunktion. Fir alle fir t zuldssigen
Zerlegungen Z und Z geben die Zerlegungssummen das gleiche Ergebnis:

I1(Z2) = I1(Z).

Bemerkung. Wenn Z und Z zulissige Zerlegungungen sind, so bilde man die Zer-
legung Z U Z, die gerade aus allen Teilpunkten von Z und den Teilpunkten von Z
besteht, und zeige

1(2)=1(ZU Z)=1(Z).
Die Zerlegung Z U Z entsteht aus Z, indem man nacheinander die Teilpunkte aus

Z\ Z zu Z hinzufiigt.

Es reicht also zu zeigen, dafl beim Hinzufiigen eines weiteren Teilpunktes sich das
Ergebnis der Formel (%*) nicht &ndert.

Dann folgt induktiv I(Z) = I(Z U Z) und analog I(Z) = I(Z U Z).

Beweis.Es reicht zu zeigen, daB sich die Zerlegungsumme beim Hinzufiigen eines wei-
teren Teilpunktes nicht dndert.

Essei Z = {a=z0 <21 < -+ < x, = b} eine fiir ¢t zuldssige Zerlegungen von [a, b]
mit

t\(mk_l,mk) = Cg.
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Zu einem z* € [a,b] mit z* ¢ Z bilde man Z* := Z U {z"}.
Es gibt einl € {1,...,n}, so daB z;_1 < ¥ < x; ist. Dann folgt

1(Z) = ZCk(iEk — Tg—1)

Definition 3.1.9 (Integral von Treppenfunktionen)

Es sei I C R ein kompaktes Intervall. Das Integral einer Treppenfunktiont: I — R
definiert man als Zerlegungssumme zu einer zuldssigen Zerlegung Z wvon I (vgl.
Bezeichnung 3.1.7):

Jt:=1(Z,1).

Satz 3.1.10 (Eigenschaften des Integrals)
Das Integral von Treppenfunktionen erfilt die Regeln

Intervall-Additivitit,
Monotonie,
Eichung,

die in den Aziomen 3.1.1 fiir ein Integral gefordert werden. Es ist durch diese Fi-
genschaften eindeutig bestimmit.

Beweis.

Intervalladditivitat: Es seien a, b, c € I mit a < b < cund t : [a,c] — R eine
Regelfunktion. Man wihle eine fiir ¢ zulissige Zerlegung Z von [a,c], die den
Punkt b enth3lt. Dann ist Z; = Z N [a, b] eine zulidssige Zerlegung von [a, b] und
Zy = Z N [b, c] eine zuldssige Zerlegung von [b, ¢]. Aus der Formel 3.1.7 (%) folgt

Jt+ [t=1(Z1,0) +1(Z2,0)=1(Z,8)= [ t.
[a,b] [b,c] la,c]
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Monotonie: Zwei Treppenfunktionen haben eine gemeinsame zuldssige Zerlegung
des Intervalls. Die entsprechenden Zerlegungssummen haben die Monotonie-
Eigenschaft.

Eichung: Klar nach Definition.
Eindeutigkeit: Folgt aus der Formel 3.1.7(xx) fiir I(Z,t).

Feststellung 3.1.11 (Linearitit des Integrals)
Das Integral von Treppenfunktionen ist linear:
Fir Treppenfunktionen ti, t2: I — R und A, p € R gilt

f()\t;[—f—/ufz):)\fh + ,u,ftz.
I I I

Beweis.Zu zwei Treppenfunktionen ¢1,t2 auf | gibt es eine gemeinsame zul3ssige Zer-
legung des komapkten Intervalls I. Aus der Formel 3.1.7(xx) folgt

I(Z, At1 + p,tQ) = )\I(Z, t1) =4 ,LLI(Z, tg).
Folglich gilt:

f()\tl +,utg) = )\ftl + p,ftz.
I I I

Bemerkung. Aus der Abschidtzung
—[ltl <t < It

der Monotonie und der Eichung des Integrals erhilt man die Abschitzung des In-
tegrals durch die Norm des Integranden:

Feststellung 3.1.12 (Beschrinktheit des Integrals)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fiir das Integral einer Treppenfunktion
t:la,b] = R gilt:

|[;tl < ®—a)|t].
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Bemerkung. Aus der Normabschiitzung des Integrals und der Linearitéit des Inte-
grals erhélt man fiir die Differenz der Integrale zwei Treppenfunktionen die folgende
Abschitzung

Korollar 3.1.13 (Beschrinktheit des Integrals)
Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fir das Integral zweier Treppenfunktionen
t1, t2: [a,b] — R gilt:

f t1 — f tz < (b—a) Ht1 —tz”.

[a,b] [a,b]

Bemerkung. Diese Ungleichung hat die Form einer Lipschitz-Bedingung und wird
genau so benutzt, um die Konvergenz von Integralen zu zeigen.

3.1.3 Integral von Regelfunktionen

Feststellung 3.1.14 FEs seien I ein kompaktes Intervall und f € R(I). Fiir jede
Folge (tn)n von Treppenfunktionen auf I, die gleichmdfig auf I gegen f konvergiert,
existiert der Grenzwert

lim | T tn.

n—0o0

Dieser Grenzwert hdingt nicht von der Wahl der approzimierenden Folge ab.

Beweis.Da die Folge (t»). gleichmaBig auf I gegen f konvergiert, gilt das Cauchy-
Kriterium

Nach dem ReiBverschluBprinzip konvergiert fiir jede andere Folge (fn)n von Treppen-
funktionen, die gleichmaBig gegen f konvergiert, die Folge ( I fn)n der Integrale gegen
[a,b]

den gleichen Grenzwert.

Bemerkung. Nach Satz
Nach Feststellung ?? konvergiert die Folge ( | ¢n)n der Integrale gegen einen Grenz-
[a,b]

wert, der unabhéngig von der gewéhlten Folge von Treppenfunktionen ist.
Wir definieren diesen Grenzwert als Integral von f:
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Definition 3.1.15 (Integral fiir Regelfunktionen)

Es sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Man erklirt das Integral von f als Grenz-
wert der Integrale einer Folge (tn)n von Treppenfunktionen, die auf [a, b] gleichmdfig
gegen f konvergiert:

[ f=1lm [ tn.

[a,b] n"oo[avb]

Satz 3.1.16 (Eigenschaften des Regel-Integrals)

1. Das Integral ?? erfiillt die Aziome 3.1.1
Intervall-Additivitat,
Monotonie,
Eichung.
Es ist durch diese Axiome eindeutig bestimmit.

2. Das Integral ist linear: Fir Regelfunktionen f, g auf einem kompakten Inter-
vall I und A\, p € R gilt

If(Af+ug)=AJf + u{g.

3. Das Integral ist beschrdnkt: Fir eine Regelfunktion f auf einem kompakten
Intervall gilt:

I[ft <(—a)|fll.

Beweis.

(a) Inervall-Additivitat: iibertrigt sich von den Treppenfunktionen (vgl. Satz 7?)
unmittelbar auf die Grenzwerte.
Monotonie: Es seien f, g Regelfunktionen auf [a,b] und es gelte f < g. Nach
Korollar
Dann ist s, < f < g <ty und folglich

Jf=lim [spa<i=1lim [t,= [ g

[a,0] "% a,b) "% a,b] [a,?]

Eichung: Die Eichung gilt fiir Treppenfunktionen.
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Eindeutigkeit: Es gibt eine monoton wachsende Folge (s.)» und eine monoton
fallende Folge (tn)n von Treppenfunktionen, die gleichmiBig gegen f kon-
vergieren. Aus der Monotonie des Integrals folgt nun die Eindeutigkeit.

(b) Die Linearitat des Integrals von Treppenfunktionen iibertragt sich unmittelbar auf
die Grenzwerte (vgl. ?7)

(c) Die Beschrinktheit des Integrals von Treppenfunktionen iibertrigt sich unmittelbar
auf die Grenzwerte. (vgl. 77)

Korollar 3.1.17 (Beschrinktheit des Integrals)

(a) Es sei[a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fiir das Integral zweier Regelfunktio-
nen f, g € R([a,b]) gilt:

S = Ll <e-alr-a.

a,b]

(b) Konvergiert eine Funktionenfolge (fn)n in R([a,b]) gleichmdifig auf [a,b] gegen
f, dann ist f € R([a,b]) und es gilt

ff:f lim f7L:nan;o[f]fn
a,b

[a,b] [a,b] T

Bemerkung 3.1.18 (Endlich viele Punkte)
1. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R, die nur in endlich vielen Punkten einen Wert

ungleich Null hat, ist eine Treppenfunktion mit f ¢ =0.
[a,0]

2. Es sei f € R([a,b]). Andert man f in endlich vielen Punkten beliebig ab, so
dndert sich der Wert des Integrals nicht:

[ +e) [ f

[a,b] [a,b]

Bemerkung. Unter einer Tranlation versteht man die Abbildung
Roz—zxz+e,

wobei ¢ € R eine Konstante ist.
An der Eichungsformel 3.1.6 sieht man, dafl das Integral einer Treppenfunktion
invariant unter Tranlationen ist. Dies tibertrégt sich dann auf Regelfunktionen:
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Bemerkung 3.1.19 (Translationsinvarianz)
Das Integral ist translationsinvariant. Fiir f € R([a,b]) und c € R gilt:

/:f(x)dx:/abJrcf(a:—c)dx

+c

Bemerkung. Eine affine Funktion hat die Form
R 3 z — cx + dmit Konstanten ¢,d € R.
Die folgende Transformationsformel ist ein Spezialfall der Substitutionsformel 77

fiir Integrale.

Lemma 3.1.20 (Affine Transformationen)

Gegeben sei eine affine Funktion g : x — cx + d, x € R mit Konstanten c, d € R,
¢ # 0, ein kompaktes Intervall I und J = g(I). Fir f € R(J) gilt:

/ fZICIJfog-

g(I)

Man beachte, daf$ auf der rechten Seite der Betrag von c steht. Ist I = [a,b] so lautet
die Formel in Differential-Schreibweise:

/ " iy = / " o)) - cd.

(a)

Beweis.Es reicht die Transformationsformel fiir Treppenfunktionen zu zeigen. Durch
Grenzwertbildung folgt sie dann fiir Regelfunktionen.

Wegen der Intervall-Additivitat des Integrals reicht es, die Formel fiir konstante Funk-
tionen f = K zu zeigen.

Es sei I = [a, b].
Wir betrachten zunichst den Fall ¢ > 0. Dann ist g(a) < g(b) und es gilt
J f=Kgb)—gla)=Kc(b—a)=c [ fog
g(I) [a,?]
Im Falle ¢ < 0 ist g(a) > g(b) und es gilt
J f=K(gla)—g(b)) =Kc(a—b)=—c [ fog

g(I) [a,b]
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3.1.4 Integration stetiger Funktionen

Bemerkung. Wir bringen hier nur ganz wenige Beispiele von Integralen elemen-
tarer Funktionen. Leichter berechnet man diese Integrale spiter mit den folgenden
Hilfmitteln:

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Partielle Integration 77

Substitution ?7?

Integration der Umkehrfunktion 77

Beispiele 3.1.21

x $2
/ €dé =" firz €R.
0 2

Bemerkung. Die zu berechnende Fliche ist ein gleichschenkliges, rechtwinkliges

Dreieck mit Katheten der Linge |z|. Aus der Geometrie weil man, daf die Drei-
ecksfliche é ist.

Beweis.Wihle die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, z] in n Teile, (n € N):

T kx
Z:{Ozmo<x1:E<...mk:7<~~-<In:x}

und approximiere die Funktion f(&) = £ durch die Treppenfunktion

*  ~—krax 2®nn+l) 2 (7
[ mae=y tr s - mntd s [ e

Bemerkung. Fiir eine stetige Funktion kann man leicht approximierende Treppen-
funktionen angeben:
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Bezeichnung 3.1.22
Es sei f : [a,b] — R stetig. Zu einer Zerlegung des Intervalls [a, b]

Z={a=z90<x <--- <z =b}
und einer Menge = von Stiitzstellen
E={&,..., &} mit & € [rn_1,x] fiire=1,...k,
bildet man die Treppenfunktion

. f(g,{) fﬁr.’ﬁe(x%—l7xk)7 (%217---,]@7
t(f’Z’:) Fre { f(.’E%) fir x = Lz, (%:077k)

Bezeichnung 3.1.23 (Feinheit einer Zerlegung)

Wenn Z = {a =zo < -+ < 2 = b} eine Zerlegung ist, so heifit heifit das Maximum
der Lingen der Teilintervalle [z,._1,z,] die Feinheit der Zerlegung. Die Feinheit
wird mit

bezeichnet.

Bemerkung. Wenn Z = {a = 20 < 21 < -+ < 2 = b} eine Zerlegung ist,
so nennen wir eine Menge von Stiitzstellen 2 = {&1,..., &} zulissig, wenn &,. €
[Ts—1, 2] fiir 5 =1,...,k ist.

Satz 3.1.24 (Approximierende Treppenunktion)

Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so daf fiir jede
Zerlegung Z wvon [a,b] der Feinheit

d(Z) <

und jede zuldssige Wahl von Stiitzstellen = der Abstand von f zu der Treppenfunktion
t(s,z,=z) kleiner als ¢ ist:

If =tzall<e
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Beweis.Nach Satz

Bezeichnung 3.1.25 Es sei f : [a,b] — R eine Funktion. Zu einer Zerlegung des
Intervalls [a, b]

Z={a=zo<z1 <---<zp=0b}
und einer Menge = von zuldssigen Stiitzstellen
E={&,..., &} mit & € [Tao1, x| flir x=1,...,k,
bildet man die Riemansche Summe:
k
(f7 ’—‘7) (Z’E‘) ::Zf('gﬂ)(m%_xﬂfl)
x=1

BERNHARDT RIEMANN, 1826-1866

Bemerkung. Eine Riemannsche Summe ist eine endliche Summe, zu deren Berechnung
man nur endlich viele Funktionswerte des Integranden brauch.

Satz 3.1.26 (Konvergenz der Riemann-Summen)

Es sei f : [a,b] — R stetig.. Fiir jede Folge (Z,)n von Zerlegungen des Intervalls
[a,b], deren Feinheit gegen Null strebt:

d(Zﬁ) —90,

und jede zuldssige Wahl von Stitzpunkten E,, (n € N), konvergieren die Rieman-
schen Summen: gegen das Integral von f:

n@?;)s(f722175n):: ‘f f

[a,b]

Beispiele 3.1.27 (a) Man wihle die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, z]
in n Teile:

T kx
Z:{O:xo<a:1=5<...xk:7<~--<$n=a:}
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und zeige

/I£2d§—:”33.
0

(b) Man wihle die Einteilung von [1, z] mit geometrischer Progression ¢ := ’{/;:

l=¢"<qg<< - <q" =2z

RUCHT P
/1§d§—3(x 1).

(¢c) Mit Hilfe der obigen Einteilung mit geometrischer Progression zeige man

und zeige

1 1
dE=1—-—.
1 52 < T

Beweis.1. W3hlt man die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, z] in n Teile, n € N,
und & = zi so lauten die Riemann-Summen:

n 3
Z(kx) zT_z Zkz n+1)(2n+1)_)m7.
n) n  nd 6 3
k=1
2. W3hlt man eine Einteilung von [1,z] mit geometrischer Progression ¢ := zn o

erhdlt man die Teil- und Stiitzpunkte

n

1=¢"<qg<@<---<q"=x

und die Riemann-Summen

n—1 n—1

St = =-)Y " ==
k=0 k=0 q
q—1 3 1 3 1. 3
=17 P oy=— (-1 (- 1)
g1 @ V= e oD g =)

3. Fur die Teil- und Stiitzpunkte

n

1=¢"<qg<@<--<q"=x
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erhilt man die Riemann-Summen Aus der Eindeutigkeit der n-ten Wurzel folgt
=1 ok 1,5 1 B(™)=e" firmeZundneN.
@ —d)=a(1-2) Y & . .
o 9 =1 Da FE stetig ist, folgt mit
1.1- &
= q(l - 6) 1 _ql
q Satz 3.1.29 (Logarithmus) Es gilt
1 1 1
o= 1ot [
T T — =logzx.
1 €
Das Integral (der Logarithmus) hat die folgenden Eigenschaften:
(a) logl =0 und x — logx ist streng monoton wachsend.
3.1.5 Logarithmus als Stammfunktion (b) log(zy) = logz +logy
c) =l cloga<ar—1fir0<z<oo, x#1
Bemerkung. Wir untersuchen die Stammfunktion (¢) 5 & U 7
(d) loge =1
(0700)936.5)/15—16%_ (e) lim logx = oo und lim logz = —c0.
1

(f) Die Umkehrfunktion zu x v logz ist die Exponentialfunktion R 3t s et.
und zeigen, daB L(x) = log z der natiirliche Logarithmus ist.

Die Bezeichnung L verwenden wir nur im Beweis des folgenden Satzes.

. . . . _rmoe—1
Zur ldentifizierung L = log bendtigen wir eine Charakterisierung der Exponentialfunk- Beweis.Wir bezeichnen das Integral mit L(z) = fl £ de.

tion. (a) esist L(1) = 0. Da der Integrand streng positiv ist, ist L streng monoton wach-
send.
Bemerkung 3.1.28 (Funktionalgleichung) (b) Nach der Transformationsformel ?? gilt mit der affinen Transformation ¢ : £ —
Es sei F: R — (0,00) stetig und es gelte n=z& (x> 0):
. zy y y
E(s+t)=E(s)- E(t) firs,teR. / n tdn = / (z€) 'zde = / € 1de = L(y)
Jx 1 1
und E(1) = e. Dann gilt E(z) = €” fir z € R. Hiermit folgt:
zy
L(zy) = / )~ tdn
Beweis.Induktiv folgt (@) 1 )
T Ty
E(n)=¢€" firneN. = / n71d7]+/ n~tdn
J1 T
Weiterhin folgt aus der Funktionalgleichung = L(z) + L(y).

EW0)=1 und E(-n)=e " firneN.
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(c)

()

Fir z > 1 gilt

L(x):/lwg_1d£</1m1d§:x—1.

Fir 0 <z <1 gilt

fL(x):/$1§71d£>/;1d§:17:c.

Also gilt L(z) <z —1fir 0 < z < oo, = # 1.
Dann folgt
1 1 z—1

~L@) = L(z) < = —1=—-22

Da die Stammfunktion L stetig ist, folgt aus (3.)

1 1+34)-1

1 1
n \nL(l—l—n)\n((l—i—n) =1

1+1 1++
Also ist L(e) = lim L((1+ Ly = lim (nL(1+ Ly =1
Da L monoton wachsend ist, gilt L(2) > L(1) = 0 und
lim L(z) = lim L(2") lim nL(2) = oco.

xr— 00 n— oo n— oo

und analog lir% L(z) = lim L(%") = —00.

also ist das Bild L((0,00)) = R.

Es gibt die stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion E : R — (0, c0)

von L.
Aus (4.) folgt E(1) = e und aus (2.) folgt

E(s+t)=E(s)-E(t) firs,teR.

Also gilt nach Bemerkung ?? E(t) = ¢ fiir t € R und somit nach Definition
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3.1.6 Riemannsche Summen von Regelfunktionen

Bemerkung. Die Riemannschen Summen S(f, Z, E) approximieren auch das In-
tegral einer Regelfunktion f.

Die Riemannschen Summen von Regelfunktionen werden vorwiegend dazu verwen-
det, gewisse Eigenschaften endlicher Summen auf Integrale zu tibertragen.

Lemma 3.1.30 Es seit : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein 6 > 0, so daf$ fir jede Zerlegung

Z={a=z9< <z =b}
von [a,b] der Feinheit
d(Z) < é
und jede Wahl von Stiitzstellen
E={&,..., &} mit & € [T,z firx=1,... )k,

die Riemannsche Summe S(t,Z,Z) das Integral mit einem Fehler, der kleiner
als eist, approximiert:

| S(t,2,2) — [t|<e.
[a,b]

Beweis.Zu der Treppenfunktion t # 0 gibt es eine Zerlegung
Z'={a=2 < <z =b},
so daB t|(z5_1, 2x) = cx konstant ist. Man setze

3
§i= —————.
A+ 1)1t

Es sei nun
Z={a=z0< - <xr=0b}

eine Zerlegung. Durch Induktion iiber die Anzahl [ der Teilpunkte zeigt man: Es
gibt hdchstens 2(I + 1) abgeschlossene Teilintervalle [z,.—1,x.], die einen der
Punkte z3 enthalten. Es sei

M :={sx|»e{l,....k}, T2} € [xs—1,2:] }
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und
N:={1,...,k}\ N.

Wenn die Feinheit d(Z) < §, dann folgt fiir jede zulissige Wahl von Stiitzstellen
E={&,.. &}

S(t, 2,E) — [afb]t
_ ;j(f(@)(m—x%—l) ‘[M,{,J)
4 %(f(ﬁz)(m—“‘l) e )
-> (F(&) @) ‘[wx,‘{,x%f)

Man beachte, daB die Summanden fiir 2 € N verschwinden, da f}[x%_l,x%]
konstant ist. Folglich gilt

|S(t,2,2) — [t] < 20+1)2|t]|d=e.
[a,b]

Satz 3.1.31 (Aproximation durch Riemann-Summen) Es sei [ €
R([a,b]). Dann gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so daf fir jede Zerlegung

Z={a=z0< - <xp=>}
von [a,b] der Feinheit
d(Z) < §
und jede Wahl von Stitzstellen
E={&,...,&} mit & € (o1, x| fiir x=1,...k,

die Riemannsche Summe S(t,Z,Z) das Integral mit einem Fehler, der kleiner
als eist, approxrimiert:

| S(f,2,2) — [ f|<e.

[a,b]
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Beweis.Zu der Regelfunktion f € R([a,b]) gibt es eine Treppenfunktion ¢, so
daB auf [a, b] gilt:

€
If—tll < b—a)

Zu t gibt es nach Lemma ?7 ein 6 > 0, so daB fiir jede Zerlegung Z der Feinheit
d(Z) < 6 und jede zuldssige Wahl von Stiitzstellen = stets

| S(t,2,2) — [t]<e.
[a,b]

ist. Dann folgt
}S(f7Z7E) - ff|
[a,b]

Korollar 3.1.32 (Konvergenz der Riemann-Summen) FEs sei [ €
R(la,b]). Fir jede Folge (Z,)n wvon Zerlegungen des Intervalls [a,b], deren
Feinheit gegen Null strebt:

d(Zn) — 0,

und jede zuldssige Wahl von Stitzpunkten E,, (n € N), konvergieren die Rie-
mannschen Summen gegen das Integral von f:

lim S(f,Zn,Bn)= [ f
n—oo [a,b]

Bemerkung Dagegen approximieren die entsprechenden Treppenfunktionen
t(f.2,,2,) (Def. 2?7) im allgemeinen die Funktion f nicht gleichmaBig. In der
L1i-Norm gilt aber:

lim |[f —tuls := lim [ |f —ta] = 0.
n—oo TL—)OO[a’b]

Konvergenz in der Li-Norm untersuchen wir in Analysis Ill.
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3.1.7 Partielle Integration

Bezeichnung 3.1.33 (Differenz der Randwerte)

Fiir zwei Funktionen F, G : [a, b] — R bezeichne

FG|" = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Satz 3.1.34 (Partielle Integration)

Gegeben seien f, g € R([a,b]) und Stammfunktionen F von f und G von g.
Dann gilt

[ Fg=FG|'~ [ fG
[a,b] [a,b]

Bemerkung. Die Formel der partiellen Integration gilt fiir beliebige, fest gewahlte
Stammfunktionen F' von f und G von g (vgl. Definition 3.1.4).

Bemerkung.

i. Es reicht, die partielle Integration fiir Treppenfunktionen zu zeigen. Durch
Grenzwertbildung folgt sie dann fiir Regelfunktionen.

ii. Es sei f eine Treppenfunktion mit Stammfunktion F' und g eine Treppen-
funktion mit Stammfunktion G.
Nach Bemerkung ?? kann man die Treppenfunktionen f und g in den Sprung-
stellen abandern, ohne die Stammfunktionen und die Werte der Integrale

/Fg und /gF
[a,b] [a,b]

zu andern.
Wir kdnnen fiir den Beweis also ohne Einschrankung annehmen, daB f rechts-
seitig und g linksseitig stetig ist.

Beweis.Es sei f eine Treppenfunktion mit Stammfunktion F' und g eine Trep-
penfunktion mit Stammfunktion G.

Nach der Vorbemerkung kdnnen wir ohne Einschrdnkung annehmen, daB f rechts-
seitig und g linksseitig stetig ist.
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Die Integrale f[a y Fg und f[a » /G approximiert man durch Riemannscher Sum-
men zu Zerlegungen

Z={a=1z0 < - < xR =0b},
deren Feinheit d(Z) hinreichend klein ist (vgl. Satz 77).
Man kann die Zerlegungspunkte zugleich als Stiitzpunkte wahlen.
Zu € > 0 gibt es eine § > 0, so daB aus d(Z) < ¢ stets folgt:

| Fg= Ty Faag(en) (o —aee)] <<

![ / e S f(@1)G (o) (@ — w)| < €

Man kann ohne Einschrankung solche Zerlegungen Z wahlen, auf deren offenenen
Teilintervallen f|(z.—1,.) und g|(z.—1,x.) konstant sind, anderenfalls fiige
man die Sprungstellen von f und g als weitere Zerlegungspunkte hinzu.

Da f rechtsseitig und g linksseitig stetig ist, folgt:

f(@em) = flaly)

g(z) = g(z2),

F(2s) = F(-1) = f(%2-1) (T2 — Tse—1),
G(25) = G(23e-1) = g(22) (T2 — Tom1).

Fiir eine solche Zerlegung folgt durch partielle Summation:

k k
37 F(22)9(@s) (2 — 2m1) = Y F(2:)(G(2) — G(@e-1))

k k—1
=Y F(x2)G(3) = Y F(ws41)G(2)
k—1
= F(z1)G(zK) — F(20)G(20) + ) (F(25) — F(22241))G(T5)
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Also ist [ Fg=FG|'~ [ fG.
[a,b] a,b)

Beispiele 3.1.35 (Integral der Potenzfunktion z")

Wir berechnen induktiv die Stammfunktionen zu den Potenzen x™:

x n xn+1
/()£d£:n+1 fir n € Np.

Beweis.

| rie=.
0
/Oé"“-lc%:é"“-éﬁ—/o (n+1)g" - € d.

Daraus folgt'

(n+2) /Oz ¢l g = g2

Bezeichnung. Eine Funktion F' heiBt unbestimmtes Integral einer Funktion f,
wenn fiir alle xo, x1 im Definitionsbereich von F' und f gilt:

[ $@)do = Flar) - Fan)

Solche unbestimmten Integrale sind nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Man schreibt abkiirzend

/f(a:)da::F(m)-i-C.

Es gilt also fiir ein unbestimmtes Integral F' von f:
F(o) = Flao) + [ 7(€)d(e).
0o

Offensichtlich gilt die Formel der partiellen Integration fiir alle unbestimmten In-
tegrale ' von f und G von g:

[ Fg+ [ fa=Fa|

(a,b] [a,b]
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Beispiel.

/x_"dﬂc: ! "M firn=23...
-n+1

Beweis.

Vgl. Bsp. 77(3.) / Lag=1-1
1z T
/I g—(n-!—l) d¢ = /z §—n+1§—2 d¢
1 1
——gm e - [ e e e
1
Daraus folgt

x
fn/ e ge =1 — g2
0

Beispiele 3.1.36 [ log{d¢ = zlogz — .

/1og§~1d5:10g(§)g|f—/ %-gd&:mlogac—(m—l).
1 1

3.1.8 Integral der Umkehrfunktion

Bemerkung. Man veranschauliche die Aussage des folgenden Satzes und auch den
Beweis mit einer Zeichnung.

Satz 3.1.37 (Integral der Umkehrfunktion)

1. Es set f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend mit Umkehrfunk-
tion g : [f(a), f(b)] — [a,b]. Dann gilt

b f(b)
/ f(@)de + / o(y) dy = bf(b) — af(a).
a f

(a)
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2. Wenn f streng monoton fallend ist gilt die obige Formel fir die Umkehr-
funktion g : [f(b), f(a)]:

I f= | g=0bf(b)—af(a).
@bl £ ()]

Beweis.1: f streng monoton wachsend: Es seien Z = {a = zo < x1...xr = b},
Yse := f(zs), (3¢ = 1,...,k). Man erhilt eine Einteilung Z* = {f(a) = yo <
y1 < --- < yr = f(b)} des Bildes. Man addiere die Riemannschen Summen von
fund g:

k
S @) (@ = 3o 1) + D> gW) (e — Y1)
k
F@se 1) (@5 = Toe1) + > 3 (f(@5) = f(@50-1))
F(@)ms — f(To—1)To—1

= f(ox)zr — f(x0)ro = bf (D) — af(a).

Fiir eine Folge Z, von Einteilung von [a,b], deren Feinheit d(Z,) — 0, konver-
giert auch die Feinheit der Bildeinteilung d(Z;;) — 0. So folgt die Formel fiir die
Integrale.

2: f streng monoton fallend: Es seien Z = {a = zo < z1...2k = b}, ys =
fzs), (>r = 1,...,k). Man erhélt eine Einteilung Z* = {f(b) = yx < yr—1 <
- < yo = f(a)} von [f(b), f(a)]. Man subtrahiere die Riemannschen Summen
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von f und g:
k—
Zf(mﬂfl)( = Lo 1 Z yk % yk*% - yk—(x—l))
=D f@em) (@ — @) + Z 9(Yse) (Yor = Yse—1)
= Z F@remt) (@ = Toem1) + O @oe(f () = f(2-1))

:Zf$% L -T;( 1)1‘% 1

= f(Ik)ﬂfk = f(@o)zo = bf(b) — af(a).
Also gilt die behauptete Gleichung (2.).

y
Beispiele 3.1.38 Fiir n € N gilt: / tw dt = 1 y1+%.
0

Beweis.Fiir 0 < z und y = 2™ gilt

zn v o
/ ¢ d§+/ n® dy, = ay
0 0

1 x”+1+/yn% dn:ﬂﬁ"+1
n—+1 0

und somit

Daz = y% ist, folgt

n+1

Ubung.

i. Nun folgt induktiv [" '+ 7 ¢% dt = 522 7 usw.

Und schlieBlich [ t"dt = 52" fir 1 <r e Q.
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i. Man folgere aus (1.), daB [ ¢"dt = =2 fir0<r <1,r€Q.

1
iii. Man folgere aus [z~ *dx = —2~", daB

Y1

[ Srdn=2vi-.
LV Beispiele 3.1.40 (Approximation der Exp.-Funktion)
D.h. fx_% — 943 Durch partielle Integration erhalt man
iv. [a"de= 52" firr e Q\ {-1}. T "
a 1 _atl g edép=¢e" -1,

v. [a%de = 52" fira e R\ {~1}. 0

z ré1
/ / SOdéodés =" —1—1
0 0

Satz 3.1.39 (Integral der Exponentialfunktion)

z 2 r& ¢ 22
Firy e R gilt / / / 0 déode dés =" —1 —x — =,
Y o Jo Jo 2
/ etdt=e¥ —¢°
0 z rén g3 ok
Bemerkung. Die Exponentialfunktion y +— eV ist ein unbestimmtes Integral von / / / e dgo dés ... df = e” — Z T
sich selbst. Man schreibt abkiirzend: 070 70 k=0

Da e*° < max{1,e*} folgt (vgl.

/ezda::ez+6’.

Beweis.Fiir 1 <z und y = logz gilt 3.1.9 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Y
zlogz — (x — 1) +/ et dt Feststellung 3.1.41 FEs seien f,g € R([a,b]) und g >= 0. Mit den Griflen
0
z log z m:= inf f(x), M := sup f(=)
= / log € d¢ +/ et dt velet] w€[ab]
1 log1 gllt

=zxlogz —1llogl =xlogx
m [g< [ fg<M [g.
Also folgt [Ve'dt =z —1=¢e" —1. [a,b] [a,b] [a,b]
Im Fall 0 < 2 < 1 gilt eine analoge Rechnung fiir [z, 1]: Bemerkung. Aus dem Zwischenwertsatz
0

¢
—zlogz — (1 —x) +/ e dt Satz 3.1.42 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
y
L o Es seien fla,b] — R stetig, g € R([a,b]) und g > 0. Dann gibt es eine xo €
— [oggags [ ta [a,b], 50 daf
x log @

=1logl —xlogz = —xlogz. [a,b] [a,b]
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Bezeichnung. Fiir f, g € R(I) und feste zo,x1 € I bilde man die iterierten
Stammfunktionen:

FO = B e 7 () de.
Y e [T P de i m e
g(—l) =G:x— fle g(é) dﬁ,

g e fle g™ (€)de  fiir n € N.

Feststellung 3.1.43 (n-fache partielle Integration)
Es seien I C R, f,g € R(I). Dann gilt fiir a,b € I und n € N:

/ FEME) g(€) de

Z

/f ) g (€) de.

Beweis. Klar.
b
Mit G 1= g folgts [ 10 (9)g(e) de

a

e EARGIE G

==

n—1 b
_ { (= 1) fm R R

a

/f “”)5}

= 3 (1)k R gk b

a
k=0

00 [ 1000 g de
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Bemerkung. Formuliert man die folgende Feststellung mit Ableitungen statt
mit Stammfunktionen, so heifit dies Resultat Taylorformel mit Restglied
und ist einer der wichtigsten Sétze der Analysis:

Feststellung 3.1.44 (n-te Stammfunktion)
Es seien I C R ein Intervall, f € R(I) und a € I. Fir eine n-ten Stammfunk-
tion f™ wvon f und x € T gilt:

n—1

(—n) _ (—n+k) d )
7w =3 o [ o= e
Ist f stetig, so gibt es ein & zwischen a und x, so dafs
f( n) Z f(—n+k) k ) f(fo)( g)n )

(vgl. Mittelwertsatz der Integralrechnung ?77)

Beweis.Setzt man in Feststellung 7?7 g = 1 und 1 = b so erhdlt man die
Stammfunktionen

() = (-)
Also folgt

FE ) — O (a / FET () 1de

n—2

== ). (—1)’“*1—“’(,; —

) 1 )= 1(b—§)n71
/ Ut m-nr %

Verschiebt man den Summationsindex, so folgt

k+1

n—1

k b n—1
1w = 1@ [ U= e

Pt (n—1)!
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Beispiele 3.1.45 (Logarithmus-Reihe)
Fiir 0 < z gilt

n _ k—1 T
logz = Z %(w _ 1)’“ +/1 (_Un((nﬂ)(x — " dE.

k=1
Fir 0 < z < 2 konvergiert die Folge der Integrale:

lim [ (=) "z —¢)"de — 0.

n—oo 1
Man schreibt:
logx = ~—(x—1)".
g g:l P )

Fiir £ = 2 erhélt man die bemerkswerte alternierende Reihe:

lo Q—iﬂ—l— + +
g —k:1 A =

NI =
wl =
I

3.1.10 Transformation des Integranden

Bemerkung. Wir wollen die Transformationsformel ?? fiir affine, monoton
wachsende Transformationen verallgemeinern.

Eine affine Funktion G ist die Stammfunktion einer konstanten Funktion g =
c = const:

G::cr—>/ cdé +d=cx+d.

Die Transformationsformel ?? fiir affine, monoton wachsende Transformatio-
nen

G(b) b
| twan= [ $6@) g o
G(a) Ja

iibertragt sich, auf Grund der Intervall-Additivitdt des Integrals, auf stetige,
stiickweise affine, monoton wachsende Transformationen und dann auf deren
Grenzwerte.
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Feststellung 3.1.46
Gegeben sei eine Funktionenfolge (hyn)n in R([a,b]), die gleichmdfig auf [a, b]
gegen eine Grenzfunktion h € R([a,b]) konvergiert.
Fiir jede stetige Funktion f: R — R gilt dann:
i. fohn € R(a,b]).
ii. Die Funktionenflge (f ohn)n konvergiert gleichmdfig auf [a,b] gegen foh.

Satz 3.1.47 (Transformation des Integrals)

FEs sei g € R([a,b]), g = 0, und G ein unbestimmtes Integral von g. Also ist G
eine stetige, monoton wachsende Abbildung von [a,b] auf [G(a), G(D)].

Fir jede stetige Funktion f : [G(a), G(b)] — R gilt die Transformationsfor-
mel

;= / (foG)-g.
[G(a),G(b)] [a,b]

In Differentialschreibweise:

G(b) b
/ f(y)dy = / f(G(x)) - g(x) dz.

G(a)

Die letztere Transformationsformel gilt auch ohne die Voraussetzung g > 0.
Wir werden dies im néchsten Kapitel als Folgerung 7?7 der Kettenregel 77
zeigen.

Bemerkung zum Beweis:

i. Im Fall G(a) = G(b) sind die Integrale in ?? gleich 0.

ii. Fall G(a) < G(b): Man Wéhle eine Folge von Treppenfunktionen (¢,), in
R([a,b]), die gleichmiBig gegen g konvergiert und fiir die ¢, > 0 ist (vgl.
Korollar
Dann konvergieren die Stammfunktionen T,, : © — G(a) + [ tn(§) d¢
gleichmifBig gegen G:

To(x) — Tn(a) :/

a

Itn—>./a.zg:G(a:)—G(a).



9. April 2001

Man kann ohne Einschriankung die ¢,, so wihlen, daf
Tn(b) —Tn(a) >0 und T,(b) = G(b)
ist. Anderenfalls betrachte man die Folge ab einem ng und setze

;.o GO) =Gl
SO HORS

Beweis.Man wihle also eine Folge von Treppenfunktionen (¢, )» mit Stammfunk-
tionen (T},)n, so daB ¢, > 0 und

[t — gl — 0, T — G|l — 0,
Tw(a) = G(a,)  Tu(b) = G(b).

Zu t, gibt es eine Zerlegung
Zn={a=z0<m1 <+ <z, =b}

auf deren offenenen Teilintervallen t,|(z.,2x—1) = ¢, konstant ist. Man setze
Yse := Ty (x,.). Dann gilt nach 77

/bf(n)dn—ij 7 f(n)dn
k, T b

/ FTo(€))n(€) dé = / FT(€)) ta(€) de

x—1 a

»x=1
T

Beispiele 3.1.48 Aus dem Transformationssatz 7?7 folgt die Gleichung:

b Vb—1
/log(\/@—l)dy: / logz - 2(x+1)dx fiir b> 1.
1 0

Dabei wurde die folgende Substitution angewandt:

G)=(z+1)*, g(z) =2(z+1)
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Mit partieller Integration folgt:

b Vi \/5711 .
/ log(v/y —1)dx = [log(x) (z+1) ’ - / ~(z+1)*dz
1 0 ) T
22 Vb1
= {IOg(ﬂﬁ) (x+ 1)2 — 5~ 2z — log
0

Beispiele 3.1.49 Die Zahlenfolge (7). konvergiere gegen a € R. Dann kon-
vergiert die Funktionenfolge (fr)n:

fonizx™ firz € (0,00)

auf jedem kompakten Teilintervall [a,b] C (0,00) gleichméBig gegen f : z —

.

Beweis.Dies folgt aus der Abschatzung:
alogx

e’ dt‘

|xa _ IT| _ |ealoga: _ erlogz| _

rlogx

< |a — r||log x| max{z*, z"}

Beispiele 3.1.50 (Integral der Potenzfunktion)
Man zeige mit Hilfe der Substitution £ = G(n) = 7" und g(n) = (n — D)p™ "
(n € N):
i. Fiirn € Nund m € Z mit 7= # —1 gilt
* m 1 14 .
n=—— (g "n —1) fiir z € (0, 00).
| e == ( (0,00)
ii. Fira € R, a # —1 gilt:

1
/xadx: a+1xa+l+0 fiir € (0, 00).

Bemerkung. Wenn der Exponent a > 0 ist, so gilt (2.) fiir z € R.
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3.2 Differentialrechnung

Bemerkung. Man kann die Differentiation unter verschiedenen Gesichtspunk-
ten betrachten:

Global als Umkehrung der Integration: Wie sieht man einer Funktion F’
an, ob sie eine Stammfunktion ist, und wie findet man ihren Integranden
f?

Lokal als geometrisches Problem: Bestimmung der Tangente in einem
Punkt an einen Funktionsgraphen.
Die Tangente ist eine affine Funktion.

Lokal als Approximationsproblem: Bestimmung der besten Approxi-
mation einer Funktion in der Umgebung eines Punkte durch eine affine
Funktion

Wir beginnen mit der lokalen Beschreibung der Ableitung und leiten daraus
die globalen Eigenschaften her.

3.2.1 Grenzwert des Differenzenquotienten

Bemerkung. Es seien I ein offenes Intervall, f : I — R und a € I ein fester
Punkt.

Fiir eine weiteren Punkt « € I, ¢ # a, bilde man die Sekante durch die
Punkte (a, f(a)) und (=, f(z)):

f(@) = f(a)

—a

Rot— t+ f(a) (Sekantengleichung).

Die Frage ist, ob fiir x — a die Sekanten gegen eine Grenzfunktion konvergie-
ren. Wenn ja, heifle diese Grenzfunktion die Tangente an den Graphen von
f im Punkte (a, f(a)).

Offensichtlich existiert die Tangente (die Grenzfunktion) genau dann, wenn
der Grenzwert der Steigung der Sekanten

o f@) = f(@

Tr—a Tr—a

= Steigung der Tangente

existiert.

Bemerkung. Wir 16sen uns von der geometrischen Sprechweise und nennen
die Steigung der Sekante Differenzenquotient.
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Definition 3.2.1 (Differenzenquotient)
Es seien I ein offenes Intervall, a € I und f: 1 — R.
Die Funktion

T — 713(2 : i:(a) firz eI\ {a}

heifit der Differenzenquotient von f an der Stelle a.

Definition 3.2.2 (Ableitung in einem Punkt)

Sei I ein offenes Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar
im Punkt a € I, wenn der Grenzwert

f/((l) .— lim f(CC) 7 f(a)

r—a Tr—a

existiert. In diesem Fall heifit f'(a) die Ableitung von f an der Stelle a.

Bemerkung. Manchmal ist es praktischer, den um a verschobenen Differen-
zenquotienten zu betrachten.

h'_’w fiir h € (I —a) \ {0}

Man erhilt dann die Ableitung als Grenzwert im Nullpunkt:

@) = tim L@t =S (a)

h—0 h

Bezeichnung 3.2.3 (Abgeleitete Funktion)

Es sei I ein offenes Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar
auf [ oder differenzierbar im Intervall I, wenn f in jedem Punkt des Intervalls
I differenzierbar ist.

Dann ist die Ableitung f’ eine Funktion auf I:
oI —=R mit f oz f(z) firecl.

f' heiBt die abgeleitete Funktion zu f oder kurz die Ableitung von f.
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i. In der Physik werden nach NEWTON Ableitungen nach der Zeit mit einem
Punkt bezeichnet. Bsp.

Man findet in Literatur weitere Bezeichnungen fiir die Ableitung, insbesondere,
wenn f’(x) fiir alle x € I existiert.

alt) = o(t)

Bezeichnung 3.2.4 (fiir die Ableitung) ist die Beschleunigung a als Ableitung der Geschwindigkeit v.

ii. Ableitungen werden auch bezeichnet, indem man die Variable, nach der

Differentialquotient: Es sei z die unabhingige Variable der Funktion f. differenziert wird. als Index schreibt:

Nach LEIBNITZ nennt man die Ableitung auch Differentialquotient und

schreibt fiir die Ableitung im Punkt a fei=f" und feo=f".
d df df (z Dies ist besonders bei partiellen Ableitungen verbreitet:
Epw=Tw=2D  — @
dx dx dr lz=a of  of
Fiir die abgeleitete Funktion schreibt man fo= i ot Ox? (Warmeleitungsgleichung)
d, df
dxf Tdx U

Beispiele 3.2.5 (Ableitung von Potenz und Wurzel)
Differentiations-Operator: D : f — Df = D(f) := f und Df(a) = i. (z™) =na""! fiir n € Ng und = € R.
(Df)(a) := f'(a)

1 1 1_
ii. (xrlb)':Ex}l ! fiir n € N und z € (0, 00).

Beweis.

B k .
emerkung i. Firn € Ng und z # a gilt

i. Wenn man das Differential df richtig definiert, ist der Differentialquotient )
(siehe ?77?) wirklich ein Quotient und man schreibt: " —a® = & 1k el on
— = z"a — na fir z — a.
T—a
df (z) = f'(z) da.
ii. Fiir n € Nist der Grenzwert fiir £ — a und = # a:
ii. Der Begriff Differential wirkt zunéchst etwas schillernd, da man in Phy-

M 1 1 1 1 -1
sikbiichern hiufig kommentarlos fiir kleine Anderungen Az die Dif- Tn —an Tn —an o nz x%a"ilik>7l
k=0

n

ferenz Af = f(r + Az) — f(z) mit dem Differential df = f'(z)dx r—a (z7)" — (aw )"
identifiziert und df als infinitesimale Anderung bezeichnet.

n—1,_1
iii. Wir fithren die Differentiale und den Differentialquotienten deshalb erst - (na " ) :
am Ende des Kapitels ein, wenn die wesentlichen Eigenschaften der Ab-
leitung geklart sind.

Dann klart sich auch der oben angedeutete Gebrauch der Differentiale in

der Physik.

Feststellung 3.2.6 (differenzierbar = stetig)

Ist f : I — R an der Stelle a € I differenzierbar, dann ist f an der Stelle a
Bezeichnung. stetig.
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Bemerkung. 1. Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel der Betragsfunk-
tion zeigt:

f@) =z =

flx)—f(0) [ -1 firz<0,
T r—-0 1 fiirz > 0.

2. Es gibt Beispiele stetiger Funktionen auf einem Intervall, die in keinem
Punkte differenzierbar sind.

Das erste Beispiel einer solchen Funktion wurde von K. WEIERSTRASS 1861
veroffentlicht. Einige Jahrzehnte zuvor hatte bereits B. BOLZANO ein derarti-
ges Beispiel konstruiert.

3. Fiir ein einfaches Beispiel von T. TAKAGI (1903) einer nirgends differenzier-
baren, stetigen Funktion vergleiche man Kaballo Beispiel 19.15 oder Koenigs-
berger Kapitel 9.11.

Beweis (differenzierbar = stetig).
Man schreibe f in der Form:

P (z—a) firzell\{a}

und folgere

lim f(x) = f(a).

r—a

z#a

3.2.2 Rechenregeln fiir die Ableitung

Satz 3.2.7 (Rechenregeln der Ableitung)

Es sei I ein offenes Intervall. Die Funktionen f,g : I — R seien im Punkt
a € I differenzierbar.

Dann sind auch die Funktionen

f+g, f-g wund, falls g(a) #0, g

an der Stelle a differenzierbar.
Es gelten die Rechenregeln:
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= f'(a) +4'(a),
=Xf'(a) fir \eR..
f-9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
(i)'(a) _ f'(a)g(a) = f(a)g'(a)
9 9(a)? '

Linearitdt: (f +g)’
A

)
Produktregel:  (

Quotientenregel:

Bemerkung. 1. Man prége sich die Produktregel in dieser Reihenfolge ein:

(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a)

Die Produktregel gilt auch fiir andere, nicht notwendig kommutative Produkte.
Beispiel: Funktionen mit Werten in den Matrizen und das Matrizenprodukt
oder fiir das Skalarprodukt vektorwertiger Funktionen.

2. Wir fithren auch den Beweis der Quotientenregel so, daf er sich leicht auf
die Inversenbildung in anderen Produkten iibertragen l4f3t.

Beweis (Rechenregeln der Ableitung).
(f +9)(@) = (f +9)(a)

Linearitat: .
- f(x; - (J:(a) + 9(:2 - Z(a) @)+ d(a) fire—a
Produktregel: (f-9)(@) —(fg)(a)

xr—a

— f(x) — f(a)g(x) +f(a)g($) _g(a) N f’(a)g(a) +f(a)g'(a)

x—a x—a
. . 1
Quotientenregel: Es reicht, den Fall = zu untersuchen.
g
Da g(a) # 0 ist, existiert g(x) " in einer Umgebung von a.

g(x)_;:z(a)_l — g(z)"- g(ag)s:i(l’) - g(a)™?

Bemerkung. Mit den Rechenregeln ?? kann man Polynome und rationale
Funktionen differenzieren.
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Beispiele 3.2.8 i. Man zeige induktiv: Die Funktion ¢ : {I — a} — R ist stetig in A = 0 mit Grenzwert
(z") =na""" firneNund z € R. }ILEI}) @(h) = f'(a).
ii. Fiirn € Nund z € R\ {0} gilt Fiir die Differenz Af(a,h) der Funktionswerte von f in den Punkten a + h
und a gilt
—n\/ —n—1
(x ) = —nx .

Af(a,h) == fa+h) — f(a) = p(h) - h.

Beweis. Diese Umformung fiihrt uns zu dem folgenden Feststellung:

i. Der Fall n =1 ist klar. Nun wende man die Produktformel an.

ii. Firn € N und z # 0 gilt nach der Quotientenregel: T . . .
Lemma 3.2.9 (Aquivalenz zur Differenzierbarkeit)

(")  ma"t Es seien I C R ein offenes Intervall, a € I und f : I — R. Die folgenden
r2n r2n : Aussagen sind dquivalent:

1. f ist differenzierbar im Punkt a.

2. Es gibt eine in h = 0 stetige Funktion

3.2.3 Kettenregel p:{I—a} =R,
Bemerkung. Wir formulieren die Definition der Ableitung so um, da man so daf8 fiir alle h € {I — a} gilt:
nicht mehr den Grenzwert eines Quotienten untersucht. Dies bringt folgende

Af(a,h) = fla+h) — f(a) = @(h) - h.
Wenn dies erfiillt ist, dann ist f'(a) = ¢(0).

Vorteile:

e Die Beweise zur Differenzierbarkeit von Kompositionen differenzierbarer
Funktionen (Kettenregel) und der Ableitung der Umkehrfunktion verein-

fachen sich sehr, da man nicht darauf achten muf}, ob irgendwelche Nenner Beweis. Vergleiche die Vorbemerkung.
eine Nullstelle haben. Nach Voraussetzung existiert
e Wir wollen spédter auch Funktionen, deren Variable ein Vektor ist, dif-
ferenzieren. Den Differenzenquotienten kann man fiir solche Funktionen lim M = lim ¢(h) = »(0)
nicht bilden, da man durch Vektoren nicht teilen kann! h=0 h "0

Die Séatze und Beweise mit der dquivalenten Definition gelten sinngemaf
auch fiir Funktionen von Vektoren.

Bemerkung. Es sei f differenzierbar im Punkte a.

Wir bezeichnen den verschobenen Differenzenquotienten und seinen Grenzwert

bei h = 0 fiir h € {I — a} mit Satz 3.2.10 (Kettenregel)

Seien I, J C R offene Intervalle und

<p:h|—>{ f(a+h})L_f(a) fir h #0, R AN N

f'(a) fiir h = 0.
Funktionen. Wenn
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f an der Stelle a € I differenzierbar ist und
g an der Stelle f(a) € J differenzierbar ist,

dann ist die Komposition h = go f : I — R an der Stelle a differenzierbar. Es
gilt die Kettenregel

(gof)(a) =4'(f(a)) f'(a).

Bemerkung. Die Ableitung der Komposition g o f ist das Produkt der Ab-
leitungen der dufleren Funktion g mit der Ableitung der inneren Funktion f:

(9o f) = Gof)y - f
duflere Ableitung - innere Abbleitung

Bemerkung. Die Kettenregel gilt auch fiir Abbildungen zwischen Vek-
torrdumen. Deren Ableitungen sind Matrizen und das Matrizenprodukt ist
nicht kommutativ.

Man prage sich deshalb die Kettenregel in dieser Reihenfolge ein:

Beweis.Nach Lemma ?7 gibt es eine in O stetige Funktion
v:{J - fla)} =R,
1(0) = ¢'(f(a)),
9(f(a) + k) —g(f(a)) =~(k) - k
und eine in h = 0 stetige Funktion ¢ : {I —a)} — R, so daB
(0) = f'(a)
fla+h) = f(a) = @(h) - h.
Setzt man k := f(a+ h) — f(a) so folgt

9(f(a+h)) —g(f(a)) =~(fla+h) —f(a)) - (f(a+h)=f(a))
=7(fla+h)=f(a)) - @(h)-h.
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Da hw— y(f(a+h)—f(a)) - p(h) stetigin h =0 ist, ist nach Lemma ?? go f
differentierbar im Punkte a und

(g0 /) (f(a)) =(0) - ¢(0) = g'(f(a)) - f'(a).

Bemerkung. Wenn I C R ein offenes Intervall und f : I — R stetig und
streng monoton ist, dann ist f(I) ein offenes Intervall (vgl.

Wenn f und die Umkehrfunktion f~! differenzierbar sind, so folgt aus derKet-
tenregel 1 =1id" = (f "o f)' = ((f")' o f) - f und somit

Satz 3.2.11 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Es seien I C R ein offenes Intervall, f : I — R stetig, streng monoton,
J = f(I) und g : J — R die Umkehrfunktion zu f. Es sei f im Punkt a € 1
differenzierbar.

Die Umkehrfunktion g ist genau dann an der Stelle f(a) differenzierbar, wenn
f'(a) # 0. In diesem Fall gilt

Beweis (Ableitung der Umkehrfunktion).
Man vergleiche die Vorbemerkung.
Nach Lemma ?? gibt es eine in Ostetige Funktion ¢ mit:

p:{l—a} —R,
fla+h) = f(a) =¢(h)-h,
©(0) = f'(a)).
Da ¢(0) = f'(a) # 0 und f streng monoton ist, gilt ¢(h) # 0.
Man definiere eine stetige Funktion v : {J — f(a)} — R durch:

ko hi=g(f(@) + k) —a, ik (o(h) 7
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Man 16se auf: k = f(a+ h) — f(a) = ¢(h) - h und erhilt:

g(f(a) +k) = g(f(a) = h = (o(h) " -k =n(k) k.

Nach Lemma ?? ist g im Punkte f(a) differenzierbar.

3.2.4 Mittelwertsatz

Bemerkung. Wir betrachten in diesem Abschnitt Funktionen auf einem In-
tervall, die in jedem Punkt des Intervalls differenzierbar sind. Fiir diese Funk-
tionen zeigen wir den Mittelwertsatz und den Schrankensatz.

Beispiele iiberall differenzierbarer Funktionen sind unbestimmte Integrale F'
zu stetigen Integranden f. In diesem Fall
e ist der Integrand f = F' (siehe ?7)
e entspricht der Mittelwersatz der Integralrechnung ?? dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung ?7?.
e entspricht die Beschriinktheit des Integrals ?7?(3.) dem Schrankensatz 77.

Feststellung 3.2.12 (Ableit. eines unbest. Integrals)

Es seien I ein offenes Intervall, f € R(I) und F : I — R ein unbestimmtes
Integral von f, d.h.

F(z)—F(c) = /If(§)d£ fir alle z,c € I.

Dann ist F' in jedem Stetigkeitspunkt a von f differenzierbar und es gilt dort

F'(a) = f(a).

Beweis (Ableitung eines unbest. Integrals).
Da f im Punkt a € I stetig ist, existiert zu € > 0 ein § > 0, so daB

|f(&) — fa)] <e firalle €1, mit|{—al]<3d.
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Folglich gilt fiir z € I\ {a} mit |z — a| < §:

FOZED _ p) = |2 [ 00 - g
£ |zt —a|=¢
| — al o
D.h. iiir}lw:f(a)_

Beispiele 3.2.13 (Ableitung von exp, log und Potenz)
i. (%) =¢e* firzeR.
ii. Fir a > 0 gilt:

(a”) =log(a)a® fiir x € R.

iii. (logz) = fiir z € (0, c0).

8=

iv. Fiir a € R gilt:

a—1

(z%) = ax fir x € R.

Bemerkung. (3.) gilt allgemeiner:

(log |])’ = i fiir 2 € R\ {0}.

Beweis (Ableitung von exp, log und Potenz).
Man schreibe exp und log als Stammfunktionen und benutze die Feststellung 77:

i e’”:1+/ efd¢  firz eR.
0
ii. Essei a > 0. Nach der Kettenregel gilt:

(a*)" = (exp(log(a)z))’ = log(a) exp(log(a)z) = log(a)a”

iii. logz = /

iv. = (exp(alogz))’ = exp(alogz) -

fir € (0, 00).

J‘nl»—l

a—1

SRR
Il
e
8
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Bemerkung Das folgende Beispiel zeigt, dafl unbestimmte Integrale von Re-
gelfunktionen und iiberall differenzierbare Funktionen verschieden Klassen
sind.

Beispiele 3.2.14  i. |z| ist Stammfunktion von 2H — 1, H die Heaviside-
Funktion (vgl

Bemerkung. Man zeichne ein Bild eines ‘glatten’ Funktionsgraphen mit
den unten angegebenen Eigenschaften.

Die Funktion hat ein Maximum oder ein Minimum im Inneren des
Intervalls.

In diesem Punkt £ ist die Tangente waagerecht, d.h. f'(¢) = 0.

Lemma 3.2.15 (Satz von Rolle)

Es sei f : [a,b] — R stetig und die Einschrinkung f|(a,b) sei auf dem
offenen Intervall (a,b) differenzierbar.

Wenn f(a) = f(b) ist, so gibt es ein & € (a,b) mit f'(€) = 0.

ROLLE, MICHEL (1652-1719)

Bemerkung. Die obige Voraussetzung an eine Funktion f wird uns noch
héufig begegnen. Wir sagen kurz:

f ist stetig auf dem Intervall und im Inneren (des Intervalls) differen-
zierbar.

Beweis (Satz von Rolle).
Fall f konstant: Man wihle ein £ € (a,b).

Fall f nicht konstant: f hat ein Maximum oder ein Minimum, das nicht auf
einem der Randpunkte liegt.
Sei etwa £ € (a,b) und f(£) ein Minimum. Dann ist

flz) — £ { <0 firz <g x€la,b],

ey >0 firz>¢ € lab],
und folglich
fey :;igg% =0

Im Falle eines Maximums hat — f ein Minimum und es ist —f'(£) = 0.
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Satz 3.2.16 (Mittelwertsatz der Differentialrechn.)

Es sei f : [a,b] — R stetig und die Einschrinkung f|(a,b) sei auf dem
offenen Intervall (a,b) differenzierbar.

Dann gibt es ein & € (a,b) , so dafl

f(0) = f(a) = f'(&) (b—a).
45t.

LAGRANGE, JOSEPH, Louis (1736-1813)

Bemerkung Geometrisch besagt der Mittelwertsatz, daff die Tangente
im Punkte (a, f(a)) an den Graphen von f dieselbe Steigung hat, wie die
Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b))

f(b) — f(a)

I8~ ).

D.h. Tangente und Sekante sind parallel.

Beweis (Mittelwertsatz).

Der Fall b = a ist trivial. Es sei also a < b:

Subtrahiert man die Gleichung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und
(b.f(b)) von der Funktion f, so erhilt man eine Funktion ¢, auf die man den
Satz von ROLLE anwenden kann:

o @) (fla)+ U@ ),

b—a
Es gibt also ein € € (a,b) mit ¢'(¢) = 0. D.h.
pe =TI

Bemerkung. Aus dem Mittelwertsatz folgt unmittelbar das folgende ein-
fache, aber sehr bedeutsame Korollar:

Korollar 3.2.17 (Charakterisierung konstanter Funkt.)
Es sei I ein Intervall und f : I — R stetig und differenzierbar im Innern
von I.
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Wenn die Ableitung verschwindet
f'(x) =0 fiir alle z im Innern von I,

dann ist f konstant auf I.

Bemerkung. Der Mittelwertsatz gilt nur fiir reellwertige Funktionen.
Haufig benétigt man aber nur eine aus dem Mittelwertsatz folgende
Abschétzung, den Schrankensatz. Diese Methode, den Mittelwertsatz
zum Abschétzen einzusetzen, 148t sich weitgehend verallgemeinern.

Korollar 3.2.18 (Schrankensatz)

FEs sei I ein Intervall und f : I — R stetig und differenzierbar im Innern
von I.

Dann sind duivalent:

A. Die Ableitung ist beschrinkt: |f'| < L.
B. f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L:

[f(z1) = f(z2)| < Llzy — 22|  fiir 1,22 € 1.

Bemerkung. Aus dem Mittelwertsatz folgt das Monotoniekriterium.

Feststellung 3.2.19 (Monotonie-Kriterium)
FEs sei I ein Intervall, f: I — R stetig und differenzierbar im Innern von
I. Dann gilt

1. f ist genau dann monoton wachsend, wenn f' > 0 ist.
2. Wenn f' >0, dann ist f streng monoton wachsend.

Bemerkung. Das Beispiel = — 2% zeigt, da8 in (2.) die Umkehrung nicht
gilt.

Feststellung 3.2.20 (lokales Minimum)
Es seien I ein offenes Intervall, a € I und f : I — R eine differenzierbare
Funktion mit

f'(a) =0.
Dann gilt:
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1. Wenn es ein § > 0 so gibt, daf
f'l(a—6,a) <0 wund f'|(a,a+68)>0
ist, dann hat f ein lokales Minimum im Punkt a, d.h.
fla=8,a)> f(a) und f(a) < fl(a,a+0).

2. Wenn die zweite Ableitung f”(a) existiert und f'(a) > 0, dann hat f
im Punkte a ein lokales Minimum.

Bemerkung. Durch Ubergang zu — f erhilt man die entsprechende Cha-
rakterisierung eines lokalen Maximums.

Beweis (lokales Minimum).
A. Nach Feststellung ?7(2.) ist

fl(a—d,a) streng monoton fallend,

fl(a,a+38)  streng monoton wachsend.

B. Nach Lemma ?? gibt es eine in h = 0 stetige Funktion ® : {I—a)} — R,
so daB

2(0) = f"(a),
f'(a+h)— f'(a) = ®(h) - h.
Da ® in 0 stetig und ®(0) = f"(a) > 0 ist, gibt es ein § > 0, so daB
®(h) >0 fiir |h| < 6.
Da f/(a) = 0 ist, sind die Vorausetzungen von (1.) erfiillt:
fla+h)-h==&Ch)-h*>>0 fir0<|hl <3.

Bemerkung 3.2.21 (Einfache Form: de L’Hospital)

Es sei I ein offenes Intervall, @ € I und f, g : I — R seien im Punkte a
differenzierbar.

Es seien f(a) = g(a) =0 und ¢'(a) #0

Dann gilt

i @ _ f'(a)
2o gle)  g'(a)
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3.2.5 Hauptsatz der Integral- und Differential-Rechnung

Bemerkung. Die folgenden Fakten ergeben zusammengenommen den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
e Zwei unbestimmte Integrale Fi und F> einer Regelfunktion f € R([I)
unterscheiden sich nur um eine Konstante:

Fl(x)fFl(a):/If(f)dszg(x)ng(a) fircel

e Wenn F ein unbestimmtes Integral einer stetigen Funktion f : I — R
ist, dann ist ' im Inneren von I differenzierbar und F' = f (vgl.
Feststellung 77)

e Zwei auf einem Intervall iiberall differenzierbare Funktionen mit glei-
cher Ableitung unterscheiden sich nur um eine Konstante (vgl. Ko-
rollar ?? zum Mittelwertsatz).

Satz 3.2.22 (Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechnung)
Es seien I ein nicht entartetes Intervall und f € R(I) und stetig im
Inneren von I.
Fiir eine Funktion F : I — R sind dquivalent:
1. F ist stetig auf I und differenzierbar im Inneren von I mit Ableitung
F'=f.
2. F ist ein unbestimmtes Integral von f:

/ "K€) de = F(x) - F(a) fir alle a, z € I.

Bemerkung.

A. Der Schlufl des Hauptsatzes erlaubt es , Integrale einer stetigen
Funktion f dadurch zu berechnen, dal man zu f eine primitive
Funktion F mit F’ = f findet oder réit (siche Formelsammlungen).

B. In der deutschen Literatur wurde der Begriff primitive Funktion
durch den Begriff Stammfunktion verdringt. Im Englischen und
Franzosichen heifit F' the primitive of f bzw. le primitive de f.

C. Der wichtigere Schlufl des Hauptsatzes erlaubt es, Funktionen
mit vorgegebner stetiger Ableitung f zu konstruieren
Dies ist ein erster Schritt zu Losung von Differentialgleichungen.
Umgekehrt nennt man Losungen von Differentialgleichungen mach-
mal auch Integrale.
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Beweis (Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechnung).
Zu f € R(I)und festem a € I bilde man die Funktion

<I>a:»—>/mf(§)d£ firz € I.

Nach Feststellung 3.1.5 ist ® auf jedem kompakten Teilintervall von 1
stetig. Da der Integrand f im Inneren von [ stetig ist, ist & nach Fest-
stellung ?7 dort differenzierbar mit Ableitung ® = f. Also ist

O —F =f—f=0

Nach Korollar 7?7 ist ® — F' konstant.

Vergleiche Feststellung 77.

Bemerkung. Man kann den Hauptsatz der Differential- und Integral-
Rechnung auf Regelfunktionen erweitern, wenn man die Differenzierbar-
keit in allen Punkten etwas abschwicht: (vgl. Koenigsberger Kap. 9.10
und 11.4)

Hauptsatz der Diff.-u. Integralr. fiir Regelfunktionen.

Es sei I ein nichtausgeartetes Intervall. Fiir f € R(I) und F : I — R
sind dquivalent:

1. F ist stetig und bis auf eine abzdhlbare Ausnahmemenge A C I diffe-
renzierbar mit Ableitung

F'(z) = f(z), firzel\A.

2. F ist unbestimmtes Integral von f:

/bf(f)dsz(Jc)—F(a) fiir alle a, x € I.

Bemerkung. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
Rechnung ?? und der Kettenregel ?? ergibt sich unmittelbar die Sub-
stitutionsregel (vgl. Satz 77):

Satz 3.2.23 (Substitution)
FEs seien I und J Intervalle. Die Funktionen

JSI1LR
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seien stetig und g stetig differenzierbar im Innern von I.

Wenn F' eine Stammfunktion von f ist, dann ist Fog eine Stammfunktion
zu(fog)-g.

D.h. fiir alle a, b € I gilt

g(b) b
/ ) dy = / Fo(@)) ¢ (z) da
g(a) a

Bemerkung. Fiir die Anwendungen beachte man die Integralgrenzen
der beiden Integrale!

3.2.6 Grenzwertsitze fiir Folgen differenzierbarer Funk-
tionen

Bemerkung. Es sei f der Grenzwert einer gleichméfig konvergenten Fol-
ge (fn)n differenzierbarer Funktionen. Dann kann folgendes passieren:

e f nicht differenzierbar.

e f differenzierbar, aber (f,,), konvergiert nicht gegen f’.
Das typische Beispiel ist eine Folge von Schwingungen

1
fu(t) = = sin(n’t) fiir t € R,
n
deren Amplitude % — 0 und deren Frequenz n®> — oo geht. Dann geht

fn — 0 gleichmiiflig auf R, aber die Folge der Ableitungen f;,(t) =
n cos(nt) konvergent nicht gegen 0.

Satz 3.2.24 (Folgen differenzierbarer Funktionen)

Es sei I ein offenes Intervall und f, : I — R, (n € N) seien stetig

differenzierbar auf I. Es gelte:

(i) Die Folge der Ableitungen (f;)n konvergiert punktweise gegen eine
Grenzfunktion g : I — R.

(ii) Die Konvergenz f, — g ist gleichmdfig auf jedem kompakten Teilin-
tervall von I.

(iii) Es gibt ein a € I so daff die Zahlenfolge fn(a) konvergiert.

Dann gilt: (a) Die Folge (fn)n konvergiert punktweise gegen eine Grenz-

funktion f: I — R.
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(b) f ist differenzierbar mit Ableitung f' = g.
(c) Auf jedem kompakten Teilintervall von I konvergiert die Folge (fn)n
gleichmdf$ig gegen f.

Beweis.Aus dem Hauptsatz 77 folgt
fole) = Ful@) + [ fi©)de firael

Da die Folge (f;)» auf jedem kompakten Teilintervall J C I gleichmiBig
gegen g konvergiert, ist nach Satz
Nach Korollar 7?7 gilt fiir ein kompaktes Teilintervall J C I mit a, x € J:

| e~ [ gt€)de] < max|fae) - gl€)) 0

Also konvergiert die Folge (f»)n gleichmaBig auf J gegen f.

Fiir die Beispiele brauchen wir das Majorantenkriterium.

Satz 3.2.25 (Majorantenkriterium)

Gegeben seien eine Folge (an)n nichtnegativer Zahlen und eine Funktio-
nenfolge fn, : I — R, (n € N). Es gelte

1. Die Folge der Partialsummen der a, ist beschrdankt:

Zak<M<oo fir n € N.
k=1
2. Fir fast alle n € N ist | fn| < an.
Dann konvergiert die Funktionenfolge (sn)n der Partialsummen der (fn)n:

n

sn::an firn e N

k=1

gleichmdflig auf I.

Beweis (Majorantenkriterium).
Da die monoton wachsende Folge der Partialsummen }"7_, ax beschrinkt
ist, ist sie eine Cauchyfolge (vgl. Satz
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Beispiele 3.2.26 (Potenzreihe des Logarithmus)
Man setze

(=D
fansz fir x € R,

1—(=1)"z"™ . .
frrzo (b= { e frecRA(-1)
n fir z = —1.

Firr z € (—1,1) konvergiert f,(x) — g(z) := H% gleichmiBig auf jedem
kompakten Teilintervall [—r,7] C (—1,1):

,,,,TL

— 0 firze[—rr.

@) = 9(@)] < §

Da f»(0) = 0 konvergiert die Folge (f»)n» gegen die Stammfunktion von g
(vgl. mit Beispiel 77)

log(1+x):/ —_ = lim Z’ka fiir z € (—1,1).
O n— o0

Beispiel (Potenzreihe der Exponentialfunktion).
Man setze

no_k
fanZ% fir z € R.
k=0

Dann ist f, = fn—1 und 1+ [ fn(§) d€ = fnia1(x).
In Beispiel 77 hatten wir gezeigt:

n ok
x
e’ — E ﬁ’ < max{l,e"}
k=0

-

RS

Die Folge (fn)n konvergiert also gleichmaBig auf jedem kompakten Intervall
gegen die Exponentialfunktion.

Aus dem Grenzwertsatz 7?7 erhalten wir nun die bekannte Tatsache, daB die
Ableitung der Exponentialfunktion die Exponentialfunktion ist.
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Beispiele 3.2.27 (Potenzreihe von sinx und cos x)
Fiir die Grenzwerte sinz und cos x der beiden konvergenten Reihen

sinx = i 7(_1)k p2kHl
N (2k + 1)!

k=0
e 2+l
=4 ... —1)" .
T Tl T A G b1
R o G VS
cosz = Z @h)! x
k=0
2 4 6 2n
¢ Tt oz x
-1 r (-1 .
ST TR B A o T
gilt
(sinz)’ = cosz sin0 = 0,
(cosz)' = —sinx cos0=1.

Beweis (Potenzreihe von sinz und cos ).
Setzt man — nach dem Vorbild der Exponentialreihe —

sn:xHZ%m%ﬂ firzeR, neN,

firreR, neN,

i 1 2 < Y L|k< |
Ck+nl S gl S ORI

k=0 k=0

folgt nach ??, daB (s,), und analog (c,)n auf jedem kompakten Inter-
vall gleichm&Big konvergiert. Nach Satz 7?7 haben die Grenzfunktionen die
gewiinschten Eigenschaften:

sinz = lim sp(z) und cosz = lim cu(x).
oo

n— oo n—
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3.2.7 Ableitung als lineare Approximation
Bemerkung. Man schreibe nach Lemma ?7:
Af(a,h) = fla+h) = f(a) =@(h) - h
= ¢(0) -k + ((p(h) = ¢(0))) - h)

Mit ©(0) = f'(a) und r(h) := (@(h) — ¢(0))) - h erhilt man:

Af(a,h) = f(a+h) = f(a) = f'(a) - b +r(h).
Die lineare Abbildung R > h +— f'(a) - h approximiert die Differenz A f(a, h)
in einer Umgebung von h = 0. D.h., fiir das Restglied r(h) gilt:

tim L i o) = (@) = 0

h—0 |h| h—0

Man sagt, das Restglied r(h) geht fiir h — 0 schneller als linear gegen 0.

Bemerkung. Fiir die gdngigen Funktionen gilt sogar
()] < c|h?

mit einer Konstante ¢ € [0, c0)

Bemerkung 3.2.28 (quadratisches Restglied)

Es sei f : I — R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion. Zu a € I
wihle man § > 0, so daB [a — d,a+ 8] C 1.

Dann gilt fiir alle h € {I — a} mit |h| < ¢ r(h) die Abschitzung des
Restgliedes:

|r(h)] < max | " (a + x)|h*.
IxI<8

Beweis (quadratisches Restglied).

Es seien g eine stetige Funktion und g(’l), g(’Q)eine erste bzw. zweite
Stammfunktion. Nach der Taylor-Formel ??7 gibt es zu jedem x ein & zwi-
schen a und z, so da

(z-a)®

9(@) = ¢ (@) + ¢V (@) - 0) + g(60)

Mit Hilfe des Hauptsatzes 7?7 kann man dies umformulieren:
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Fiir eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion f : I — R, aund h € {I —a}
gibt es ein & zwischen a und a + h, so daB

f”(é_O) h2.

fla+h) = fa)+ f(a)h +—;

Hieraus folgt unmittelbar die behauptete Absch” atzung des Restgliedes.

Die Formulierung der Differenzierbarkeit als lineare Approximation ist der
Schlissel fiir die vielen Anwendungen der Differentialrechnung in Naturwis-
senschaft und Technik.

Satz 3.2.29 (Ableitung als lineare Approximation)
Es seien I C R ein offenes Intervall, f : I — R und a € I. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:
1. Die Funktion f ist differenzierbar in a € I.
2. Es gibt eine lineare Abbildung L : R — R und ein Funktion r :
{I — a} — R, genannt Restglied, derart, daf fir h € {I —a} gilt:

Af(ah) = fla+h) = f(a) = L(h) + r(h),
r(h)

T

In diesem Fall ist L(h) = f'(a) - h.

Beweis (Ableitung als lineare Approximation).

Wir hatten eingangs aus Lemma 7?7 gefolgert, daB die Ableitung eine
lineare Approximation mit den gewiinschten Eigenschaften des Restglie-
des liefert.

Aus (2.) folgt fiir den Differenzenquotienten
flath)=fla) L) _[rW] _

h hol T h

fiir h — 0. Eine lineare Abbildung L : R — R die Form
Lh)=1-h

mit einem [ € R und somit existiert die Ableitung f'(a) = I.
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Ausblick. Angesichts des simplen Beweises sieht die Formulierung und die
Unterscheidung zwischen der linearen Abbildung L : R — R und der Zahl
f'(a) =1 aufgebliht aus.

Das liegt daran, daB wir bisher nur den eindimensionalen Fall R! mit einem
festem Basisvektor betrachten.

e Diese Begriffsbildung 138t sich jedoch sofort auf n Dimensionen iibert-
ragen: L wird eine lineare Abbildung zwischen Vektorraumen und die
Ableitung f'(a) = I die zugehdrige Matrix beziiglich einer Basis.

e Weiterhin 138t sich diese Begriffsbildung fiir Funktionen auf Kurven
ibertragen. Die Tangentialgerade in einem Punkt der Kurve iibernimmt
die Rolle des Vektorraumes R*.

e Der nichste Schritt sind dann Flachen und die n-dimensionalen Gebilde,
die Mannigfaltigkeiten.

3.2.8 Rechnen mit Differentialen

Bemerkung.
e Die Auffasung der Ableitung als lineare Approximation klart, was das
Differential df einer auf einem Intervall I differenzierbaren Funktion f :
I — R sein soll.
e In der Lehrbuchliteratur wird die Einfiithrung des Differentials haufig bis
zur Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variabler aufgescho-
ben.

e In den Anwendungsfichern ist das formale hantieren mit Differentialen
— da sehr suggestiv — {iblich und spater wird es auch in der Mathematik
benutzt.

e Zur Vereinheitlichung der Anwendungen und Schreibweisen, setzen wir
von vornherein voraus, das das f, zu dem man das Differential df bildet,
stetig differenzierbar ist.

Bezeichnung 3.2.30 (Differential einer Funktion)
Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R sei auf ganz I (stetig)
differenzierbar. Zu jedem Punkt a € I gehort gemafl Satz ?7? die lineare
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Abbildung
hi f'(a)-h fiir h€R,

die wir das Differential von f im Punkt a nennen und folgendermaflen
bezeichnen:

df(a) :R =R, hw~ df(a)(h):= f(a)-h.

Bemerkung. (Das Differential ist eine Abbildung)

A. Das Differential df einer Funktion f : I — R ordnet jedem Punkt a € I
die lineare Abbildung (Linearform) df(a) : R' — R zu.

df :avdf(a) firael.

df ist eine Abbildung von I in den Raum Lin(R',R) der Linearformen
auf dem Vektorraum R*.
Man kann df als Funktion von zwei Variablen auffassen:

df : I xR' - R,

df : (a,h) — df (@) (h) = f'(a) - h.

B. In jedem Punkte a € I gilt die lineare Approximation

Af(a,h) = df (a)(h) + ra(h)

Ta(h)
h—0 |h|

=0.

Bemerkung. (Rechnen mit Differentialen)

A. Wir erklaren das Rechnen mit Differentialen. Im eindimensionalen Fall,
d.h. der Definitionsbereich I C R, handelt es sich lediglich um andere
Schreibweisen fiir die zuvor gewonnenen Ergebnisse.

B. Hinweis: Im Fall von Funktionen von n Variablen gelten die Formeln,
trotz analoger Bezeichnungen, nicht ganz
so einfach weiter (siehe Analysis II).

e Das Produkt einer Funktion mit einem Differential ist i. a. kein Diffe-
rential einer Funktion.
e Der Begriff Differentialquotient macht keinen Sinn mehr.
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e Die Integrale werden durch entsprechende h6herdimensionale Integral-
formeln ersetzt.

Bezeichnung (Differential der identischen Abb.)
Zu der identischen Abbildung des Intervalls I gehdrt das Differential did;(a).
Schreibt man die identische Abbildung als x, so ist dr = did; und
dz(a): h— dzx(a)(h) =1-h = h.

Es gilt also df (a)(h) = f'(a) - h = f'(a) - dz(a)(h), kurz:

df = f' - dx.
Alle Differentiale sind von der Form

Funktion - dz.
Bemerkung. Die identische Abbildung und ihr Differential miissen nicht « und

dx heiBen. Man kann jeden anderen Buchstaben, der nicht miBversténdlich
ist, wahlen. Man sollte nur die Bezeichnung beibehalten!

Bezeichnung 3.2.31 (Produkt: Funktion- Differential) Es  seien
I C R ein offenes Intervall und f, g : I — R stetig und f stetig
differenzierbar.
Man erklart ein Produkt von Funktionen mit Differentialen, das wieder
ein Differential ergibt:

Man wiihle eine Stammfunktion H von gf’. Dann sei

gdf =g-df :=gf -dv=H'-dr=dH.

Bemerkung. 1. Das Produkt ist wohldefiniert.

2. Das Produkt ist assoziativ, distributiv und kommutativ fdg = (dg)f.
Bevorzugt wird f dg geschrieben.

3. Beispiel: df = f' - dx.
4. Produktformel: d(fg)=f-dg+g-df.
5. Kettenregel: d(fog) = (f og)-dg.
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Bezeichnung 3.2.32 (Differentialquotient)

Es seien I C R ein offenes Intervall und f, g : I — R sei auf ganz I
differenzierbar.

Wenn g'(a) # 0 fiir alle a € I, so gilt fiir die Differentiale df = f’ dx und
dg = ¢’ dz die Beziehung:

Da das Produkt kommutativ ist, definiert man in diesem Fall, wie bei
Zahlen, den Differentialquotienten

df df
—lar> —
dg dg

%

—~
S

=

firael.

(a) :=
Bemerkung. Speziell gilt also fiir f : x — f(x)

oo
Lw=rw.

Bezeichnung (Integral eines Differentials).
Es seien f : [a,b] — R stetig und g : [a,b] — R stetig und im Innneren stetig
differenzierbar. Man setzt dann

[ 1is= [ st@g @i

Das obige Integral jab fdg ist ein Spezialfall eines Riemann-Stieltjes Inte-
grals.

Bemerkung (Zum Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechn. Den Hauptsatz 77
kann man folgendermaBen kurz formulieren.

Essei F : [a,b] — R stetig und im Inneren des Intervalls stetig differenzierbar.
Dann gilt

/b dF = F(b) — F(a).

Bemerkung (Zur Substitution von Integralen).
Es seien I und J Intervalle. Die Funktionen

JSI1LR
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stetig differenzierbar. Dann gilt

d(fog)=(fog)g dv=(f og)dy.

Fiir eine stetige Funktion h : I — R gilt (vgl. Satz ?7)

g(b) b
/g(a) hdf:/a (hog)d(fog).

Fiir die identische Funktion x gilt d(x o g) = dg und somit speziell

g(b) b
/ hdx = / (hog)dg.
g(a) a

Bemerkung. (Infinitesimale Gr6Ben)

Wie vertragt sich diese Definition des Differentials mit dem anschaulichen
Gebrauch des Differential in den Naturwissenschaften?

Man betrachtet dort eine physikalische GréBe f, die von einem Parameter x
abhangt.

Man spricht von der infinitesimalen Anderung df, die f erfihrt, wenn der
Parameter = sich um einen verschwindend kleinen (infinitesimalen) Wert dz
dndert.

Vergleichen wir dies mit der Definition des Differentials:

e In dieser Sprechweise sind die Variablen nicht angegeben:
— der Punkt zo, in dem sich das System befindet,
— die Anderung Az(wo, h) = (zo +h) —z0 =h

Man schreibt fiir die Anderung h kurz Az.

e Die Differentiale dz und df sind mit ihrem Funktionswerten identifiziert:
dz = dz(wo)(Az) = Az, df = df (20)(Ax) = f'(x0) - A

Das Differential df = df(xzo)(Ax) ist linear in der Variablen Az, dndert
sich also proportional zu Ax. Wenn Ax sehr klein wird, wird eben df =
df (zo)(Az) im selben MaBe klein. Das ist die Deutung des Begriffes infini-
tesimal GroBe.

Die Differenz Af und das Differential df unterscheiden sich nur um das
Restglied:

Af —df = Af(xo, Az) — df (z0)(Az) = 12, (Az).
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Der Unterschied geht schneller als linear — in den praktischen Fillen meist
sogar quadratisch — gegen Null.

Diese beliebig kleine Unterschied ist nicht Null, wird aber fiir die betreffende
physikalische Argumentation klein genug gewdhlt. In diesem Sinne gilt die
Gleichung Af = df.
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3.3 Trigonometrische Funktionen

Man kann nun die hergebrachte Beschreibung der trigonometrischen

. . . . . — Funktionen auf dem Intervall (—m, 7] als Winkel-Funktionen geben.
Bemerkung. Die Funktionen cos und sin wurden bereits kurz im Beispiel 7?7 (=, ] &

als Potenzreihen eingefiihrt.
e Die Eigenschaften des Sinus und des Cosinus werden aus ihren Ablei-

e Im n&chsten Kapitel (Analysis 1) werden dann die komplexen Zahlen
und die Exponentialfunktion im Komplexen eingefiihrt.

tungseigenschaften hergeleitet:
/ . s !
cos = —sin, sin’ = cos.

Die Funktionen cost und sint sind also Lésungen der freien Schwin-
gungsgleichung.

Aus der Form der Schwingungsgleichung folgen die Eindeutigkeit der
Lésung des Anfangswertproblems, die Potenzreihenentwicklung der
Lésungen, die Periodizitdt und andere trigonometische Formeln.

Die Funktionen cost und sint sind periodisch mit der Perode 2.

Die Punkte (cost,sint) liegen auf dem Einheitskreis S*. Fiir das Intervall

Im Komplexen lassen sich Beziehungen unter den trigonometrischen
Funktionen, weiter vereinheitlichen und vereinfachen.

3.3.1 Harmonische Schwingungen

Bemerkung. Die Schwingungsgleichung ist eine lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung bzw. ein System von zwei gekoppelten Differenti-
algleichungen erster Ordnung.

Bemerkung und Bezeichnung 3.3.1

N . A. Die Funktionen u : t — cos(t) und v : t +— sin(¢) (vgl. ??7) sind
(=, 2m] ist die Abbildung Lé . . .
osungen der Schwingungsgleichung:
(—m, 7] >t S ,
" u = —v,
e . . . . v +u=0 <& '
bijektiv. Die Umkehrabbildung heiBt Argument-Funktion arg(z,y) v =u
Der Kreis ist orientiert: er wird im mathematischen Drehsinn entgegen- . oL
gesetz zum Uhrzeigersinn durchlaufen. Die Argumentfunktion ist streng mit den Anfangswerten zur Zeit £ =0
monoton wachsend. u(0) = 1, u’(O) =0 < u0)=1, v(0)=0.
Ein Kreisbogen hat, wie ein Intervall, einen Anfangs- und einen Endpunkt.
Zur Definition der Lange eines Kreisbogens betrachtet man den oberen B. Wenn man in der linken Gleichung v := —u’ setzt, erhilt man die
und unteren Halbkreis jeweils als Graphen einer differenzierbaren Funkti- rechte und umgekehrt.
on und definiert die Kurvenldange dieser Graphen als Bogenlange.
Zwischen A t-Funktion und Bogenl3 f dem Einheitskreis b Bemerkung.
wischen Argument-Funktion und Bogenlénge auf dem Einheitskreis be-
su ! ! & geau A. Physikalischen Deutung der Schwingungsgleichung:

steht die folgende Beziehung:

Die Linge eines Kreisbogens mit Anfangspunkt P und Endpunkt ), der
nicht den Punkt (—1,0) enthilt, ist die Differenz der Argumente vom
Endpunk und Anfangspunkt des Kreisbogens:

Léinge(PAQ) =arg@ —arg P

Das Argument arg P eines Punktes P nennt man auch den Winkel der
Geraden vom Ursprung O durch den Punkt P gegen die positive z-Achse.
Der Winkel wird im BogenmaB gemessen.

e u Auslenkung eines Massenpunktes der Masse m aus der Ruhelage.

e Riickstellkraft ist proportional zur Auslenkung: F' = —Du. Es wirken
keine weiteren Krafte ein.

e u’' Geschwindigkeit, u” Beschleunigung.

e Newtonsches Kraftgesetz: mu”’ = —Du. Zur Vereinfachung sind m =
1 und D =1 gesetzt.

Die Abbildung t — (u(t),u’(t)) € R? durchliuft im Phasenraum R? eine
Kreislinie im Uhrzeigersinn.
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B. Wir haben v = —u’ gesetzt, damit die Abbildung
t— (u(t),v(t)) € R?

die Kreislinie im mathematischen Drehsinn durchliuft.

Feststellung 3.3.2 (Schwingungsgleichung ist linear)
Die Schwingungsgleichung
u = —v,
/
v =u.
ist linear. D.h., sind ui,v1 und uz2,v2 Ldsungen (mit unterschiedlichen
Anfangswerten), dann ist auch jede Linearkombination:

aiul + Qug,

o1 + Qeva

mit Konstanten a1, as € R, wieder eine Losung der Schwingungsglei-
chung.

Beispiele 3.3.3 (Anfangswertprobleme)
A. u:tr cost,v:t sint ist Losung der Schwingungsgleichung mit
den Anfangswerten:

u(0) =1, v(0) = 0.

B. @:t+— —sint, ¥ :t+— cost ist Losung der Schwingungsgleichung mit
den Anfangswerten:

4(0) =0, 9(0) = 1.
C. Die Schwingungsgleichung mit den Anfangswerten:
Uug,vo (0) = U0, Vug,uo(0) =vo mit ug,vo € R,

hat die als Lésung die eine Linearkombination der Losungen von (1.)
und (2.):

Ung,vp T UpCOST — Vo sint

Vug,vg T > Ugsint + vg cost
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Bemerkung 3.3.4 (Energie konstant)
A. Die Funktion F heifit die Energie der Schwingung;:

E:=u*+¢°
E ist konstant:
E' =2u/ +20w' =0 = FE=E(0).
B. Fiir die Lésung des Anfangswertproblems ?7(1.)
u(0) =0, v(0) =1
gilt u? +v? =1, d.h (cost)? + (sint)? = 1.
Feststellung 3.3.5 (Eindeutigkeit der Losung)

Die Lésung der Schwingungsgleichung ist durch die Anfangswerte eindeu-
tig bestimmit.

Beweis (Eindeutigkeit der Lésung).
Es seien u1,v1 und usz,v2 Lésungen der Schwingungsgleichung mit jeweils glei-
chen Anfangswerten. Dann ist die Differenz eine Lésung mit Anfangswerten
Null (vgl. 7?)
U= U1 — Uz, u(0) = u1(0) — u2(0) =0,
v

V1= v — V3, v(0) =

Man bilde die Funktion (Energie)

N
M

E:=u"+v
Dann folgt nach Korollar ?7:
E' =2uu/ +20w'=0 = E=E(Q0)=0.

Also sind u = 0, v = 0 und somit u; = u2, v1 = V2.
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Bemerkungen und Beispiele 3.3.6
A. Die Schwingungsgleichung ?? mit den Anfangswerten

u(0) =1, v(0) =0
hat die Losungen u(t) = cost, v(t) = sint und:
u(t) ;= u(—t) und o) := —v(—t).

Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt:
cos ist eine gerade Funktion,
sin ist eine ungerade Funktion.

B. Die Schwingungsgleichung mit den Anfangswerten:
Uug,vg (0) = U0, Vug,vg (0) =wvo mit up,v9 € R7
hat die eindeutige Losung

Ung,vo L UgcOSt — vosint

Vug,vp © T H> UpSint + vg cost

Bemerkung. Man approximiert Lésungen von Differentialgleichungen durch

Naherungen, die man durch Integrieren verbessert. Im Fall der Schwingungs-

gleichung sieht das so aus:

Fiir das Anfangswertproblem ??(1.) w(0) = 1, v(0) = 0 gilt cost = u(t) < 1.
1

Durch sukzessive Integration iiber [0, t] folgt:
v’ =u, v(0) =0 = v(t) <t
2
' =—v, u(0) =1 = I—Egu(t)
£
v’ =u, v(0) =0 = t—ggv(t)
, . 2!
v =—v, u(0) =1 = u(t)\1_5+5
, 0
v =u, v(0)=0 = v(t) <t §+§
;o B 2t 0
u——v,u(O)—l = 1_5—'_@_6\ (t)
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Bemerkung 3.3.7 (Sukzessive Approximation)

Integriert man die Abschitzung cos(t) < 1 fiir ¢t € R, sukzessive iiber
das Intervall [0,¢], so erhédlt man induktiv fiir n = 0,1,... und ¢ > 0 die
Abschéitzungen:

2n+1 1 k - 2n 1 k ok

; ((2k§! 17 < cos(t) < ; ((213! v M
Zntl -1 k 2 1 . 2 -1 k 2 1
Y a0 ey ©

Hieraus folgt fir n =0,1,... und t € R:

n -1 k 2 t2n+2

kZ:O ((2k§! £ - COS(t)’ < @nt2y )
n (71)’6 k1 t2n+3
kzzo ot m(t)‘ S @ata) @

Beweis (Sukzessive Approximation).

A. Die Ungleichungen (??) und (??) ergeben sich induktiv, wie in der Vor-
bemerkung gezeigt wurde.

B. Aus der Eindeutigkeit der Ldsung des Anfangswertproblems ?7(1.)
u(0) =1, v(0) = 0 folgt

u(—t) =u(t) und ov(—t)=—v(t).
C. Also gilt die Abschitzung von wu(t) fiir alle ¢t € R.

In der Abschatzung von v(t) verkehren sich fiir ¢ < 0 die Vorzeichen.
Aus (??) folgt also (?7?) und aus (?7?) folgt (?7).

Korollar 3.3.8 (Postenzereihen von cos und sin)
Da

n

lim =0 firteR,

n— o0 n'
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konvergiert die Potenzreihe (77) gegen cost und die Potenzreihe (77) ge-
gen sint (vgl. Beispiel 77).

COSl = (2]{,‘)' B
k=0

e (FDE

blnt—th .

ol
Il

0

Bemerkung 3.3.9 (Kleinste Nullstelle von cost)
Es gibt eine kleinste positive Nullstelle tyo der Funktion ¢ +— cost.
Diese liegt im Intervall

to € [x/ﬁ 6 — \/12} ~ [1.41,1.59]
und ist eine einfache Nullstelle. D.h, die Ableitung — sinty # 0. Es ist
sintp = 1 und

0 < cost fiir t € (—to, o),
0 <sint fiir t € (0,%0].

Bezeichnung 3.3.10 (Zahl 7)
Man bezeichnet

T = 2to,

wobei to die kleinste positive Nullstelle der Funktion ¢ — cost ist.

Beweis (Kleinste Nullstelle von cost).
Nach Bemerkung ??, Gleichung (??) gilt

2 2
1—5<cost<1—§+z fir 0 < ¢.
Also ist

0 <cost fir0<t <t =+v2~1,41,

costa <0 fir to =1/ 6 — /36 — 24 ~ 1.59,
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Nach dem Zwischenwertsatz
Fiir die Ableitung (cost)’ = —sint gilt nach Bemerkung ??, Gleichung (?7)
3
—sint < —t4 o <0 fiir0<t< V6245

Also gibt es genau eine einfache Nullstelle costo = 0 in [t1,¢2]. und es ist
sintp = 1. Ferner gilt 0 < cost fiir t € [0,%0).

Bemerkung 3.3.11 (Verschiebung um %)
A. Es gilt (vgl. Abbildung ?7(?7.))

™ : T .
cos(t + =) = —sint, cos(t — =) = sint,
2 und 2
T T
sin(¢ + 5) = cost sin(t — 5) = —cost.

B. Aus den Anfangswerten erhilt man die Wertetabelle:

t | -r -5 0 3 T %’r 2
cost | —1 0 0 -1 0 1
sint 0o -1 0 1 0 -1 0

Beweis.1. Die Funktionen
u:t— —COS(t-i-g) und ’U:t>—>Sin(t+g)
sind eine Lésung des Anfangswertproblems

u = —v, u(0) =0,
v o= und v(0) =1

Da die L8sung eindeutig ist (vgl. 7?), folgen die linken Gleichungen.
Nach Beispiel 7?(??) ist cos eine gerade Funktion und sin ungerade:
T
2

sin(t — g) = —sin(—t + g) = —cos(—t) = — cost.

cos(t — g) = cos(—t+ =) = —sin(—t) = sint,
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Bemerkung 3.3.12 (Kleinste Nullstelle von sint)
A. Esist 0 <sint fir 0 <t <.
B. = ist die kleinste positive Nullstelle von ¢ — sin t.

C. Es gelten die folgenden Vorzeichen:

te | (_ﬂ-v—%) (_%70) (O,%) (5777) (71-737‘”) 3%777)
cost - + + - +
sint — — + + — —
Y
14
sinx
»- T
0 5 i %’T 2
Ccos T
—1d
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A. Es seien f: R — R. Eine Zahl 0 < p heif}t eine Periode von f, wenn
fit+p=f(t) fiiralleteR.

B. Eine nichtkonstante, stetige, periodische Funktion hat eine kleinste
Periode

p := min{q | ¢ ist eine Periode von f}

f heiffit dann periodisch mit der Periode p.

Beweis (Kleinste Nullstelle von sin t).
A. Nach ?? (?7)
3
0<t— g <sint fir0<t<vG,

Nach Definition ?? von 7 folgt:

0 < sint f[]r0<t<g<\/6f\/36724<\/6,

Nach ?? (??) und ?7 gilt:
2

t . .
I—Eécost:sm(t—&—g) firo <t <

Also ist 0 < sint fir 0 <t < .
B. Aus Bemerkung 77 folgt sinm = cos § = 0.

il
5"

Bezeichnung 3.3.13 (Periodische Funktionen)

Bemerkung 3.3.14 (sin und cos sind 27-periodisch)
A. Firt € Rund n € Z gilt

cos(t + nmw) = (—1)" cost,

sin(t + nw) = (—1)" sint.

B. Die Funktionen ¢ — sint¢ und ¢ — cost haben die (kleinste) Periode
2.

Beweis.
A. Die Aussage folgt induktiv aus dem Fall n = £1.
Aus Bemerkung 77 folgt

cos(t + ) = —sin(t + g) = —cost,
cos(t — ) = sin(t — g) = —cost.

Analog folgt die Behauptung fiir ¢ — sint.

B. Da sin’ = cos und cos’ = —sin ist, haben Sinus und Cosinus die gleiche
Periode.
27 ist eine Periode von sin und cos.
Wenn es eine kleinere Periode p gibt, dann gilt sinp = sin(0 + p) =
sin0 = 0. Da 7 die kleinste positive Nullstelle ist (vgl. ??), folgt p = .
Da cos(m) = —cos0 = —1ist, ist 7 keine Periode.

Bemerkung. (Phasenbild im Phasenraum)
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e Das Verhalten einer Lésung der Schwingungsgleichung 13Bt sich geome-
trisch besser im R? beschreiben:

R >t (u(t),v(t)) € R?

In der Physik heiBt dies das Phasenbild.
e Hat die Losung die Anfangswerte

u(0) = uo, ©v(0) = vo,

so liegen Punkte (u(t),v(t)) auf dem Kreis um den Ursprung mit Radius
r (vgl. Bemerkung 77(1.)):

=2 2
ri=/ug + vg.

e Wir wollen zeigen, daB die Bildpunkte {(u(t),v(t)) | t € [0,27)} den
gesammten Kreis mit Radius r ausfiillen.

Satz 3.3.15 (Argumentfunktion, Polarkordinaten)
A. Zu jedem Punkt (z,y) auf dem Einheitskreis

st = {(z,y) |2,y eR und z* +y° = 1}
gibt es genau ein ¢ € (—m, 7| mit
cosp =1, sinp = y.
Die Abbildung des Finheitskreises
arg: S' — (=, m],
arg : (z,y) — ¢

heifst Argument-Funktion.

B. Zu jedem Punkt (z,y) € R?\ {0}} gibt es genau ein p € (—m, 7] und
einr € (0,00), so dafl

T = 1TCoSp, y = rsinp.

Esist r = \/x? +y2 und ¢ = arg(z,y) := arg(%, ¥).
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Beweis.
A. Man setze arg(1,0) := 0 und arg(—1,0) := 7.
Die Funktion

cos

(0,7) = (—1,1) ist bijektiv, streng monoton fallend,

(—m,0) <% (—1,1) ist bijektiv, streng monoton wachsend.
Zu x € (—1,1) gibt es also zwei Werte
t1 € (0,7), ty € (—m,0),
mit cost; = x = costa. Nun ist |sinti| = |sintz| = |y| und
sint; > 0, sinte < 0.

Man wihle also ¢ € {t1,t2}, so daB sinp = y.
B. Man setze 7 := /22 +y2 und p = arg(%,¥).

Bezeichnung 3.3.16 (Polarkordinaten)
Die durch den Satz ?7(?7) definierte bijektive Abbildung
R*\ {0} — (0,00) x [0,2m),
(@,y) = (1, 9)
heilt Polarkoordinaten. Man nennt

r = /22 + y? die euklidische Norm des Vektors.
@ = arg(z,y) := arg(¥, ¥) das Argument des Vektors.

Bemerkung.1. Eine alternative Definition des Arguments ist:

¢ = %) firo<p <,
’ p+2m fir —7m < <O0.

2. Man nennt ¢ ( oder ¢ ) den im BogenmaB gemessenen Winkel des Vektors
(z,y) gegen die z-Achse oder den Winkel zwischen dem ersten Basisvektor
(1,0) und dem Vektor (z,y).

Wir vereinbaren ad hoc:
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Bezeichnung 3.3.17 (Positiver Drehsinn)

Es sei I C R ein Intervall und f : I — S' eine stetige Abbildung in den
Einheitskreis.

Wir sagen, f lauft im positiven Drehsinn, wenn es zu jedem inneren
Punkt ¢ € I mit f(t) # (—1,0) ein § > 0 gibt, so daB

argof : (t —06,t+0) — (—m, ]
monoton wachst.
Beispiel. Die Abbildung
R 3t — (cost,sint) € S'

wickelt die Zahlengerade R abzdhlbar unendlich oft im mathematischen po-
sitiven Drehsinn um den Einheitskreis S!

Bemerkung 3.3.18 (Additionstheorem fiir cos und sin)
Fiir ¢,p € R gilt

cos(t + ) = costcosp —sintsin g
sin(t + ) = sint cos ¢ + costsin ¢

Bemerkung
A. Jede Losung der Schwingungsgleichung hat die Form

u:t—rcos(t+¢) und v:t— rsin(t+ )

mit einer Amplitude r € [0,00) und einer Phasenverschiebung
@ € [0,2m). Dabei sind (r,¢) die Polarkoordinaten der Anfangswerte
(u(0),v(0)).

B. Das Additionstheorem schreibt sich einfacher mit Hilfe der komplexen
Zahlen und der Eulerschen Formeln:

ei(t-w) = et . .

" o
e =cost+isint, e

Beweis (Additionstheorem fiir cos und sin).
Die Funktionen

u:tr—cos(t+9) und wv:t—sin(t+ @)
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sind eine Lésung des Anfangswertproblems

v = —v, u(0) = cosey,
o= v(0) =sinep.

Da die Losung eindeutig ist (vgl. ??) stimmen diese Lésung und die Ldsung
gemaB ?? (?7?) iiberein. D.h.

cos(t + ) = costcosp — sintsin g,

sin(t + ¢) = sint cos p + costsin .

3.3.2 Kurvenlinge und Bogenmaf}

Bemerkung. Wir wollen die Lange des Graphen L,y f einer stetig differen-
zierbaren Funktion f iiber einem Intervall [a, b] durch anschauliche Forderun-
gen eindeutig beschreiben.

Dazu beschranken wir die Betrachtung zunichst auf monotone Funktionen
f, g auf einem offenen Intervall I.

e Esseien f und g monoton wachsend. Wenn man ihren Graphen wie einen
Berghang hochlauft, so wird iiber demselben Intervall der steilere Graph
den ldngeren Weg ergeben.

e Wenn die eine Funktion wichst und die andere fillt, so wird ebenfalls
der steilere Weg der langere sein.

Ferner soll die Lange additiv sein. Fiir Geradenstiicke wird die Lange mit Hilfe
des Satzes von Pythagoras bestimmt.

Definition 3.3.19 (Axiome der Linge eines Graphen)

Es sei I ein offenes Intervall. Die Kurvenldnge ordnet jeder stetig diffe-
renzierbaren Funktion f : I — R und jedem kompakten Intervall [a,b] C I,
eine reelle Zahl zu:

f = L[a,b]f‘

Dabei sollen die folgenden Regeln gelten:
Intervall-Additivitat: Fira, b, c € R mit a < b < ¢ gilt:

Lia,o)f + L, f = Lia,q f-
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Monotonie in den Ableitungen:
0<[f1<lgl = Lay/f<Layng
Eichung: Fir eine affine Funktion r — ax + (3 gilt:

Ligp (o 4 B) := \/1 +a?2(b—a)

Bemerkung (Integralformel: Kurvenldnge).

Fiir stetig differenzierbare Funktionen f : I — R und Intervalle [a,b] C I
erfiillt die folgende Integralformel offensichtlich die Axiome ?? der Linge
eines Graphen:

[ f[a,b] V1+ (f)2.

Wir wollen zeigen, daB dies die einzige Moglichkeit ist, die Lange zu definieren.

Feststellung 3.3.20 (Kurvenliinge existiert eindeutig) Die Linge
von Graphen stetig differenzierbarer Funktionen ist durch die Axiome 77
eindeutig bestimmit.

Fiir eine stetig differenzierbare Funktionen f : I — R auf einem offenen
Intervall I und jedes kompakte Teilintervall [a,b] C I gilt fiir die Kur-
venldnge:

L[a,b] f = f[a,b] V 1 + (f/)Q‘

Beweis (Kurvenlinge existiert eindeutig).

Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen:

Es sei L eine Kurvenldnge ist, die die Axiome 77 erfiilt. Man fixiere einen
Punkt a € I und bilde die folgende Funktion:

. L[aﬁz]f firzel, a<ux,
v —Lpgo f firzel z<a,

Fiir zo < 2 gilt [(x) — I(x0) = L{z,,2)- Da L monoton ist, folgt

min /1 +f'(f)2 < M < max /1 _|_f/(£)2_

~
E€[xo,x] T — Xo E€fzo,x]
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Da f' stetig ist, existiert der rechseitige Grenzwert:
l(z)—1
lim (.ZC) (mO) — /1+f/(l'0)2.
x|z T — X0

Analog erhidlt man fiir den linkseitigen Grenzwert denselben Wert. Also ist

U= /1+(f)2 und i(z) = [T /T+ F/(€)2de.

Feststellung 3.3.21 (Kurvenlinge der Umkehrfunkt.)

Es seien I,J C R offene Intervalle und f : I — Jeine streng monoton
Funktion mit Umkehrfunktion g : J — 1.

Es sei f stetig differenzierbar und f'(z) # 0 fir z € I.

Dann haben der Graph von f und der Graph der Umkehrfunktion g tber
einander entsprechenden Intervallen die gleiche Kurvenlinge:

Liaw)(f) = Lyapp(g)  fir [a,b] C 1.

Bemerkung.
A. Wenn f streng monoton wachsend ist, gilt

Lia)(f) = Liyay.say(g) fiir [a,b] C 1.
B. Wenn f streng monoton fallend ist, gilt

Liap)(f) = Liso),(a(9)  fir [a, 0] C 1.

Beweis (Kurvenlinge der Umkehrfunktion).

Fall f streng monoton wachsend: Da nach Vorausetzung f'(x) # 0
ist, folgt aus dem Monotonie-Kriterium ?7, daB f'(z) > 0 fiir alle x € T
ist.

Fiir ein kompaktes Intervall [a,b] C I folgt nun aus der Beziehung (vgl.
Satz 77 ) (g9)'(f(2)) = f'(x)~" und der der Substitutionsformel 7?7

£(b)
Lis(ay,rm1(9) = /f( : V14+g(y)*dy
b
— [ VIFGT@RS @) do
b
= / vV f’(:E)2 + ldx = L[a.b]-

Fall f streng monoton wachsend: Analog.
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3.3.3 Hyperbolische Funktionen

Bemerkung. Die Namen der Hyperbel-Funktionen erkldren sich aus einer
formalen Ahnlichkeit mit den trigonometrischen Funktionen cos und sin, bei
der an Stelle des Kreises die Hyperbel auftritt.

In vielen Anwendungen kommen die folgenden Linearkombinationen der Ex-
ponentialfunktion vor:

Definition 3.3.22 (Hyperbelfunktionen)

cosh:xH% fir x € R,
x _ -z
sinh:xH% fiir x € R.

Cosinus hyperbolicus oder Hyperbel-Cosinus,

Sinus hyperbolicus oder Hyperbel-Sinus.

Bemerkung.

A. Es gilt
cosh’t = sinht¢, sinh’t = cosht,
cosh0 =1, sinh 0 = 0.

B. Da

(cosht)? — (sinht)® =1,

liegen die Werte R 3 ¢ — (cosht,sinht) auf dem rechten Zweig der
Einheitshyperbel

{(z,y) | (z,y) €R? 2° —y* =1 und z > 0}.

Man beachte, daB der Parameter ¢ hier aber die Bedeutung der Flache
eines Hyperbelsektors und nicht die einer Bogenlange hat!
Die Umkehrfunktionen heiBen deshalb Area-Funktionen.

Definition 3.3.23 (Area hyperbolici Funktionen)
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A. cosh: [0,00) — [1,00) ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die
Umkehrfunktion heifit Area-Cosinus:

ar cosh : [1,00) — [0, 00),
arcosh : y — log(y + vy? — 1 fiir (y € [1,00)).

B. cosh : [—00,0]) — [1,00) ist streng monoton fallend und bijektiv. Die
Umkehrfunktion heifst der andere Zweig des Area-Cosinus:

arcosh : [1,00) — (—o00,0],
arcosh : y —log(y — Vy2 —1 fiir (y € [1,00)).

C. sinh : R — R ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die Umkehr-
funktion heiffit Area-Sinus:

arsinh : y — log(y + Vy2 +1 fiir (y € [1,00)).

Beispiele 3.3.24 (Bogenlinge der Parabel)
Die Bogenliinge der Einheitsparabel R 3 z +— 22 iiber dem Intervall [0, z]
ist:

/ V14 4E2de = %w 1+4x2+ iarsinh(Zx).
0

Man beachte die Ableitung der Area-Sinus Funktion:

(arsinhz) = _ fir x € R.

V1422

3.3.4 Bogenmafl und arccos, arcsin

Bemerkung (Einheitskreis)

A. Der Einheitskreis S! ist die Kurve im R?, die aus Punkten besteht, deren
Abstand zum Ursprung gleich 1 ist:

{(z,y) | (z,y) €R?, 2° +y* =1}

S* ist im mathematisch positiven Drehsinn, also gegen den Uhrzeigersinn,
orientiert.
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B. Der Einheitskreis wird durch die bijektive Abbildung
(—m, 7] 3t — (cost,sint) € S'

parametrisiert. Nach Satz 7?7 ist die Umkehrfunktion hierzu die Argu-
mentfunktion arg : S* — (-, 7.

Ziel. Versieht man die Kurvenldnge auf dem Einheitskreis mit einem Vorzei-
chen, je nachdem, in welcher Richtung ein Kurvenstiick durchlaufen wird, so
erhdlt man das BogenmaB.
Die Argumentfunktion ?? gibt das BogenmaB auf dem Einheitskreis an:
Fiir einen Punkt P = (z,y) € S! betrachte man denjenigen Kreisbogen vom
Punkt (1,0) zum Punkt P, der den Punkt (—1,0) nicht enthilt.
¢ = arg(w,y) ist die orientierte Lange dieses Kreisbogens. D.h.:
e Wenn P im oberen Halbkreis liegt, liegt der Kreisbogen im oberen Halb-
kreis und seine absolute Lange ist .
o Wenn P im unteren Halbkreis liegt, liegt der Kreisbogen im unteren
Halbkreis und seine absolute Linge ist —¢.

Lange des Bogens ist ¢ > 0
P = (z,y)

5 -+
Il

cos O = (0,0) (1,0)

Fiir den Kreisbogen im oberen Halbkreis ist die Lange gleich dem Argument ¢ des Endpunktes

P. (vgl. auch die Abbildung zu Korollar ?7?)
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Bemerkung (Parametrisierung der Halbkreise).

A. Den oberen und den unteren Halbkreis kann man als Graph einer Funktion
schreiben:

1,122~ 1 —a?

(L1322~ —V1—2a?

Die Funktionen sind stetig und im offenen Intervall (—1,1) stetig diffe-
renzierbar.

Die Parametrisierung des oberen Halbkreises durchlauft den Halbkreis
entgegen dem mathematischen Drehsinn.

(oberer Halbkreis)

(unterer Halbkreis)

B. Analog kann man den rechten und linken Halbkreis als Graph iiber der
y-Achse schreiben:

[-1,1] 2y — /1 —y?

(L) 3y —y/1—92

(rechter Halbkreis)
(linker Halbkreis)

Bezeichnung 3.3.25 (Arcus-Funktionen)

A. Esist cos: [0,7] — [—1, 1] streng monoton fallend, stetig und bijektiv.
Die Umkehrfunktion Arcus-Cosinus

arccos : [—1,1] — [0, 7].

ist also streng monoton fallend, stetig und bijektiv.

B. Es ist sin : [-F, 5] — [~1,1] streng monoton wachsend, stetig und
bijektiv. Die Umkehrfunktion Arcus-Sinus

T

in:[~1,1 {77,7]

arcsin : [ ] — 55

ist also streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.
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y Man beachte, daB
A
F T sint >0 fiirt € [0,7],
™ T
t>0 firt [——,—}.
cos irt € 55

Fiir die Umkehrfunktionen folgt nach Satz 77:

2 (cost) = —sint = —y/1 — (cost)?
1

= (arccosz) =

VI—a?’
(sint)’ = cos = —4/1 — (sint)?2
) 0 T ' 1
- = arcsinz) = ———— .
( ) T
arccos : [—1,1] — [0, 27]
Y Beweis.
gff .................. A. Nach Bemerkung ?7 ist die Ableitung
(cosz) = —sinxz <0 fiir z € (0,7).
Es ist cos0 = 1 und cos(—m) = —1 (vgl. Wertetabelle 7?7 ??). Nach
1 Satz 77 ist
I 0 ,-f-x cos: [0,7] — [-1,1]
streng monoton fallend, stetig und bijektiv. Nach Satz
Nach Bemerkung ?7? und Beispiel ?7(?7?) ist die Ableitung
__________________ l_= (sinz) = cosz >0 fﬂrme[—z,z.
2 2°2
Esist sin(5) = 1 und sin(—%) = —1 (vgl. Wertetabelle 7?7 ?7?).
arcsin : [—1,1] — [0, 27]

Feststellung 3.3.26 (arg auf oberen Halbkreis)
1. Fiir Punkte (x,y) auf dem oberen Halbkreis gilt:

Beispiel (Ableitung von arccos, arcsin). arg(z,y) = arccosx  (oberer Halbkreis).
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2. Fiir Punkte (x,y) auf dem unteren Halbkreis mit x € (—1,1] gilt:

arg(z,y) = —arccosz (unterer Halbkreis).

Beweis (arg auf oberen Halbkreis).
A. Fiir Punkte (z,y) auf dem oberen Halbkreis ist z € [-1,1] y

V1 —x2?). Man setze

¢ 1= arccosx € [0, 7].
Nach Bemerkung ?7 ist

<singp = /1 — (cosp)? fiir p € [0, 7].

Also ist = cos p, y = sinp und somit arg(z,y) = .

B. Fiir Punkte (z,y) auf dem unteren Halbkreis ist z € (—1,1] y
—V1—22%). Man setze ¢ := —arccosz € (—m,0]. Dann ist x =
cos(—p) = cos p. Nach Bemerkung 77 ist

0>sinp=—+/1—(cosyp)? firy € [—m,0].

Also ist y = sin ¢ und arg(z,y) = ¢.

Bemerkung 3.3.27 (arg auf rechten Halbkreis)
Fiir Punkte (z,y) auf dem rechten Halbkreis gilt:

arg(z,y) = arcsiny (rechter Halbkreis).

Beweis.Fiir Punkte (z,y) auf dem rechten Halbkreis ist y € [—1,1] und

T =+/1— 22, Man setze

;= arcsiny € [,E E]

Nach Bemerkung 7?7 ist

<cosp=+/1—(sinp)? firpe [—— E]
2721

Also ist y = sin p, © = cos ¢ und somit arg(z,y) = .

Bemerkung. Auf dem linken Halbkreis hat die Argumentfunktion im Punkte
(—1,0) eine Sprungstelle. Es gibt daher keine geschlossenen Formeln fiir die
Argumentfunktion auf dem linken Halbkreis.
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Feststellung 3.3.28 (Bogenmafl: oberer Halbkreis)
Fiir einen Punkt x € [—1,1] sei Py := (z,v/1 — 22) der Punkt auf dem
oberen Halbkreis dber x.

Auf dem oberen Halbkreis gilt fiir die Linge des Bogens tiber dem Intervall
[ZE1,ZE2} c (715 1)
2
Lz, 20 = ———— = arccosxj — arccos Tz

V1-¢&2
=arg Py, —arg Py, .
Bemerkung. Es existieren die Grenzwerte:

limarccosx = arccos1 =0 lim arccosx = arccos(—1) =
zT1 xz|—1

Korollar 3.3.29 Im Grenzwert ist die Linge des Bogens auf dem obe-
ren Halbkreis iber dem Intervall [z,1] C [—1,1]:

L[%I] = arg Py

Beweis (Bogenmaf: oberer Halbkreis).
Man beachte, daB der Integrand L = in den Endpunkten { = £1 gegen

oo geht.
Es ist cos : [0,7] — (—1,1) streng monoton fallend, bijektiv und stetig
differenzierbar. Die Umkehrfunktion

arccos : (—1,1) — (0, ).

ist streng monoton fallend, bijektiv und stetig differenzierbar.
Fiir [z1,22] C (—1,1) substituiere man = cost

arccos ra

T d§

i@

Nach Feststellung ?7?(1.) gilt auf dem oberen Halbkreis

=— dt = arccos x1 — arccos Ts.

arccos i

arccos r1 — arccos 2 = arg P, —arg Py,
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Korollar 3.3.30 (Bogenmaf}: unterer Halbkreis)

Eine analoge Betrachtung zu 7?7 auf dem unteren Halbkreis zeigt, daf$ fiir
Linge des unteren Bogens iiber dem Intervall [x,1] C (—1,1] die Bezie-
hung gilt:

(_17 0)

= COoS g, 0= (0,0)
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P, — (w,y.)" Lénge des Bogens ist —p > 0

3.4 Komplexe Zahlen

Bemerkung

A. Man kann die komplexen Zahlen C relativ schnell auf algebraischen Wege
einfiihren. C ist der kleinsten Erweiterungskorper der reellenZahlen, in
dem —1 ein Quadrat ist, d.h. die Gleichung €2 41 = 0 ist I6sbar. Es gibt
also eine komplexe Zahl i € C mit i = —1.
Man erhilt diesen Erweiterungskérper, als Quotient des Polynomrings
R[£] nach dem maximalen Ideal (¢2 + 1)R[¢] (A. L. CAucHY 1847).
Die Bildung des Quotientenringes bedeutet, daB zwei Polynome in der-
selben Klasse liegen, wenn ihre Differenz ein Vielfaches von £ + 1 ist.
Die Klasse eines Polynoms P(&) ist also die Menge

P(&) + (& + DRI

Der Korper C ist also ein zweidimsionaler Vektorraum iiber R, der als
den Basisvektoren die Klassen

lc:=1+ (52 + 1R[] und i:=&+ (52 + DR[¢]
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hat. Es gilt also
C:={zl+y€+ (& + R[] | z,y € R}.
Als reeller Vektorraum ist C isomorph zu R?.
. In dieser Basis hat jede komplexe Zahl z € C die Form
z=x-1+y-i mitx,y €R.
Nach den Rechenregeln in einem Korper und wegen i? = —1 gelten fiir

Summe und das Produkt zweier komplexer Zahlen z = = -1 + y - 4,
w=1u-14v-idie Regeln:

zrw=(x4+u) -1+ (y+wv)- i,
z+w = (zu—yv) -1+ (xv+yu) - i.
Fir den Kehrwert von z =2 -1+ y - i # 0 findet man

1 a -y .
I2+y2 +$2+y2 t

. In vielen Lehrbiichern wird ausgehend von diesen Formeln eine Summe

und ein Produkt auf R? definiert und nachgerechnet, daB man so einen
Korper erhilt, indem die Gleichung 2 4+ 1 = 0 eine Lsung hat (W. R.
HAMILTON 1833).

Man umgeht so die Bildung des Polynomringes R[z] und die Bildung des
Quotientenkérpers R[z]/(z? + 1]R[z].

. Man sieht nur diesem so konstruierten Korper nicht an, warum er fiir die

Analysis und ihre Anwendungen in Physik und Technik so wichtig ist.
Dazu und fiir weiterfiihrende mathematischen Aussagen, wie den Haupt-
satz der Algebra, bedarf es nicht-algebraischer Hilfsmittel: die Voll-
standigkeit der reellen Zahlen und die Deutung der komplexen Multiplika-
tion als Drehung und Streckung der Ebene. Letzteres geschah historisch
gesehen mit Hilfe der Eulerschen Formeln, in denen die komplexe Mul-
tiplikation durch trigonometrische Funktionen ausgedriickt wird (A. DE
MOIVRE 1724, L. EULER 1748).

. Aus dem Hauptsatz der Algebra folgt, daB die komplexen Zahlen die

einzige endlichdimensionale Korpererweiterung der reellen Zahlen sind.
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. Wir gehen deshalb vom Begriff der Drehung aus. Die Drehungen der Ebe-

ne bilden eine Gruppe, die sogenannte Torusgruppe T, die wir zunichst
einfiihren.
Wir konstruieren zwei isomorphe Bilder der Torusgruppe:

. Als Quotientengruppe R/27Z der additiven Gruppe (R, +) der reellen

Zahlen.

. Als Drehungen der Ebene ist die Torusgruppe eine Untergruppe des Rin-

ges der reellen 2 x 2-Matrizen.

Als Menge identifizieren wir die Torusgruppe T mit dem Einheitskreis S*
in der Ebene R

. Dann betrachten wir die Drehungen und Streckungen der Ebene und ihre

Zusammensetzungen, die Drehstreckungen. Die Drehstreckungen sind
die Ahnlichkeitsabbildungen der Ebene, die den Ursprung festhalten und
die die Orientierung erhalten.

. Komposition und Summe von Drehstreckungen sind wieder Dreh-

streckungen. Sie bilden also eine Unteralgebra der reellen Algebra der
2 X 2-Matrizen. Da die Inverse einer Drehstreckung wieder eine Dreh-
streckung ist, ist diese Unteralgebra sogar ein Korper .

Wir nennen die Menge der Drehstreckungen den Korper C der kom-
plexen Zahlen (J. R. ARGAND 1806).

Eine Basis bilden die identische Abbildung 1 und die Drehung um 7 /2,
die mit ¢ bezeichnet wird:

. cosg fsing 0 -1
1= . o= x = .
sin § cos 5 1 0
Dann ist ? die Drehung um 7. Diese iiberfiihrt jeden Vektor w € R? in
—w, d.h. 2 = —1.

3.4.1 Torusgruppe

Bemerkung.
A. Die Abbildung

R >t (cost,sint) € R?

ist periodisch mit der Periode 27 (vgl. Bemerkung ??. lhr Bild ist der
gesamte Einheitskreis S!.
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B. Die Einschrinkung dieser Abbildung auf das Intervall (—m, 7] ist eine
Bijektion auf den Einheitskreis. Die Umkehrabbildung ist die Argument-
funktion (vgl. Satz 77)

S' 5 (z,y) — arg(z,y) € (—n, 7.

Lemma 3.4.1 Fir s,t € R sind dquivalent:
1. (coss,sins) = (cost,sint).
2. FEs gibt eine ganze Zahln € Z, so dafs

s—t=2mn.

Bemerkung.
A. Die reellen Zahlen bilden mit der Addition als Verkniipfung eine abelsche
Gruppe (R, +).
Die ganzen Zahlen Z sind eine Untergruppe von (R, +).
Eine weitere Untergruppe von (R, +) sind die ganzzahligen Vielfachen
von 27:

2n7Z = {2mn | n € Z}.

B. Zwei reelle Zahlen s,t € R heiBen kongruent modulo 27, wenn es eine
ganze Zahl n € Z gibt, so daB

t = s+ 2mn.
D.h. s —t € 27Z.

C. Fiir eine reelle Zahl s € R bilde man die Aquivalenzklasse von s :
[s]:={t|teR,s—t€2rZ} =5+ 2nZ.

Ein Element § € [s] heiBt ein Reprdsentant der Klasse [s]. Fiir einen
Reprisentanten § gilt [§] = [s].

D. Man erklirt eine Verkniipfung auf der Menge der Aquivalenzklassen
durch die Vorschrift:

[s] + [t] := [s + ¢].

Diese Verkniipfung ist wohldefiniert, d.h. die rechte Seite [s + t] ist un-
abhingig von der Wahl der Reprisentanten s € [s] und ¢ € [t].
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E. Die Klasse [0] = 27Z ist das neutrale Element unter dieser Verkniipfung.
F. Es gilt [s] + [—s] = [0].

Bezeichnung 3.4.2 (Quotientengruppe R|27Z)
Die Quotientengruppe R/277Z ist die Menge der Aquivalenzklassen

R/27Z :={][s] | s € R}
versehen mit der Verkniipfung
[s] + [t] :=[s + 1]

R/277Z ist eine abelsche Gruppe.

Bemerkung.
A. Auf Grund von Lemma ?7 erhalten wir eine wohldefinierte Bijektion

R/27Z > [t] — (cost,sint) € S*.

Mit Hilfe dieser Bijektion iibertragen wir die Gruppenstruktur von R/27Z
auf den Einheitskreis, so daB diese Abbildung ein Gruppenisomorphismus
wird.

Die so erklarte Verkniipfung auf dem Einheitskreis schreibt man mit
einem Malpunkt und nennt die so definierte abelsche Gruppe die Torus-
gruppe oder den Torus T.

B. Fiir die Verkniipfung z - w zweier Elemente z,w € T gilt
[arg(z - w)] = [arg 2] + [arg w]

Die Abbildung T 3 w +— z-w beschreibt die Drehung des Einheitskreises
um den Winkel arg z.

Bezeichnung 3.4.3 (Torusgruppe T)
Die Torusgruppe T ist der Einheitkreis versehen mit der folgenden Grup-
penverkniipfung: Fiir z,w € T sei

z - w = (cos(p + ), sin(p + 1)),

wobei ¢ := arg z und ¢ := argw ist.
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Bemerkung 3.4.4 (Isomorphismus T mit R/27Z)
A. Die folgenden Abbildung sind zueinander inverse Gruppen-
isomorphismen:
R/27Z > [t] — (cost,sint) € T,
T >z [arg z] € R/27Z.
B. Manchmal nennt man auch die Abbildung z — [arg z] € R/27Z Argu-

mentfunktion und die Funktion z +— arg z € (—m, 7] den Hauptzeig
der Argumentfunktion.

Bemerkung Man kann das Produkt in T auch ohne Benutzung trigonome-
trischer Funktionen direkt aus den Koordinaten berechnen. Die entstehende
Formel wird klarer, wenn man sie als Matrizenprodukt liest.

Satz 3.4.5 (Produktformel in der Torusgruppe)
1. Fiir Das Produkt zweier Elelemente z = (z,y), w = (u,v) € T gilt
z-w = (zu — yv, v + yu).

2. Beziiglich der Standardbasis beschreibt die Formel 1. die Wirkung
einer Matriz auf eine Spaltenvektor:

o= ) (0)

Beweis (Produktformel in der Torusgruppe).

A. Der Beweis der Formel folgt aus dem Additionstheorem der trigonome-
trischen Funktionen ??. Es sei

= argz, P = argw.
Nach Definition des Produktes ?? gilt
z-w = (cos(p +¢),sin(p + ¢))

= (cos pcosy — sin psint), sin g cosy + cos @ sin )
= (zu — yv, yu + zv).

B. Nachrechnen.
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Bemerkung Eine reelle n x n-Matrix A heiBt orthonormal, wenn die trans-
ponierte A® = A~ ist. Dann ist det(A) € {1, —1}.

Die spezielle orthonormale Gruppe SO(n) besteht aus allen orthonorma-
len n x n-Matrizen A mit det(A) = 1. Die Elemente von SO(n) heiBen
Drehungen.

Korollar 3.4.6 (Spezielle orthonormale Gruppe SO(2)) Die To-

rusgruppe ist isomorph zu der Gruppe SO(2). Der Isomorphismus wird
durch die folgende Abbildung gegeben:

TBZ:(m,y)H(f} _z ) € S0(2).

Beweis.Man rechnet leicht nach, daB die angegebene Abbildung

’]I‘Sz:(x,y)H(z *y>eSO(2).

xT

ein Gruppenisomorphismus von T in SO(2) ist.
Es ist zu zeigen, daB diese Abbildung surjektiv ist. Es sei

A= < a2 ) € 50(2).

az1 a2

Nach der Kramerschen Regel ist
A1 — 22  —a12
—aszi aii '
Vergleicht man dies mit der Transponierten A* so folgt
A=(* 7Y
y T
mit z,y € R und det A = 22 4+ ¢% = 1.

3.4.2 Konstruktion der komplexen Zahlen
Bemerkung 3.4.7 (Drehstreckungen)
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. Ein positives Vielfaches C' = rZ einer Drehung Z € SO(2) mit einem

reellen Faktor r > 0 heifit eine Drehstreckung. Also sind alle reellen
2 x 2-Matrizen der Form
a —b
o=(5 7)

mit r = Va? + b2 # 0 Drehstreckungen (vgl. Korr. 77).

. Sind C =rZ, D = pW mit Z,W € SO(2) und r,p € (0,00) Dreh-

streckungen, so ist auch ihr Produkt:
C-D=rpZ- W

und die Inverse eine Drehstreckung:

“1_ o —1,-1_ 1 a b
C " =r"Z _a2+b2(—b a)'

. Mit zwei Drehstreckung C',D und C' # —D ist auch die Summe C+D

eine Drehstreckung, da diese Matrix wieder die Form
oo )
y T
hat.

Fiir eine reelle Zahl A # 0 ist AC' eine Drehstreckung.

. Nimmt man zu den Drehstreckungen noch die Nullmatrix hinzu, so

erhalt man eine unitale Unteralgebra C der Algebra der reellen
2 x 2-Matrizen.

Nach 2. enthélt die Algebra C mit jedem Element C # 0 auch das
Inverse C~'. Die Algebra C ist also ein Kérper.

. Die Matrixschreibweise fiir die Elemente von C ist etwas aufwendig.

Wir fithren noch eine abkiirzende Bezeichnung ein.

Definition 3.4.8 (Komplexe Zahlen)
1. Der Korper der komplexen Zahlen C besteht aus allen reellen 2 X 2-

Matrizen der Form

=(3 )
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2. Man wdhlt als Basis von C die Einheitsmatriz 1 und die imagindre

FEinheit
. (0 -1
“l1 o
Esisti2 = —1.
Die Elemente von C haben also die Form ¢c=a-1+b-i. Man kiirzt
dies ab zu
c=a+1b.
Bemerkung.

A. Die komplexen Zahlen C sind ein 2-dimensionaler reeller Vektorraum.
Durch die Wahl der festen Basis {1,:} ist C als Vektorraum isomorph
zu dem Vektorraum R?.

B. Entsprechend zur Darstellung der reellen Zahlen auf einer Geraden, stellt
man die komplexen Zahlen als Punkte in einer Ebene dar. Man spricht
von der komplexen Ebene oder GauBBschen Ebene.

Man wahlt in der Ebene ein kartesisches Koordinatensystem mit einer
waagerechten z-Achse und einer senkrechten y-Achse.

Eine komplexe Zahl ¢ = a+ib wird dann durch den Punkt mit den Koor-
dinaten (a, b) oder einen Vektor mit den Koordinaten (a, b) dargestellt.

Satz 3.4.9 (Einbettung von R in C)
Die Abbildung

T

R9x|—>( 0

0 ) =z-140.-1€C

T

ist ein Korperisomorphismus. D.h. die den reellen Zahlen entsprechenden
komplexen Zahlen werden genauso addiert und multipliziert wie die reellen
Zahlen. Sie bilden einen zu R isomorphen Unterkorper von C.

Bezeichnung 3.4.10 (R als Unterkérper von C)

Die komplexen Zahlen der Form z = z-1+40-4 heiflen reell. Man schreibt
kurz = und betrachtet von nun an die reellen Zahlen als Teilmenge der
komplexen Zahlen:

RcC.
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Bemerkung Auf C gibt es keine Ordnung, die den Axiomen eines geordneten
Korpers
In einem geordneten Kérper sind Quadrate immer positiv (vgl.

Bemerkung.

A. Wir betrachten von nun an die komplexen Zahlen als eine Grundstruktur
der Mathematik und nehmen auf ihre Konstruktion nur noch ganz selten
bezug.

B. Die reellen Zahlen fassen wir als einen Unterkorper R C C der komplexen
Zahlen auf.

C. Wir schreiben die komplexen Zahlen z nicht als Matrizen sondern in der
Form

z=x 41y mit z,y € R.

Natiirlich ist x + iy = x + yi. Man schreibt aber den Faktor ¢ meistens
zuerst. So sind Realteil und Imaginarteil optisch schneller zu erkennen.

D. Die Torusgruppe fassen wir als eine Untergruppe der multiplikativen
Gruppe C* := C \ {0} auf:

T:={z|z=z+1iy e C", x2+y:1}.

Die Torusgruppe ist also der Einheitskreis S' mit der komplexen Multi-
plikation.

Wir schreiben T, wenn wir die Gruppenstruktur betonen wollen, anson-
sten S*.

Bezeichnung 3.4.11 (Realteil, Imaginirteil)

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy heiflen die reellen Zahlen x,y Realteil
von z bzw. Imaginérteil von z.

Die Abbildungen Real- und Imaginérteil sind reell linear:

R:C—R, z=z+1y— RNz:

$:C—R, z=x+iy+— [z :

z,

Y.

Geometrisch sind die Abbildungen z — Rz bzw. z — Jz die orthogonalen
Projektionen der Ebene auf die Koordinatenachsen.
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Fiir eine komplexe Zahl z gilt

z =Rz +iSz.

Bemerkung.

A. Dem Transponieren von Matrizen entspricht die Konjugation komplexer

B.

Zahlen.

Die Gleichung 2+ 1 = 0 hat zwei Nullstellen i und —i. Algebraisch ge-
sehen, ist C der kleinste Oberkdrper von R, der diese Nullstellen enthilt.
Konjugation entsteht durch Vertauschen dieser beiden Nullstellen.
Geometrisch handelt es sich bei der Konjugation um die Spieglung an
der reellen Achse.

Bezeichnung 3.4.12 (Konjugation z — %)
Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy setzt man

zZ=x—1y.

z = Rz — iz heifit die konjugiert komplexe Zahl zu z.

Feststellung 3.4.13 (Rechenregeln: Konjugation)
Fiir die Konjugation gelten die folgenden Rechenregeln:

1.

ootk W

x|

:Z,
zt+w=zZ+w
W =%,
Rz = 1(z—i—E), Sz = l(Z—E).
2 27

zeER& 2=2
2Z=a?4y? st reell und 2z > 0.
Fir z #0 ist

Bemerkung. Die Regeln 1-3 besagen, daB die Konjugation ein involutori-
scher Korperisomorphismus von C ist.

Bezeichnung 3.4.14 (Der absolute Betrag |z|)
Es sei z = z 4 iy € C. Die nichtnegative Zahl

2] := VzZ = /22 + o2
heifit der (absolute) Betrag der komplexen Zahl z.

Bemerkung.
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A. Der Betrag von z ist der euklidische Abstand des Punktes mit den

Kordinaten (z,y) vom Ursprung.
B. Fiir reelle z ist |z| = max{z, —z}. Die Definition

Feststellung 3.4.15 (Rechenregeln: Betrag)
Fir z,w € C gelten:

1. |z2| 20 und |2 =0 2 =0,
2. |zw| = |z||w| (multiplikativ),
3. 2] = |21,

4.

Fiir w # 0 gilt ‘i‘ = ﬂ
wl - |wl
Rl < |2] und |32 < |2],

. |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung),

(o2

Korollar 3.4.16 Fiir z,w € C gilt

llz] = fwl| < |z = w].

Beweis (Rechenregeln: Betrag).
Es seien z,w € C, dann folgt:

C. Klar.
|zw|? = 2wZW = 2Z - W = |2} |w|>.
E. z2P =22+ =2~

i} L |z2 2Z?2 1z \*
F. Furw#Ogllt‘—‘ = =({— .
w

ww  \ |

©

(9]

IRl =2l <2l und (2] =yl < 2],
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Ho |z +w)? = (z+w)(zFw) = |2]* + 2R + |wl|?

< 2?4 22l |w] + [w]* = (2] + w])*.
Bemerkung. Das Korollar folgt aus der Dreiecksungleichung.

3.4.3 Tangens und Arcus-Tangens

Beispiele 3.4.17 (Gebrochen lineare Funktionen)
D :={z||z| <1} heiBt offene Einheitskreisscheibe,

D:={z||z| <1} heiBt abgeschlossene Einheitskr.
Es sei ¢ € C, dann gilt

e <1 & {z|lz—¢c<|1—¢z|]} =D

lel=1 & {z|lz—¢<1—¢z]} =C

le] >1 & {z|lz—¢c <|1—¢z]} =C\D
Wenn ¢ € C und |¢| < 1, dann bildet die Abbildung

“CeD

D>z i
1—¢z

die offene Einheitskreisscheibe D bijektiv auf sich ab.
Dieselbe Abbildung bildet auch S bijektiv auf sich ab.

Beispiele 3.4.18 (f : Obere Halbebene — Kreisscheibe)

Die Menge H := {z | z € C, 3z > 0} heiit die obere Halbene.
Wenn Sic > 0 ist, so gilt (Zeichnung!)

{z]2z€C, |[z—¢ <|z—¢|} =H.
Es sei ce C, Se¢ > 0 und wo € S!. Die Funktion

—C

(C\{E}Bz»—>w::woz eC

e bildet die obere Halbebene H bijektiv auf die offene Kreisscheibe
D ab.
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e bildet die reelle Achse bijektiv auf S' \ {wo} ab.
Anschaulich gilt fiir  auf der reellen Achse:

. T —c . r—c
lim wo — = lim wgo —
T— 00 zZ—C xr— — 00 xr — C

Beispiele 3.4.19 (Rationale Parametrisierung von S')
1. Die Funktion (Cayley-Transformation)
HURBsz::ﬂ eD
1+ w
bildet die obere Halbebene H bijektiv auf die offene Kreisscheibe D
und die reelle Achse R bijektiv auf S* \ {—1} ab.
wlo[1]|-1]il] (0,00) | (—0,0) | £o0

Z | 1 | i | -i ‘ 0 ‘ oberer Halbkreis | unterer Halbkreis ‘ -1
2. Man hat eine rationale Parametrisierung der Kreislinie

2

RSUJHQ‘FZ'
14 u? 1+u

3. Die Umkehrfunktion ist

2 et (-1},

Y

S'\{-1}3z+iy—u:= 1+x€R

Bemerkung (Tangens und Arcus-Tangens).

. Die rationale Parametrisierung des Einheitskreises aus Beispiel 7?7 hangt

Z,2) 3¢ tanp € R und

) zusammen.

eng mit der trigonometrischen Funktion (

ihrer Umkehrfunktion arctan : R — (=%, %

. Im Schulunterricht setzt man fiir ¢ € (=%, %)

tanp = —— = (tang) =1+ (tangp)”.

Die funktion ¢ +— tan¢ strikt monoton wachsend. lhre Bildmenge ist
ganz R.

. Die Umkehrfunktion wird mit z +— arctanx bezeichnet und hat die

Ableitung

1

(arctanz) = o
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Bemerkung

. Wir definieren zunichst die Funktion x — arctanz als Stammfunktion

und ¢ — tan ¢ als Umkehrfunktion.

. Im folgenden Beispiel 7?7 zeigen wir dann, daB die so definierten Funk-

tionen die aus der Schule bekannten Eigenschaften haben.

Bezeichnung 3.4.20 (arctanx und tan )

Wir nennen die folgende Stammfunktion Arcus-Tangens:

x

dt

14t2°
0

R 3 x +— arctanx :=

Arcus-Tangens ist streng monoton wachsend.
Die Umkehrfunktion heiit Tangens: ¢ — tan .

Beispiele 3.4.21 (Kreisparametrisierungmit tan £)

1. Wir berechnen fiir die Parametrisierung ?? fiir einen Punkt auf
dem oberen Halbkreis mit Parameter u € (0, 00) das Argument ¢ €
(=m,m).

Nach Feststellung ?? gilt fiir das Argument

1
go‘*arg(i_u)* d¢
Z+u 1—u? 1_52

14+u?2

Mit der Substitution (0,00) 3 t+— £ € (—=1,1)

1—¢? 4t
= dé = ———_dt
g (1 +1¢2)2

§:_l+t27

und der Definition der Funktion arctan erhilt man

u
i1—u dt
¢::arg<i+u) :2/1+t2 = 2arctanu .

0
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2. Eine analoge Rechnung zeigt, dafl dieselbe Beziehung auch fiir den
unteren Halbkreis gilt (vgl. Korollar 77).
3. Die Bildmenge der Funktion Arcus-Tangens ist das Intervall

(=5, 3)-

4. Aus u = tan ¥ erhalten wir die Parametrisierung des Kreises S\
{1}

1 — (tan £)? ; 2tan £

1+ (tan$)2 14 (tan £)2

(-=mm) 3¢

5. Da ¢ das Argument des Bildpunktes ist, erhalten wir durch Ver-
gleich mit ¢ +— cos ¢ + isin ¢ die Halbwinkelformeln:

1 — (tan £)?
1+ (tan £)?
2tan ¥
1+ (tan )2

cosp =
fiir p € (—m,m).
sinp =

6. Wir Berechnen die Bogenldnge auf dem rechten Halbkreis

(—1,1)9u>—>l,_—u.
1+ u

Auf dem rechten Halbkreis ist cos ¢ = > 0 und

sinp y 2u

cosp x T1ow
Mit der Substitution (=1,1) 3 ¢t +— s € (—00, 0):

2t 142
ds =211 g

1o 1—)?

folgt fiir die Bogenlénge:

arctan | ~o? | = / ds = 2/ di = 2arctanu = .
cos p 14 s2 14 ¢2
0

0

Feststellung 3.4.22 (Umrechnung: sin ¢, cos ¢, tan ¢, tan %)
Wir haben die folgenden Formeln erhalten:
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1.
cos .
t = -z
ne= o fir o € (=5, 3)
2.
_ 1—(tan £)?
cosp = 1+ (tan £)2 fir o € (—m.7)
' 2 tan £ Ur ¢ T, ).
sin @ - 1+(tan§)2
3.
2tan ¢ T m
tan2p = — % ji .z
aney 1 — (tan¢)? fir ¢ € ( 4’4)
4.
2u .
arctanﬁ = 2arctanu firwe (-1,1).

Ziel: Wir werden die bisher betrachteten Funktionen folgendermaBen
zusammenfassen:

e komplexe Exponentialfunktion:
expz:=e“(cosy +isiny) firz=xz+ iy e C.
e Hauptzweig des komplexen Logarithmus:

logw := log |w| + i arg w

)

v

= log |w| +72arctan (————
g wl ( [w| + u
fir w = u + v mit |w| # —u.

Beispiel: exp(2mi) = 1 und i = ¢~"/? (L. EULER 1728).

Zuvor betrachten wir das verwandte, aber etwas einfachere Problem des

Waurzelziehens.
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3.4.4 Einheitswurzeln

Beispiele 3.4.23 (Quadratische Gleichungen)
Man findet die Nullstellen einer quadratischen Gleichung

22 4pz4q=0

mit komplexen Koeffizienten p, ¢ € C durch Bildung der quadrati-
schen Erginzung:

2 2
z2+pz+q:<z+§) +(q—p—) =w’ —ec.

Man berechne die beiden Wurzeln aus ¢ := 1/4(p> — 4q):

1 -
w2 = :|:§\/p2 —4q .

Es folgt bekannte Formel fiir die beiden Nullstellen z; und z2 einer
quadratischen Gleichung:

p 1
= —=+ = — 4q.
21,2 D) 2 p q

Feststellung 3.4.24 (Quadratwurzel)
Es sei ¢ = a+ib € C. Die Gleichung

w'=c
hat zwei Losungen:

Va wenn a >0, b=0,
lal i wenn a <0, b=0,
V(e +a) +iy/4(c —a) wennb>0,
V30l +a) =i/l =) wennb<o.

wi1,2 ‘= +

Bemerkung. 1.Wir nennen die jeweile +-Wurzel den Hauptzweig der
Quadratwurzel.
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2. Wir leiten unten eine einheitliche Formel fiir den Hauptzweig der
Quadratwurzel her, aus der klarer hervorgeht, was der Hauptzweig ist.

Beweis (Quadratwurzel).
w’=(u+iv)=c=a+ib

s w—v =a und 2uv =0

Aus u? 4+ v? = |w|® = || folgt

2
u- =

Also ist

Beriicksichtigt man nun die verschieden Fille fiir die Vorzeichen von b,
so folgt aus 2uv = b die behauptete Formel.

Beispiele 3.4.25 (Dritte Einheitswurzeln)
Die Gleichung

2-1=0

hat drei Loésungen (o,(1,{2 € T. Sie heiflen die dritten Einheits-
wurzeln:

Da
2 —1=(-1E+2+1)

ist, sind dies die Zahlen (o = 1 und die beiden Nullstellen der qua-
dratischen Gleichung z? 4+ z 41 = 0:

V3 und sz—l—ﬁi

1 )
G=-gt 5 5 2
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Es gilt
N=Gl=1-Cl=1G-Gl=V3

Die dritten Einheitswurzeln sind die Ecken eines gleichseitigen Drei-
ecks.

Bemerkung. Wir wollen n-te Wurzeln aus komplexen Zahlen berech-
nen. Dazu ersetzen wir die multiplikative Gruppe C* := C\ {0} durch
eine isomorphe Gruppe, in der sich Potenzen und Wurzeln besser be-
rechnen lassen:

. Jede komplexe Zahl z € C* 3Bt sich eindeutig in der folgenden Form

schreiben:

z=rw mitr::|z\€R1,w:i€T

||

. In der multiplikativen Gruppe R’ der positiven reellen Zahlen kan man

n-te Wurzeln eindeutig berechnen ( vgl. Feststellung

. Die Polarkoordinaten (vgl. Satz ??(??.)) liefern einen bijektiven Grup-

penisomorphismus

CL — R} x R/27Z,

z— (|2, [arg 2])
mit Umkehrabbildung

RY X R/27Z > (r,[¢]) — r(cosp + isinp) € C*.

. In R} X R/27Z kann man die n-ten Wurzeln in jeder Koordinate einzeln

bestimmen.

Wir miissen also noch die n-te Wurzel in der Gruppe T = R/27Z zu
untersuchen.

Diese ist nicht eindeutig. Deshalb betrachten wir zunichst die n-ten
Einheitwurzeln:

{CI¢eT, ¢" =1}

Feststellung 3.4.26 (n-te Einheitswurzeln)
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Es sei n € N. Die Gleichung z" =1 hat in C genau n Ldésungen
2k 2k
Ck :cos—ﬂ—|—isin—7T firk=0,1,...,n—1.
n n

C0,C1y--.,Cn—1 heiffen die n-ten Einheitswurzeln.
Da

Ck:(Q)k firk=0,1,...,n—1

ist, bilden die n-ten Finheitswurzeln eine zyklische Untergruppe
der Ordnung n der Torusgruppe T.

Zn == Z/nZ > k] — (x € T ist ein Gruppenisomorphismus der
zyklischen Gruppe Z.,, in die Torusgruppe.

Bemerkung. Die n-ten Einheitswurzeln bilden die Ecken eines regelmaBi-
gen n-Ecks auf dem Einheitskreis. Daher heiBt die Gleichung 2" = 1 auch
die Kreisteilungsgleichung.

Beweis Einheitswurzeln.
Essein € N. Da fir k=0,1,...,n—1

n 2k . . 2km .,
(Ck) = (COST +ZSIHT)
2km 2km
= MY 4 isin(n2ty = 1
cos(n - ) + isin(n - )

ist, sind die (x Losungen der Gleichung z" = 1.
Gilt umgekehrt fiir ein z =cosp +isinp € T

1 = 2" = cos(nyp) + sin(nyp),
so ist (vgl. Lemma ?7) ny € 27Z. D. h. es gibt ein | € Z mit

_ o

¢ n

Es gibt genau ein k € {0,1,...,n — 1}, so daB
k=1 mod n.

Also ist z = (k.
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3.4.5 Komplexe Exponentialfunktion
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