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Die folgenden Mengen von Zahlen werden als bekannt vorausgesetzt:

N =1{1,2,3,4,5...} natiirliche Zahlen

No = NU{0}

z ={..—-2,-1,0,1,2...} ganze Zahlen

Q = % pEZ,q€ N} rationale Zahlen

Q. = B lpeZ,p#0,q¢ N} rationale Zahlen ungleich Null
Qt = %’ peNg, g€ N} nichtnegative rationale Zahlen
Qf = B lpeN,qe N} positive rationale Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R.

Ziel 1.1.1 Wir werden die reellen Zahlen R durch ihre Eigenschaften charakterisieren.
Diese Eigenschaften lassen sich auf wenige Axiome zuriickfithren, die in die folgenden
Gruppen unterteilt werden:

die Korperaxiome (K1)-(K11),

die Axiome (01)-(03) fiir die positiven Zahlen,
das archimedische Axiom (A),

das Intervallschachtelungsprinzip (I).

Die reellen Zahlen bilden das Fundament des Gebidudes Analysis, das wir bauen wol-
len. Fiir das Fundament geben wir nur die Anforderungen in Form der Axiome an und
vertrauen vorerst den Konstrukteuren (Richard Dedekind 1872 und Georg Cantor 1883).

1.1.1 Korperaxiome

Die Menge R geniigt den Kérperaxiomen:



Definition 1.1.2 (Kérperaxiome.) (K1) Je zwei Elementen a, b € R ist eindeutig
ein Element a + b € R zugeordnet, das Summe von a und b heifst.

(K2) Fiir a, b, c € R gilt das Assoziativgesetz
(a+b)+c=a+(b+c).
(K3) FEs gibt ein Element 0 € R, so daf fiir alle a € R gilt
a+0=a.

(K4) Zua eR gibt esz € R mit a+x = 0.
(K5) Fiir a, b € R gilt das Kommutativgesetz

a+b=b+a.

(K6) Fiir a, b € R ist eindeutig ein Element ab € R zugeordnet, das Produkt von a und
b heifst.

(K7) Fiir a, b, c € R gilt das Assoziativgesetz
(ab)e = a(be).
(K8) Es gibt ein Element 1 € R\ {0}, so daf$ fiir alle a € R gilt
al = a.

(K9) Zua € R\ {0} gibt es z € R mit ax = 1.
(K10) Fiir a, b € R gilt das Kommutativgesetz

ab = ba.
(K11) Fiir a, b, ¢ € R gilt das Distributivgesetz

(a4 b)e = ac+ be.

Eine Menge mit den Eigenschaften (K1) - (K11) heifit ein Kérper.

Aufler den reellen Zahlen gibt es noch viele weitere Kérper, die zum Teil ganz andere
Eigenschaften haben:

Beispiele 1.1.3 1. Die rationalen Zahlen Q mit der iiblichen Addition und Multipli-
kation bilden einen Korper.

2. Die komplexen Zahlen C bilden einen Kérper. In C gibt es eine Zahl ¢ mit i = —1.

3. Die Menge Zs bestehend aus den zwei Elementen 0 und 1 und den folgenden Ver-
kniipfungen ist ein Koérper:

+ 10 1 <10 1
00 1 070 O
1 (1 0 110 1

In Zo gilt 1 = —1.

Bemerkung 1.1.4 1. Aus den Korperaxiomen folgen alle weiteren bekannten Re-
chenregeln fiir Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Zahlen.

2. Die Losung der Gleichung (K3) a + z = 0 ist eindeutig. Wir nennen die Losung
den negativen Wert von a und bezeichnen sie mit —a. Differenzen definieren wir wie
iiblich als b —a := b+ (—a).

3. Die Losung der Gleichung (K9) ax = 1 ist eindeutig. Wir nennen die Lésung den
Kehrwert von a und bezeichnen sie mit % Briiche definieren wir wie iiblich g = b%.

4. Wir benutzen die Potenzschreibweise a™ fiir das n-fache Produkt von a mit sich,
setzen a~ " = % und verwenden die bekannten Rechenregeln fiir ganzzahlige Po-
tenzen. Insbesondere setzen wir a° := 1 fiir alle a € R.

1.1.2 Geordnete Koérper

Die Menge der positiven Zahlen kann wie folgt axiomatisch eingefiihrt werden:

Definition 1.1.5 (Geordneter Korper)

(O1) Es gibt eine Teilmenge P C R, so daf fiir alle a € R genau eine der folgenden drei
Maoglichkeiten zutrifft:
a=0, ae P, —acP



(02) P ist abgeschlossen unter der Addition, d.h. fir a,b € R gilt a+b € P.
(03) P ist abgeschlossen unter der Multiplikation, d.h. fiir a,b € P gilt ab € P.

Bezeichnung Wir werden spiiter die Menge der positiven reellen Zahlen mit Ry be-
zeichnen oder als offenes Intervall (0, co) schreiben.

Ein Kérper, der die Ordnungsaxiome (O1) - (O3) erfiillt, heifit ein geordneter Kérper.

Beispiele und Bemerkungen 1.1.6
1. In einem geordneten Kérper ist fiir alle a # 0 das Quadrat a® € P, speziell ist 1 € P.
Die Korper C und Zs sind also keine geordneten Korper.
2. Aus a € P folgt % e P.

3. Essein € N. Mit 1 € P ist auch die Summe von n Einsen positiv. Jeder geordnete
Korper enthélt die natiirlichen Zahlen N und damit auch die ganzen Zahlen Z und
deren Quotienten, die rationalen Zahlen Q.

4. ZNP=N
5. Eine rationale Zahl % ist genau dann in P, wenn p,q € N. D.h. PN Q = Q;.

1.1.3 Anordnung

Wir arbeiten im allgemeinen nicht mit den Axiomen (O1)-(0O3), sondern mit den ent-
sprechenden Regeln fiir die Anordnung;:

Definition 1.1.7 (Anordnung.) Wir definieren eine Anordnung auf R durch
a<b & b-—a€P
und fiithren die Notation
a>b & b<a

ein.

Die Anordnung von R driickt sich geometrisch in der vertrauten Darstellung der reellen
Zahlen auf der Zahlengeraden aus: Dabei bedeutet a < b, dafl der Punkt a links vom
Punkt b liegt.

Die Addition  — = + b wird zur Verschiebung (Translation) um die Strecke b und die
Multiplikation z +— xb mit einem b > 0 zur Streckung um den Faktor b.

Man veranschauliche sich die geometrische Aussage der folgenden Regeln.

Feststellung 1.1.8 (Rechenregeln fiir Ungleichungen.)

1. ae P& a>0.

2. Fir beliebige reelle Zahlen a,b gilt genau eine der drei Relationen
a<b, a=b, a>0b

3. Aus a < b und b < c folgt a < ¢ (Transitivitit der Anordnung.)

4.
a+c<b+c firjedesceR
ac < be falls ¢ >0
Aus a <b folgt ¢ Jalls ¢ <0
%<% falls a >0

5. Man kann Ungleichungen addieren:
Aus a < b und ¢ < d folgt a + ¢ < b+ d.
6. Ungleichungen zwischen positiven Zahlen kann man multiplizieren:
Aus 0 < a <bund 0 < c<d folgt ac < bd.
7. Es seienmn € N und 0 < a, 0 < b. Dann gilt

a<b & ad"<?b".



Zum Beweis siehe Vorlesung oder [ , S. 8]. 1.1.4 Minimum und Maximum

Definition 1.1.11 (Minimum und Maximum.)

Bezeichnung 1.1.9 Wir fithren eine abkiirzende Bezeichnung ein: Es sei M CR.

1. Eine Zahl a € M heifst Minimum von M, falls fir alle x € M gilt: a < x. Man

b<a & b<aoderb=a . . .
bezeichnet das Minimum von M mit min M.

und entsprechend 2. Eine Zahl b € M heifft Maximum von M, falls fiir alle x € M gilt: x < b. Man
bezeichnet das Mazimum von M mit max M.

Bemerkung 1.1.12 (Minimum und Maximum)
Bemerkung 1.1.10 (zur Relation <)
1. Sind a1 und a2 Minima von M so ist a1 = as.

L. Fiir beliebige reelle Zahlen a, b ist Ebenso sind Maxima eindeutig bestimmt.

entweder a <b oder a > b. 2. Wenn M ein Minimum hat, so ist min M das kleinste Element von M.

Wenn M ein Maximum hat so ist max M das grof3ite Element von M.
2. Die Aussage a < b ist die Negation der Aussage b < a.

Man kann eine Aussage a < b beweisen, indem man den die Annahme b < a zu
einem Widerspruch fihrt

3. Aus a < bund b > a folgt a = b (Antisymmetrie).

Diese Schlufweise wird hdufig benutzt, um kompliziertere Identititen zu beweisen, 1. I={r €R|0 <z < 1} besitzt kein Minimum und kein Maximum.
die man nicht durch durch einfaches Anwenden von Formeln erhalten kann. 2. Fiir J={z €R|0<a < 1} gilt

Beispiele 1.1.13 (Minimum und Maximum)

4. Wenn minJ =0 und maxJ =1.

a<b+efiralee>0 3. Die Mengen 0, N, Z, Q und R haben kein Maximum. Es ist min N = 1.

. . 4. M habe ein Minimum. Dann hat die Menge
gilt, dann ist
< —M:={zeR| -z € M}
a<b.

ein Maximum und es gilt
Wenn man den Punkt b ein wenig nach rechts rickt, laft sich die Abschdtzung oft

leichter zeigen max(—M) = —min M




1.1.5 Betrag
Definition 1.1.14 (Betrag.) Der Betrag einer reellen Zahl a wird definiert durch

laf = a fir a>0
T —a fir a<0

Bemerkung 1.1.15 1. Fiir a € R gilt
|a| = max{a, —a}
2. Fiir a,b € R gilt
ol <ol & —Jbl <a<|b
3. Fiir a,b,z,y € R gilt:

a<z<bunda<y<b = |rz—y|<|b—a|=b—a.

Korollar 1.1.17 Fira, b€ R gilt

lla| —[b]] <[a —b].

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | ,S. 9]

Beispiele 1.1.18

Fiir die Menge
M:={zeR | |z-3|lz+3|<16}
gilt
reM & —5H<x<h.

Bei der Darstellung der reellen Zahlen auf der Zahlengeraden mifit |a| den Abstand des
Punktes a zum Nullpunkt und |a — b| mifit den Abstand der Punkte a und b.

Viele Rechnungen mit Betriigen beruhen nur auf dem Abstandsbegriff und benutzen nicht
die Definition des Betrages.

Rechnungen, die auf den folgenden Regeln fiir einen Betrag beruhen, lassen sich problem-
los auf den Abstand komplexer Zahlen und weitere Abstandsbegriffe iibertragen.

Satz 1.1.16 (Rechenregeln fiir den Betrag.) Fiir a, b € R gelten:
. la] >0

. Ja=0&a=0

- |abl = |al[b]

. la+b| <la| + |b] (Dreiecksungleichung)

L W Y N

Zum Beweis siehe Vorlesung oder [ , S, 9]

1.2 Vollstindige Induktion

1.2.1 Summen und Produktzeichen

Summen von endlich vielen reellen Zahlen nennt man im Unterschied zu den noch zu
behandelnden unendlichen Reihen auch endliche Summen oder endliche Reihen.

Summen werden mit Hilfe des Summenzeichens abgekiirzt:

Bezeichnung 1.2.1 (Summenzeichen) 1. Es seien m,n € Z und m < n. Wir
schreiben die Summe der Zahlen am, Gm+1, - .,a, € R mit dem Summenzeichen:

n
Z ag ::am+am+1+am+2+"'+an—l + an.
k=m

2. Man nennt
m  untere Summationsgrenze
n  obere Summationsgrenze,
k  Laufindexr oder Summationsinder,
ar  Summand.
Die Anzahl der Summanden ist n —m + 1.




3. Eine formale Erweiterung des Summenzeichens ist die leere Summe: Eine Summe
bei der der obere Summationsindex kleiner als der untere Summationsindex ist,
heifit leere Summe. Die leere Summen wird als 0 definiert.

Bei der leeren Summe wird nichts addiert, die formalen Summanden miissen nicht einmal
definiert sein.

Ein Beispiel einer leeren Summe ist

1

0= k#10+9+ - +1.

k=10

Beispiele 1.2.2 (Summenzeichen)

Z #* = 14z4+2°+ .- +2" (geometrische Reihe),
k=0
10
1 1 1
27k — 14444 _—
2 ottt o
k=0
Z cr10F wobei ¢, € {0,1,...,9}, m,n € Ny (Dezimalzahl)
k=—m
Z arz® = ap+arx+ asx® 4+ - -anx” (Polynom vom Grad n),
k=0

m—1
Z ar = 0 (leere Summe)
k=m

Feststellung 1.2.3 (Rechenregeln fiir endliche Summen)

1. Auf die Bezeichnung des Index kommt es nicht an:

n n
E ar = E aj.
k=m j=m

Verschiebung des Laufindex:

n n+l
E ap = E as—1.
k=m j=m+l

Die Summationsgrenzen miissen entgegengesetzt verschoben werden.

. Das Assoziativgesetz gilt: Wenn l,m,n € Z und l < m < n ist so gilt

m—1 n n
E ar + E ar = E ak.
k=l k=l

k=m

Beachte, das Summenzeichen bindet stdarker als das ‘+’-Zeichen.

. Das Kommutativgesetz gilt: Bei einer Umordnung (Permutation) der Summanden

andert sich der Wert der Summe nicht.

. Beispiel: umgekehrte Reihenfolge der Summanden:

n n
§ ak = § Ant+m—k-
k=m

k=m

. Beispiel: Summen mit gleichen Summationsgrenzen kann man unter einem Sum-

menzeichen zusammenfassen:

Z ar + E br = Z(ak+bk)-
k=m k=m k=m

. Beispiel: Bei Doppelsummen kann man die Summationsreihenfolge vertauschen:

n

> Yaw=> 3 an.

k=m l=p l=p k=m

Man ordne die Summanden in einem Rechteck an:

Am,p Am,p+1 cee Omyg
Am+1,p  Am+tlp+l - Om+lq

Qn,p QAn,p+1 ce. Qng-




Man kann nun entweder zuerst die Zeilensummen bilden und diese aufaddieren oder
mit den Spaltensummen beginnen. Auf beiden Wegen erhilt man die Summe aller
Eintréage.

8. Das Distributivgesetz gilt:
C Z ap = Z cag.
k=m k=m
9. Beispiel: Fir das Produkt zweier Summen gilt:

(5 0)(50) = 5 Sun

kE=m l=p k=m l=p

Man kann also auf die Klammern auf der linken Seite verzichten.

Produkte werden mit Hilfe des Produktzeichens abgekiirzt:

Bezeichnung 1.2.4 (Produktzeichen)

1. Es seien m,n € N und m < n. Wir schreiben das Produkt der Zahlen
Qmy Gm—+1s - - -, Gn, € R mit dem Produktzeichen:

n
H Ak = Am " Am+1 * Am+42 - An—1 * An.
k=m

2. Ein Produktzeichen, bei dem die obere Grenze kleiner als die untere Grenze ist,
heiit leeres Produkt. Das leere Produkt wird als 1 definiert.

Bemerkungen und Beispiele 1.2.5 (Produktzeichen)

1. Auf die Bezeichnung des Index kommt es nicht an; es ist:

m m
[[a=]]a
k=n j=n

2. Der Laufindex 148t sich transformieren:

m m—1
o= 1T o
k=n j=n-+l1

Die Grenzen miissen entsprechend transformiert werden.

3. Das Produkt ist assoziativ und die Reihenfolge der Faktoren kann beliebig permu-
tiert werden.

4. Beispiel eines leeren Produktes:

ﬁ aj:1.

j=n+1

5. Fiir n € No, a € R gilt

n
n
[[o=a"

k=1
Fiir n < 0 stimmt dies nicht!

6. Das Produkt der Zahlen 1,2,...,n € N nennt man Fakultdt von n und bezeichnet
es mit n!. Man setzt 0! := 1. Sprich: n-Fakultat.

Es gilt fiir n € Np:

1.2.2 Induktionsprinzip

Wir setzen weiterhin die natiirlichen Zahlen als bekannt voraus, wollen aber ihre Eigen-
schafter etwas formaler beschreiben. Das kann auf verschieden Weisen geschehen.

Ublich ist das folgende Axiomensystem (Peano Axiome), das wir hier nur umgangs-
sprachlich formulieren.

Die Axiome prézisieren den Vorgang des Z#hlens:



Es gibt eine natiirliche Zahl 1.

Auf jede natiirliche Zahl n folgt eine néchste, die man mit n 4+ 1 bezeichnet.

e Man kann beim Zahlen nicht mehrmals auf dieselbe Zahl stoflen. D.h. wenn zwei
natiirliche Zahlen m,n denselben Nachfolger haben, sind sie gleich:

m+l=n+1 = m=n.

Man kommt beim Z&ihlen nicht zuriick zur 1. D.h. fiir alle natiirlichen Zahlen n gil:
n+1#1

e Man erreicht durch Zahlen, ausgehend von der 1, alle natiirlichen Zahlen.

Die zuletzt genannte Eigenschaft heifit das Induktionsprinzip. Wir formulieren es in
der Sprache der Mengenlehre.

Feststellung 1.2.6 (Induktionsprinzip) Es sei M C N ein Teilmenge der natiirli-
chen Zahlen mit den Eigenschaften

a) le M
byneM = n+leM

Dann folgt schon M =N

In den Anwendungen hat man eine Aussage A(n) iiber eine natiirliche Zahlen n. Die
Aussage sei fiir alle natiirlichen Zahlen formulierbar. Man mochte die Aussage A(n) fiir
jedes n € N beweisen.

Dazu bilde man die Menge
M :={n|n €N, A(n) ist richtig fiir n}

und zeige mit Hilfe des Induktionsprinzips, dafl M = N ist.

Dazu mufl man fiir M die Eigenschaften a) und b) nachweisen. Man kommt so zu dem
folgendem Beweisprinzip:

Feststellung 1.2.7 (Vollstindige Induktion)

Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(1) ist richtig .
Induktionsschritt: Fir alle n € N gilt der Schlufs:

A(n) = A(n+1).

Dann ist A(n) fiir alle n € N richtig.

Zum Beweis sieche Vorlesung oder | , S. 13].

Beispiele 1.2.8 (Induktionsbeweise)

1. Dreiecksungleichung fiir endliche Reihen:

n n
DOFAED SN
k=1 k=1

2. Summenformel der geometrischen Reihe:

n 1_mn+l

—  fi 1
Zxk: T ir x© #
k=0 n+1 fir x = 1.

3. Zweite binomische Formel:

(I _ y) Z I'nfkyk _ mn+l _ yn+l'
k=0

n

Zum Beweis siehe Vorlesung oder | , S. 14].




1.2.3 Varianten des Induktionsprinzips

Anmerkung. Aus den Peano-Axiomen folgen alle weiteren Eigenschaften der natiirli-
chen Zahlen; insbesondere:

e Die natiirlichen Zahlen haben eine Anordnung (totale Ordnung).

e Die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen ergibt wieder natiirliche Zahlen.

Die Herleitung dieser Aussagen erfolgt in einer langen Kette an sich einfacher Indukti-
onsbeweise, die man aber in der richtigen Reihenfolge durchfiihren muf} (siehe | ]

).

Wir verwenden diese Regeln im folgenden kommentarlos.

Anmerkung. Dariiber hinaus kann man zeigen:
Jeder geordnete Korper, insbesondere R, enthélt die natiirlichen Zahlen.

Letzteres kann man auch zur Definition der natiirlichen Zahlen erheben.

In einem strengen axiomatischen Aufbau fithre man zunichst die reellen Zahlen mit den
folgenden Axiomen ein:

Korperaxiome (K1)-(K11), Ordnung (O1)-(03) und die Supremumseigenschaft (S)

Anschlieend kann man die natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R definieren und das
Induktionsprinzip beweisen:

N ist der Durchschnitt aller Teilmengen M C R, die die folgenden beiden Eigen-
schaften haben:

1eM.

Ausn € M folgtn+1€ M.
Es gibt solche Mengen M, z. B. R selber. Also ist N wohldefiniert und erfillt das
Induktionsprinzip.

Manchmal ist es praktischer, eine Aussage nicht fiir die natiirlichen Zahlen, sondern fiir
alle ganzen Zahlen ab einem no € Z zu formulieren:

Feststellung 1.2.9 (Vollstindige Induktion ab ng)
Es seing € Z. Firn € Z mit n > no sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(no) ist richtig .
Induktionsschritt: Fir alle n € Z, n > ng gilt der Schluf3:

A(n) = A(n+1).

Dann ist A(n) fir alle n € Z mit n > ng richtig.

Manchmal ist es hilfreich, statt der Aussage A(n) die folgende Aussage zu beweisen:
B(n) & A(1)und ... und A(n).

Beim Induktionschlufl B(n) = B(n + 1) hat man stirkere Vorraussetzungen, muf} aber
nur A(n + 1) zeigen:

Feststellung 1.2.10 (Schluf3 1,...,n=n+1)
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte:

Induktionsanfang: A(1) ist richtig .
Induktionsschritt: Fir alle n € N gilt der Schlufs:

A(1) und ... und A(n) = A(n+1).

Dann ist A(n) fir alle n € N richtig.

Bezeichnung ({1,...,n})
Es sei n € N. Wir schreiben zur Abkiirzung:

{1,...,n}:={k|keN, k<n}.
Anmerkung. Manchmal schreibt man auch suggestiver
{1,2,...,n}:={1,...,n}.

Man beachte aber, da§ im Falle n =1 dann 2 ¢ {1,2,...,n} istl

Eine dquivalente Formulierung des Induktionsprinzip ist:



Feststellung 1.2.11 ({1,...,n} C M =n+1€ M)
Es sei M C N ein Menge mit den Eigenschaften

Induktionsanfang: 1 € M
Induktionsschritt: {1,---n}CM = n+leM

Dann folgt M = N.

Man benutzt das Induktionsprinzip bei der rekursiven Definition einer Funktion f,
die fiir alle natiirlichen Zahlen erkldrt werden soll:

Feststellung 1.2.12 (rekursive Definition)

Anfangswert: Man gebe den Wert f(1) an.

Rekursion: Man gebe eine Vorschrift an, wie aus den Werten f(1),..., f(n) der Wert
fn+1) zu bilden ist.

Dann ist f auf ganz N erkldrt.

Bemerkung. 1. Manchmal beginnt die rekursive Definition auch mit einem Anfangswert
f(no) fiir ein no € Z.

2. Die Herleitung des Rekursionsprinzips aus dem Induktionsprinzip ist nicht so einfach

(vel. [ 1)

1.2.4 Fakultit, Binomialkoeffizient
Beispiele 1.2.13 (Rekursive Definition der Fakultét)
Man setze
0l:=1.
Fir n € Ny setze man
(n+ 1) :=nl(n+1).
Offensichtlich gilt fiir alle n € Np:
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Satz 1.2.14 (Anzahl der Permutationen)

Es ist n! die Anzahl der méglichen Anordnungen (Permutationen) einer Menge aus n
Elementen.

Zum Beweis siehe Vorlesung oder [ , S. 15].

Definition 1.2.15 Es sein € Ng. Fir k € {0,...,n} bezeichnet der Binomialkoeffizi-
ent < Z ) die Anzahl der méoglichen Auswahlen von k Elementen aus einer Menge mit

n Elementen.

Anmerkung: Es ist < :)L ) =

Lemma 1.2.16 Firn € Ng und k € {0...n+ 1} gilt:

() =)0 )

Zum Beweis siehe Vorlesung oder [ , S. 16].

Aus diesem Lemma erhalten wir das Pascalsche Dreieck:

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

Jede Zahl ist die Summe der beiden dariiberstehenden Zahlen.

Satz 1.2.17 Fiir n € Ng und k € {0,...,n} gilt

(%)



Zum Beweis siehe Vorlesung oder [ , S. 15]. Satz 1.2.20 (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen)

Jede nichtleere Teilmenge M C N hat ein Minimum.

Satz 1.2.18 (Binomischer Satz) Firn € N und z, y € R gilt:

n n Beweis (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen).
n __ n—k_ k
(z+y)" = Z ( k ) z Y- Es gibt ein ng € M. Dann hat nach Satz 1.2.19 die Menge M N{1,...,n0} ein Minimum
k=0 und es gilt:
Zum Beweis siehe Vorlesung oder [ , S.17]. min M = min(M N{1,...,n0}).

Anmerkung. Man vergleiche die dhnliche zweite binomische Formel 1.2.8 (3)

1.2.5 Wohlordnung der natiirlichen Zahlen

Satz 1.2.19 (Minimum und Maximum)

Es sei n € N. Jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n} hat ein Minimum und ein
Mazximum.

Beweis (Minimum und Maximum).

Beweis durch Induktion nach n € N.
0#McC{l} = minM=1
Wenn M = {n + 1} so ist min M = n + 1, anderenfalls ist
min M = min(M N{1,...,n}).
Beweis durch Induktion nach n € N.
0#A#McC{l} = maxM=1
Wenn n+1 € M so ist max M = n + 1, anderenfalls ist

max M = max(M N {1,...,n}).
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1.3 Abbildungen und wenn fiir alle x im Definitionsbereich die Werte iibereinstimmen:
1.3.1 Abbildungsbegriff f(@) = g(z).

Definition 1.3.1 (Anschauliche Definition: Abbildung) Es seien zwei Mengen

M, N gegeben. Unter einer Abbildung f von M nach N wverstehen wir eine Vorschrift,
die jedem Element x € M genau ein Element y = f(z) € N zuordnet.

Bemerkung 1.3.2 (zur Definition einer Abbildung)

Hier wird der Begriff Abbildung durch den ebenfalls undefinierten Begriff Vorschrift er-
kldrt. Wir werden unten (siehe 1.3.10) den Abbildungsbegriff mit Hilfe der Mengenlehre
prézisieren.

Bezeichnung 1.3.3 (Definitions-, Zielbereich)

1. M heifit der Definitionsbereich der Abbildung f. Wir bezeichnen den Definiti-
onsbereich mit D(f) := M.

2. N heifit der Zielbereich von f. Wir bezeichnen den Zielbereich mit Z(f) := N.
Statt Zielbereich sagt man auch Wertevorrat von f. (vgl. die Anmerkung zu 1.3.11)

3. Wenn y = f(z) ist, so heiflt y der Wert der Abbildung f an der Stelle z oder auch
das Bild von x unter der Abbildung f.

4. In dem Ausdruck f(z) nennen wir x das Argument der Abbildung f. Um zu
betonen, dafl in einer Aussage iiber f(x) das Argument = beliebig in M gewihlt
werden darf, sprechen wir von der Variablen .

Definition 1.3.4 (Gleichheit von Abbildungen)

1. Das Symbol f fir eine Abbildung beinhaltet die Abbildungsvorschrift, den Definiti-
onsbereich D(f) und den Zielbereich Z(f).

2. Zwei Abbildungen f,g werden nur dann als gleich betrachtet, wenn sowohl ihre
Definitionsbereiche als auch ihre Zielbereiche iibereinstimmen:

12



Bezeichnung 1.3.5 (Abbildungen) verwendet. Z.B.:
1. Kurzschreibweisen um Namen, Definitionsbereich und Zielbereich einer Abbildung v Geschwindigkeit

zu benennen: t Zeit o . .
v(t) Geschwindigkeit als Funktion der Zeit

f*M — N
M L N
Mz & yeN
f
x =y

Statt des Wertes y kann auch eine Formel oder y = Formel stehen.

Man beachte die Form des Pfeiles in letzten beiden Zeilen!

2. Bei Angabe einer Formel vergibt man hiufig kein Namenssymbol fiir die Funktion:

M >z — Formel

3. Wenn eine Funktion f innerhalb einer umfangreichen Formel vorkommt, schreibt
man manchmal

fC)

statt f. Man sieht dann leichter, wo die Variable einzusetzen ist. Es gilt f(-) := f.

4. Die Klammern um das Argument konnen auch entfallen, wenn dadurch keine Mif3-
verstindnisse entstehen kénnen. Beispiele:

logx, sinz, lineare Abbildung @ x.

Anmerkung: (unabhingige und abhiingige Variable)

Wenn klar ist, welche Funktion gemeint ist, findet man in Physikbiichern die Kurz-

schreibweise y = y(z). Man nennt = die unabhingige Variable und y die abhiingige
Variable.

Physikalische Groflen werden mit einem feststehenden Buchstaben bezeichnet. Wenn eine
Grofle von einer anderen abhéngt, wird ihr Buchstabe auch fiir das Abbildungssysmbol

13



Beispiele 1.3.6 (identische und konstante Abbildung)

a) Fiir N = M erkldren wir die identische Abbildung;:
d=idy : M — M
idy(x) = « firze M.
Anwendungsbeispiel:
f=idv & f(z)==z firalleze M.

Haufig 148t man bei der identischen Abbildung das Funktionssymbol weg und
schreibt nur z.

b) Fiir festes ¢ € N wird eine konstante Abbildung

c:M — N,
c(r) = ¢ firzeM

definiert.

Das Zeichen ¢ steht also sowohl fiir das Element in N wie auch fiir den Namen der
konstanten Funktion. Strenggenommen miifiten wir hierfiir unterschiedliche Symbole
verwenden.

Beispiele 1.3.7 (Funktionen)
Abbildungen in die Zahlen heiflen auch Funktionen.
d) Fir M = N := R und a, b € R wird durch f(z) = az + b, z € R, eine affine
Funktion
fR—>R
definiert.

In Rechnungen spart man sich hdufig den Funktionsnamen und spricht von der
affinen Funktion ax + b, x € R.

e) Essei n € N fixiert. Man definiert die Potenzfunktion zur Potenz n:

Rox— 2"
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e) Es seien co,...,cn, € R. Man erklirt ein Polynom P durch:

P : R—>R
P(x) = Z crz®
k=0

Die Zahlen co, ..., ¢, heiflen die Koeffizienten des Polynoms.

1.3.2 Graphen

Definition 1.3.8 (Kartesisches Produkt)
Fiir Mengen M, N bezeichnet

M x N :={(z,y) |r€e M,y N}

das kartesische Produkt von M und N, d.h. die Menge aller geordneten Paare (z,y)
mitx € M undy € N.

Der Name kartesisches Produkt erinnert an René Descartes (1596-1650), den Begriinder
der analytischen Geometrie.

Beispiel: R xR kénnen wir durch eine Ebene veranschaulichen. Man zeichne in der Ebene
zwei Koordinatenachsen. Jedem Punkt P ist dann durch seine Koordinaten x und y auf
den Achsen eindeutig bestimmt. Die Punkte der Ebenen entsprechen so eineindeutig den
Koordinaten-Paaren (z,y) € R x R.

Bemerkung 1.3.9 (Graph einer Abbildung)
Eine Abbildung f : M — N wird durch ihren Graphen

L(f) = {(xy)lzeM, y=f(z)}
= {(& f@)|zeM} C MxN

eindeutig festgelegt. Dieser hat offensichtlich die Eigenschaft:

VeeM JhyeN (z,y) € T(f).



In Worten: Fiir alle x € M gibt es genau ein y € N, so daBl (z,y) € I'(f) ist.
Umgekehrt ist die Abbildung f durch ihren Graphen eindeutig festgelegt:

y=1rfx) & (zy)el(f)

Anmerkung: Etwas préziser sollte man zuerst Graphen einfithren und dann die Definiti-
on 1.3.1 einer Abbildung nicht als Definition sondern Vereinbarung einer (praktischeren)
Schreibweise betrachten.

Definition 1.3.10 (Graphen)
Ein Graph I mit Definitionsbereich M und Zielbereich N ist eine Teilmenge
I'CMXxN,

fiir die gilt:

VeeM ZFhyeN : (z,y)el.
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Anmerkung: (alternative Definition von Abbildungen)

EsseiI' C M x N ein Graph.
e Man vereinbart dann die Abbildungsbezeichnung f = fr : M — N und erklért:

y=f(z): & (z,y)eTl.

e In dieser alternativen Definition sind eine Abbildung und ihr Graph dasselbe Objekt.

e Im folgenden wird die mehr intuitive Vorstellung von Abbildungen im Sinne der
Definition 1.3.1 beibehalten und die Graphen als die daraus abgeleiteten Objekte
angesehen.

1.3.3 Umkehrabbildung

Definition 1.3.11 (Bild und Urbild)
Es sei f: M — N eine Abbildung.
1. Fiir A C M erkldren wir durch
F(4) = {f(x) | = € A}

das Bild von A. Esist f(A) C Z(f) = N.
2. Fiir B C N erkldren wir durch

f7H(B)={zxe M| f(z) € B}
das Urbild von B. Es ist f~*(B) C D(f) = M.

Anmerkung. Man unterscheide Bild(f) := f(M) und den Zielbereich Z(f) einer Ab-
bildung.

Definition 1.3.12 (injektiv, surjektiv,bijektiv)
Eine Abbildung f : M — N heifst

1. injektiv, falls fiir alle x,x’ € M gilt:



2. surjektiv, falls es zu jedem y € N ein z € M so gibt, daf§ y = f(x) ist.
3. bigektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Anmerkung: Fiir eine Abbildung f: M — N gilt:

f surjektiv. & f(M) = N.

Feststellung 1.3.13 (bijektive Abbildungen)

Es sei f: M — N . Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. f ist bijektiv
2. Zu jedem y € N gibt es genau ein x € M, so daff y = f(x) ist.

Man sagt, x ist die eindeutige Lésung der Gleichung f(z) = y.

Definition 1.3.14 (Umkehrabbildung)
Es sei f: M — N eine bijektive Abbildung. Die Umkehrabbildung

YN M
wird fir alle y € N definiert durch:

iy =2 & y=[f(2).

1.3.4 Komposition von Abbildungen

Wenn der Zielbereich einer Abbildung f im Definitionsbereich einer weiteren Abbildung

g enthalten ist, konnen wir die beiden Abbildungen nacheinander ausfiihren:
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Definition 1.3.15 (Komposition)
Fiir Abbildungen f: M — N, g : N — L definiert man die Komposition

gof:M—L

durch

fiir alle x € M.

Anmerkung

1.
2.

Sprich g nach f fiir die zusammengesetzte Abbildung g o f.

Statt Komposition sagt man auch Zusammensetzung, Hintereinander-
ausfiihrung oder Verkettung.

Die Komposition bindet stéirker als das Argument:

go f(z)=(gof)(z).
Um MiBverstéindnisse zu vermeiden, sollte man die Klammern aber setzen.

In langeren Formeln schreibt man statt g o f auch

g(f) oder g(f(-)) -

Man kann die Komposition auch anschaulicher als Diagramm schreiben:

MLNZL.

Beispiel.

Auch wenn M = N ist, so ist im allgemeinen go f # fog. Z.B.:

Raxiﬂaﬂ

Roz —g.

Dann ist (go f)(z) = —|z| und (f o g)(z) = |z|.




Feststellung 1.3.16 (Assoziativgesetz der Komposition) Fiir
f:M— N, g:N—L, h:L—-K
gilt
ho(gof)=(hog)of.
Man kann also kurz h o go f schreiben.

Wir veranschaulichen das Resultat als kommutierendes Diagramm:

M 2L

Feststellung 1.3.17 (Umkehrabbildung)
Eine Abbildung

f:M—N
ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung
g:N—-M
so existiert, dajs
gof=idy und fog=idn .

Dann ist g = 1.

Als kommutatives Diagramm sieht das so aus:

M— M
7| K
N——N
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1.3.5 Endliche Mengen
Bemerkung 1.3.18 (Mengen {1,2,...,n})

1. Es seien m,n € N und m < n.
a) Es gibt keine injektive Abbildung {1,...,n} — {1,...,m}.
b) Es gibt keine surjektive Abbildung {1,...,m} — {1,...,n}.
2. Es sei n € N. Fiir jede Abbildung

L. ,n—>{1,...,n}
gilt:
f injektiv < f surjektiv.
3. Eine bijektive Abbildung
o:{1,2,...,n} —{1,2,...,n}.

heifit eine Permutationen der Menge {1,2,...,n}.

Bemerkung 1.3.19

Essein € Nund M C {1,...,n} eine nichtleeren Teilmenge.
1. Es gibt es ein m € N, m < n, und eine bijektive Abbildung
f:41,...,m}— M.

2. M#{l,...,n} & m<n.

Bemerkung 1.3.20 (endliche Mengen)
1. Eine Menge A heifit endlich, wenn es ein n € N und eine surjektive Abbildung
a:{1,2,....,n} - A

gibt oder A = () ist.



Man schreibt dann die Werte in der Form ax, k = 1,2,...,n, und kiirzt den Sach-
verhalt folgendermaflen ab:

Beweis. Zum Begriff der endlichen Menge vgl. Bemerkung 1.3.20. Wir zeigen die folgende

A = {a,a an} Behauptung durch vollstdndige Induktion:
= {ax|k=1,2,....n) Eine Teilmenge M = {z1,...,2,} C N mit n Elementen, n € N, hat ein Maximum.
M = {z1} und max M = z;.
2. Zu einer endlichen Menge A gibt es immer eine natiirliche Zahl n € N und eine M={z1,..., %0, Tpp1} ={z1..., 20} U{Zns1}. Also ist
bijektive Abbild Aufzihl
Hextive ildung (Aufzéhlung) max M = max{{z1,...,Zn}, Tny1}

a:{1,2,...,n} — A

Die Zahl n heifit die Anzahl der Elemente von A oder die Mé#chtigkeit von A.

Auf Grund von Bemerkung 1.3.18 ist die Méchtigkeit einer endlichen Menge wohl- 1.3.6 Kartesisches Produkt

definiert.
Wir verallgemeinern die Definition 1.3.8 und erkldren das Karthesische Produkt von

3. Es kommt auf die Reihenfolge der Aufzéhlung nicht an.
endlich vielen Mengen:

Hat man eine andere Aufzéhlung, so gibt es eine Permutation o von {1,2,...,n},

so dafl die andere Aufzidhlung die Form . . "
Definition 1.3.22 (Kartesisches Produkt [];_, Ax)

ki—acwy), k=1,...n, Sind die Mengen A1, Ao, ..., Ay, nicht leere Mengen, dann heifit die Menge
hat: Ay x - x Ap = {(a1,a2,...,an) | ax € Ak, k=1,2,...,n}
A={a1,...,an} ={ao1), -+ o) }- das kartesische Produkt der Mengen A1, ..., A,.
Anmerkung:

4. Auf Grund von Bemerkung 1.3.19 ist eine Teilmenge M einer endlichen Menge A . . .
endlich. 1. Man erkldrt das Produktzeichen fiir Mengen:

Wenn die Teilmenge M # A ist, so ist die Méachtigkeit von M kleiner als die Méachtig- n
keit von A. HAk = A X - X Ay,
k=1

5. Es sei A eine endliche Menge und f : A — A. Dann gilt:

[ injektiv & f surjektiv . 2. Beim kartesischen Produkt kommt es auf die Reihenfolge der Faktoren an!

3. Die Elemente des kartesischen Produktes A; X --- X A, heiflen n-Tupel.

4. (a1, a2) heif3t ein Paar.

Feststellung 1.3.21 (Maximum endliche Menge) Jede endliche Teilmenge M C R (a1, a2, as3) heift ein Tripel
hat ein Mazimum. (a1, a2, as,as) heifdt ein Quadrupel.
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5. Man schreibt zu Abkiirzung;:
(ar)h=1 := (a1,...,an).

6. Sind alle Ay gleich einer Menge A so schreibt man

7. Auch in diesem Fall kommt es auf die Reihenfolge der Koeffizienten eines n-Tupels

an. Beispiel: A = {0,1}:

{0,1}* = {(0,0,0), (0,0
(1,0,0), (1,0

1), (0,1,0
1), (1,1,0

)

Anmerkung: (Abbildungen mit n Variablen)

Abbildungen von einem kartesischen Produktes A; X --- X A, in eine Menge M nennt

man auch Abbildungen mit n Variablen:

fiAi: X XAy, > M

Beispiele sind die Projektionen auf die Kordinaten:
pr Al XX Ay, —  Ag,
pe(ay,...,an) = aw,
fir k =1,...,n. Man spricht auch kurz von den Kordinaten eines n-Tupels.
Verkniipfungen sind Abbildungen A x A — A
Die Addition ist eine Verkiipfung:

+:RxR—=R

Bezeichnung 1.3.23 (Tupel von Abbildungen)

Es seien M eine Menge und fr : M — Ax, k = 1,...,n, Abbildungen. Man definiert

dann das n-Tupel:
f::(f1,...,fn):M — A1><"'><An7
(froeoosfa)(@) = (fr(@), oo fu(2)).
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Beispiel: Ein Punkt in der Ebene ist durch seine Koordinaten (z1,z2) € R? festge-
legt. Eine zeitliche Bewegung eines Punktes in der Ebene beschreibt man durch zwei

Funktionen

f1:[07T] - R
f2:00,7] — R.

Dabei sei [0, T ein Zeitintervall. Das Tupel

(fr,f2) 10, 7] — R?

beschreibt den Weg des Punktes in der Ebene.

Bezeichnung 1.3.24 (kartesisches Produkt von Abbildungen)

Es seien gr : Ax — Bg, k = 1,2,...,n, Abbildungen. Man definiert das kartesische
Produkt der Abbildungen:

g:=g1 X - Xgn: A1 X XA, — Bix---x DBy,
(1 X =X gn)ar,...;an) = (g1(a1),...,gn(an)).

Beispiel: Ein Tupel von Abbildungen:

F=0U1sfn): M — A1 X - X A,

Ein kartesisches Produkt von Abbildungen:

g =g1 X -+ Xgn: A1 X+ XA, = B1 XX By.

Die Komposition g o f dieser Abbildungen ist dann:

gof=(gofi,....gnofn) = (91(fi(2)), ., gn(fn(2)))-




1.4 Reellwertige Funktionen
1.4.1 Funktionen

FEine Abbildung f : M — R mit Zielbereich R heifit auch Funktion. Fiir Funktionen f,
g lassen sich Summe, Produkt, und Quotient punktweise fiir © € M definieren:

(f+9(x) = flz)+g(x),
o)) = () gl)
(g)@) - %,gu)#ow

wobei 5 nur auf M \ {z € M | g(x) = 0} erklirt ist.

Entsprechend definiert man

Ifl(z) = [f(=z)],
max(f,g)(z) = max{f(z),g(z)}

und min(f, g). Weiter hat man die punktweisen Beziehungen
f<g = VzeM: f(z) <g(z).

und
f<g &= VzeM: f(z)<g(z).

Definition 1.4.1 FEine Menge M C R heifit
a) nach oben beschrdinkt, falls

A eRVeeM:z<C.

b) nach unten beschrinkt, falls

dC eRVee M :C <.

¢) beschrinkt, falls M nach unten und nach oben beschrinkt ist.
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Die C € R, die a) bzw. b) erfiillen heifilen obere, bzw. untere Schranke von M.

M ist genau dann beschrankt, wenn ein reelles C existiert, so dafl fiir alle z aus M gilt
|z < C.

Beispiele 1.4.2 Siehe auch | . S. 22].
a) Hat M C R ein Maximum, so ist M nach oben beschrinkt. Hat M C R ein Mini-
mum, so ist M nach unten beschrankt.
b) Fiir 0 < g < 1ist {3}7_,¢" | n € N} beschrénkt
¢) {z € R|z® <2} ist nach oben, aber nicht nach unten beschréinkt.

Wichtige Teilmengen von R sind beschrénkte oder unbeschrénkte Intervalle:

[a,b) = {zeR|a<z<b}
[a,b) = {xeR|a<z<b}
(a,b] = {zeR|a<z<b}
(a,0) = {reR|a<z<b}
[a,00) = {zxeR|a<a}
(a,00) = {re€eR|a<z<b}
(—o00,b] = {zeR|z<b}
(—00,b) = {zeR|z<b}

Das Symbol oo fiir ,,unendlich® steht hier, wie im folgenden, lediglich als Abkiirzung.

Die Beschranktheitsbegriffe fiir Mengen lassen sich auf Funktionen iibertragen, in dem
man sie auf die Bilder der Funktionen anwendet.

Definition 1.4.3 Sei M eine Menge. Fine Funktion f : M — R heifst

1. nach oben beschrinkt, falls f(M) nach oben beschrinkt ist.

2. nach unten beschrdnkt, falls f(M) nach unten beschrinkt ist.



3. beschrdnkt, falls f(M) beschrdankt ist.

Definition 1.4.4 Sei M eine Menge.

1. Eine Funktion f : M — R besitzt ein Minimum, falls f(M) ein Minimum besitzt.
Punkte xog € M mit

f(o) = min f(z) := min f(M)

heiffen Minimalstellen.

2. Eine Funktion f: M — R besitzt ein Mazimum, falls f(M) ein Mazimum besitzt.
Punkte xo € M mit

(o) = ma f(x) := max (M)

heiffen Mazimalstellen.

Maximalstellen und Minimalstellen nennen wir auch Extremalstellen.

Fiir Funktionen mit D(f) C R fiithrt man folgende Monotoniebegriffe ein:

Definition 1.4.5 FEs sei M C R. Eine Funktion f : M — R heifst
1. (a) monoton wachsend, falls fiir alle x, y € M aus x < y folgt, daf f(z) < f(y)
15t.

(b) streng monoton wachsend, falls fiir alle x, y € M gilt, daf§ aus x < y die
Abschitzung f(z) < f(y) folgt.

2. (a) monoton fallend, falls fiir alle x, y € M mit x <y stets f(x) > f(y) ist.
(b) streng monoton fallend, falls f(x) > f(y) fir alle x,y € M mit z < y.

Beispiele 1.4.6 Siehe auch | , S. 24].

1. Konstante Funktionen sind monoton wachsend und fallend.

2. Die Potenzfunktionen sind auf [0, c0) streng monoton wachsend.

3. Die Potenzfunktionen R 5 z — z" sind genau dann streng monoton wachsen, wenn
n ungerade ist.

4. Die Inversion z — 1 ist auf (0, c0) streng monoton fallend.

Bemerkung 1.4.7 Im Fall M, N C R nennt man die Umkehrabbildung f~* der Funk-
tion f: M — N auch Umkehrfunktion.

Satz 1.4.8 Es seien M C R und f: M — R streng monoton wachsend.

1. Dann ist f injektiv.
2. Dann ist f: M — f(M) bijektiv.
8. Dann ist f~': f(M) — M streng monoton wachsend.

Dieser Satz gilt sinngeméfl auch fiir streng monoton fallende Funktionen.

Beispiele 1.4.9 Siehe auch | , S. 26].

1. Die Potenzfunktionen R 5 x — 2™ € R sind genau dann injektiv, wenn n ungerade
ist. Wir werden spditer sehen, daf$ sie dann sogar bijektiv sind

2. Die Inversion @ +— < ist auf (0, 00) bijektiv.

1.4.2 Folgen

Definition 1.4.10 FEine Funktion a : N — R heifst Folge. Die Funktionswerte a, :=
a(n) heiffen Folgenglieder. Man schreibt die Folge a in der Form:

(a(n))pZy = (an);Zy = (an)nen = (an)n = a.
oder auch als an, neN, bzw. an (neN) oder ganz anschaulich als
ai,a2,as,....

Folgen kénnen auch mit einem no € Z beginnen. z.B. (an)nen, -



Bei einer Folge kommt es auf die Reihenfolge der Folgenglieder an. Man unterscheide die
Folge (an)» und ihre Bildmenge a(N) = {a, | n € N}.

Allgemeiner nennt man eine Abbildung a : N — M eine Folge in der Menge M und Beispiele 1.4.11 (harmonische Reihe)
spricht im Fall M = R von reellen Folgen.

1. Die Folge hn :=>_}_, + (n € N) heit harmonische Reihe.

2. Wir werden spéter sehen, daf die Partialsummen s, := Y;'_, 7z (n € N) gegen

Beispiele: (Folgen
( ) ™~ 1.6449340 streben.

1.
(%)321 = L % % n 22:1% e 1L2
(H)p < (3 2 15 1,25
(an)nEN + (bn)nEN (an + b )nEN 3 1,833 1,3611
5 2,2833 1,46361
n)n bn n = nbn n ’ ’
(@n)n(bn) (anbn) 10 | 2,92897 1,54977
Wenn alle Folgenglieder b, # 0, so ist ($*)nen wieder eine Folge. 100 5,18738 1,63498
2. Zu einer Folge (ax)» kann man die Folge (s,), der Partialsummen 10000 | 9,78761 1,64483
. 106 | 14,39272672 | 1,6449331
sni=> ar firneN 10" | 23,60306659 | 1,6449340
k=1
bilden. Die Folge (ZZ:1 an)n nennt man auch eine (unendliche) Reihe und die a,
die Summanden der Reihe. Satz 1.4.12 Fir alle n, m € N und n > 2™ gilt die Abschitzung
3. Da Folgen Funktionen sind, kann man auf sie die bereits bekannten Beschrianktheits- Z % %
und Monotoniebegriffe verwenden. k=1
Eine Folge (an)» heift monoton wachsend, wenn a, < an+41 fiir alle n € N gilt
und streng monoton wachsend, wenn . . . . Anmerkung: Dies wurde zum erstenmal um 1350 von Nicole ORESME — Bischhof von
Eine Folge von Partialsummen s, = Y_;_, ar (n € N) ist monoton wachsend, wenn Lisieux — gezeigt.
die Summanden a, > 0 sind. Da N anschaulich unbeschrinkt ist — dies werden wir auch noch als Axiom formulieren —
4. Die vollstéindige Induktion ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung von ist die Folge (30, %)n unbeschrénkt.
Folgen. Man kann Folgen auch rekursiv definieren. Z.B. die Folge der Fibonacci-
Zahlen:

Anfangswerte: ap :=0, a1 :=1
Rekursion: Qn = Gn-2+an—1 firn=2,3,...
Es ist also:

(an)n =0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ..
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Satz 1.4.13 Fir alle n € N gilt die Abschditzung

1
> S
k=1
Zum Beweis siehe Vorlesung oder [
Beweis.
Wir geben hierfiir zwei Beweise:

1
K2

1. Man vergleiche >"7'_,

n

2. Man zeige induktiv, daB

"1
D 5 <2
k=1

ist.

. S. 33].

mit der Teleskopsumme

3 _1)k—1+z<———) .

S|
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1.5 Ungleichungen

Die Aufgabe einer Ungleichung ist es, komplizierte, schwer berechenbare Ausdriicke durch
einfachere, iibersichtlichere nach oben oder nach unten abzuschétzen.

Interessante Gleichungen der Analysis werden haufig durch Ungleichungen bewiesen. Am
Ende steht dann der Schluf}:

a<b und b<a = a=b

Abschiitzen ist eine Kunst, die man durch Ubung und Verinnerlichen von Beispie-
len erwirbt. Dazu gehort die Kenntnis einer Reihe von Rezepten, sprich Standard-
Ungleichungen, die man bei der T#tigkeit des Abschétzens nacheinander - in der richtigen
Reihenfolge - anwendet.

Beim Abschétzen von Produkten, Potenzen und Fakultidten hilft hdufig die Bernoulli-
sche Ungleichung.

1.5.1 Bernoullische Ungleichung

Satz 1.5.1 (Bernoullische Ungleichung) FEs gilt
(1+2)">1+nz firz>—-2undn €N .

Jakob Bernoulli, 1654-1705.

Anmerkung: Zum Beweis unterscheide man die Félle:

—2<x < —1: Klar
—1 < z: Vollstandige Induktion.

Satz 1.5.2

1. Fiir alle q € (0,1) ezistiert ein C > 0 so, daf fiir alle n € N gilt:
C

gt < —.
n



2. Fir alle ¢ > 1 existiert ein C' > 0 so, daf fir alle n € N gilt:

q" > Cn.
Hinweis: (1) Man schreibe
q 1 1
Ci=— & —-—=14+—=.
1—¢q q + C

und benutze nun die Bernoullische Ungleichung.

Zur Abschitzung der Fakultidten n! ist es naheliegend die Faktoren durch ihren , Mittel-

wert® 3 zu ersetzen.

Wir zeigen in den beiden folgenden Sétzen, dafl fir n =1,2,...

S(3) <me(3)

gilt.

Lemma 1.5.3 Fliir alle n € N ist

Satz 1.5.4 Fiirn € N gilt:

Beweis.

n = 1:| nachrechnen!
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(n+ 1) =nl(n+1)

<3(2)’

Y (e
:2<n;1)n § +15)” (1)
<2("2) e+
o)

(n+1) (nach Induktionsvoraussetzung)
1

Lemma 1.5.5 Fiir alle n € N st

Also




Satz 1.5.6 Fliir alle n € N st

Beweis.

Klar.

Die Ungleichung gelte fiir ein n,

(n+D)=mn+1n! >

>

dann folgt:

1.5.2 Approximation der Eulerschen Zahl

Diskrete Simulation eines Wachstumsprozesses.

Man hat die folgende Beobachtung eines realen Prozesses:

1. Fiir hinreichend kleine Zeitintervalle [t1,t2] ist die zeitliche Entwicklung a(t) eine

lineare Funktion der Zeit:
a(t) =

2. Die relative Anderung

ist fiir alle hinreichend kleinen Zeitintervalle [t1, t2] dieselbe. Die relative Anderung

« ist also zeitlich konstant.

o~

1

a(tl)(l =+ a(t — tl)) fir t € [tl, tQ].

a(tz) —a(t1)

~at)

to — 1

(%)

3. Fiir groflere Zeitintervalle ist dagegen die beobachtete zeitliche Entwicklung nicht-

linear.
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Aufstellung eines diskreten mathematischen Modells zur Berechnung der zeitli-
chen Entwicklung fiir einen gréBeren Zeitraum [to,t]. Der Wert a(t,) sei bekannt.

Man wihle eine n € N und teile das Intervall [to, t] in n gleiche Teile. Fiir die Teilpunkte
tr :==to+ M, k=1,2,...n, ergibt das Modell die Werte a. Zur Berechnung der ax

wende man ngcheinander auf die Teilintervalle die Ndherungformel (x) an.

Die ar kann man rekursiv berechnen. Fir £ =1,2,... ,n gilt:
Anfangswert: ao = a(to)
Rekursion: ar = ak—1(1+ @)

Also ist fir kK =0,1,2,...n:
ap = ap (1 + —a(t_t0)>k

Der Endwert a, approximiert den realen Wert a(t).

Frage: Wie grof} soll man das n € N wéhlen und wie &ndern sich die Endwerte ao(1 +

W)" mit n? Zur Vereinfachung betrachten wir vorerst den Fall ot — to) = 1.

1\™
€n = (1 + _) ;
n

die bei kontinuierlichen Wachstumsprozessen eine Rolle spielt. Hilfreich bei der Untersu-
chung ist die Folge e}, := en(1 + %) Es ist e, < €.

Wir untersuchen nun die Folge

Satz 1.5.7

1. Die Folge (1 + %)n ist streng monoton wachsend.
2. Die Folge (1 + %)nﬂ ist streng monoton fallend.

Bemerkung 1.5.8 ( Intervallschachtelung [(1+ 1)", (1 + 1)"*'] ) Es gilt nun

2:(1+%)1SA..§(1+%)HS(1+7¢ )HHS...

1
...§(1+n+r1)n+2§(1+%)n+1S...§(1+%)1+1:4




Wir haben also die folgenden Inklusionen von Intervallen:

(T+D5A+DFT 2 [+H%0+3)> 2
A4+ A+ H D [+ )M (4 =2)" T 2

Fiir die Lénge der Intervalle gilt (vgl.Lemma 1.5.3 und 1.5.5):
1\n+1 1\n 3
<@+t -+ < 2

2
n

Anmerkung: (Intervallschachtelung fiir e)

Unsere Anschauung sagt uns, dafl die Léange der Intervalle beliebig klein wird. Wenn man
diese Begriff |, beliebig klein werden* prazisiert, sieht man, dafl man dies nicht beweisen
kann, sondern als ein Axiom der reellen Zahlen (siche Archimedisches Aziom) fordern
muf3.

Wenn wir nun bereits wissen, daf3 die Intervalle beliebig klein werden, dann sollten sie sich
auf einen Punkt zusammenziehen. Wir werden zeigen, dafl dieser Punkt keine rationale
Zahl sein kann.

Die Existenz einer reellen Zahl, die in allen diesen Intervallen liegt, werden wir spéter aus
einem weiteren Axiom der reellen Zahlen (siehe Intervallschachtelungsprinzip) folgern.

Diese Zahl, die durch die im Satz 1.5.7 angegebene Intervallschachtelung bestimmt wird,
heifit die Eulersche Zahl e, nach Leonhard Euler (1707-1783)

Feststellung 1.5.9 Die Folge

ist streng monoton fallend.

Vergleichen wir diese mit den vorhergehenden Folgen:
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Satz 1.5.10
1
- < —
2) (1+n> - k!
k=0
L] 1\
MY (1 T E)
k=0

Wir setzen zur Abkiirzung

1\" =1
=(1+2) P3N
k=1
« 1 " 1
en::en(1+—) E, =F,+ —
n nn!

Wir haben also eine Intervallschachtelung in der anderen:

en<E,<E}<e,

Beweis (Satz 1.5.10). (a)

" (n) 1 ~ n! 1
o= Z(k)nk_kzk!(n—k)!nk

k=0 0
n k—1
1 n—1
= 1> gl =
k=1 1=0
1
< 1+ZH = B,

(b) Firn=1giltel =3<4=EF;. Firn=2,3,... gilt:



Da (siehe nachste Folie) (F, —e,) < %(E,hl — % ) ist, folgt: Anmerkung: Der Beweis wird etwas mehr zeigen:
Wenn r =2, p € Z, g € N, dann ist

1 1 1 1
Z - (en - _'> - (Enfl - _)
n n n 2 7 & [Eqt1, Eqyal.
1 1 1
- E (en_Enfl E"‘i)
_ 1 (en _E, + %) Beweis (e nicht rational).
" Annahme: es gibt ein r € Q, so daB gilt:
1 . 1
> —|ea— FEy 4+ = = 0. 1
n 2 E7L<T<En+m fir alle n € N.

- .
Hilfsbehauptung (E, — e,) < L(E, 1 — 1) firn=2,3,... : Esseir = ¢.p€Z, q€N. Dann gilt:

1 1 1 1 " (n) 1 gr=(¢g-1peZ,
En—en—(2+§+ZH)—(2+§(1—E>+Z<k>ﬁ) (1) q |
k=2 b= @B, =Y L en
1 1 Mo Tkl
:%Jrzy(li (17ﬁ)> (2) q'r —q'E4 € Z.
k=3 1=0
1 "1 k—1\*k Anderererseits ist nach Annahme:
<ot m-(-57)) Q 1
k=3 q!Eq<q!r<q!Eq—|—6 = 0<qlr—qlEy<
I 1 k(k—1)
<= —(1-(1- 4
— 2n +k2:3k'< ( n >> () Widerspruch!
n—2
1/1 1 1 1 1 1
AEED - dean) < b
n<2+k:1 k’) ( 2=3)) = )

Wir verwenden weiterhin die Abkiirzungen:

n
1 " 1

Satz 1.5.11 (e nicht rational)
Es gibt keine rationale Zahl, die in allen Intervallen [En, E;], n € N, liegt.
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2 Konvergenz und Stetigkeit

2.1 Konvergenz von Folgen

Im vorigen Abschnitt haben wir eine Intervallschachtelung konstruiert, mit der wir die
Eulersche Zahl e bestimmen. Das war etwas aufwendig, aber fiir diese Zahl lohnt sich die
Miihe. Die Intervallschachtelung hat den Vorteil, dafl sie die gesuchte Zahl nach unten
und oben immer genauer abschétzt.

Vielfach hat man zur Bestimmung einer Zahl — z.B. der Lésung einer Gleichung — nur
eine Folge von approximativen Wert a,, (n € N) zur Verfiigung.

Die Folge wird am Anfang vielleicht wild schwanken und sich schlieBlich mit immer
kleineren Abweichungen einem festen Wert ¢ nihern.

Man sagt, die Folge (an)n konvergiert gegen den Grenzwert c.

Wir wollen dieses anschauliche Bild préziser definieren.

Definition 2.1.1 Eine Folge (an)n in R heifit konvergent gegen einen Grenzwert ¢ €
R, wenn folgendes gilt:

Zu jedem € € R, € > 0 gibt es einen Index ng € N, so daf$ aus n € N, n > no, stets
lan —c|] < e.

folgt. Nicht konvergente Folgen heiflen divergent.
Bemerkung 2.1.2 1. Konvergiert eine Folge nicht, so sagt man, sie divergiert.
2. Eine Folge, die gegen Null konvergiert, heifit Nullfolge.

3. Man sagt, eine Eigenschaft gilt fiir fast alle n € N, wenn es ein no € N so gibt, daf3
die Eigenschaft fiir alle n € N, n > no, gilt.

Feststellung 2.1.3 (Eindeutigkeit des Grenzwertes)

FEine Folge (an) in R hat hichstens einen Grenzwert.

D.h., Wenn ¢ und ¢ Grenzwerte einer Folge (an)» sind, dann ist ¢ = é.
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Bezeichnung 2.1.4 (Grenzwert)

1. Wenn die Folge (an)n konvergent gegen den (eindeutigen) Grenzwert c ist, so be-
zeichnen wir den Grenzwert mit:

lim a, :=c.
n—oo

Das obige Symbol besagt, dafl die Folge (an). konvergiert.

2. Eine andere praktische Kurzschreibweise ist:

a, —— ¢ & lim a, = c.

n— oo n—oo

an — C <

3. Bindung: ---= Formel, — ¢ aber lim (Formel,).

n— o0

Die beiden folgenden Konvergenzkriterien sind oftmals handlicher als die Definition 2.1.1.
Der freiwdhlbare konstante Faktor C' und ,,<“ statt des ,,<“ erleichtern das Abschétzen.

Feststellung 2.1.5 Eine Folge (an) konvergiert genau dann gegen ¢ € R, wenn es ein
C > 0 mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N, so daff aus n € N, n > ng stets
lan, —c| < C €
folgt.

Die folgende Formulierung kommt ohne ganz ,, Epsilontik* aus:

Feststellung 2.1.6 Fliir eine Folge (an)n in R und ¢ € R gilt:

an — C < an —c — 0.




2.1.1 Archimedisches Axiom

Bemerkung. Wir konnen leicht Beispiele von divergenten Folgen finden: (an)n :=
1,—1,1,—1,... ist sicher divergent.

Konstante Folgen sind konvergent.

Wenn man interessante Beispiele sucht, st68t man auf ein Problem, dafl wir am Beispiel

der Folge (1), aufzeigen wollen.

1. Wenn ¢ eine rationale Zahle ¢ = %, (p,q € N), ist, so setze man ng := g und erhlt:

n>ng = |5-0=4<i<E=e

3=
Qs

2. Um die Konvergenz der Folge (%), zu zeigen, muB man die Grenzwertdefinition

n

2.1.1 aber wir fiir beliebige € € R, € > 0, nachweisen.

Man vergleiche dazu aber die Folgerung 2.1.10 aus dem Archimedischen Aziom (A).

Anmerkung: Die Definition des Grenzwertes 2.1.1 ist nicht nur fiir R, sondern fiir jeden
geordneten Koérper (vgl. Def. 1.3.15 ) anwendbar. Die Folge (an)n und der Grenzwert c
liegen dann in diesem geordnetem Korper.

Man beachte, dafl man in diesem Fall auch die Vergleichswerte € > 0 aus diesem Korper
wéhlen mu8.

Das folgende Lemma gilt fiir jeden geordneten Korper.

Lemma 2.1.7 Wenn die Folge (%), konvergiert, dann ist der Grenzwert Null.

n
Beweisidee: Wenn % — ¢ dann gilt

. 1 . 1
A on =c und - lim oo =2

Also ist ¢ = 5 und somit ¢ = 0.

Wir haben die eben benutzten Rechenregeln fiir Grenzwerte noch nicht bewiesen und
zeigen diese Schluflweise direkt mit der Grenzwertdefinition.

Beweis. Es sei lim,, ., = c.

Zu € > 0 existiert ein ng € N, so daB

lc— 1| <e firallen €N, n>ng.
Hieraus folgt einerseits, da 2n > n,

lc— 5| <e firallen €N, n>no

und andererseits

Aus der Dreiecksungleichung folgt nun:

— 5| <% firallen €N, n> no.

vl

3 le =51 =1(c—52) + (55 = 5)I

le— 0|+ — £ <e+%.

IN

fur alle n € N, n > ng. Also gilt
le] < 3¢ fiirallee >0

und somit ¢ = 0.

Anmerkung:

1. Um die Konvergenz der Folge (%)n zu zeigen, mufl man die Grenzwertdefinition
2.1.1 wir fiir beliebige ¢ € R, € > 0, nachweisen. Dies gelingt aber mit Hilfe der
bisherigen Axiomen (K) und (O) nicht.

(K) und (O) besagen nur, da3 R ist ein geordneter Korper ist. Das reicht nicht aus!

2. Um zu zeigen, daf§ die Konvergenz der Folge (), nicht aus den Axiomen (K) und
(O) folgt, mufl man einen sogenannten nicht-archimedisch geordneten Korper

vorzeigen - dies liegt aber auBerhalb der Reichweite der Vorlesung Analysis 1. In
einem nicht-archimedischen Korper ist die Folge (L), divergent.

Satz 2.1.8 Die Folge (%)n ist genau dann konvergent, wenn N unbeschrdnkt ist.

In diesem Fall ist nach Lemma 2.1.7 lim % =0.

n—oo

Beweis.



Es sei lim,,—o, = 0. Feststellung 2.1.11 (Rechenregeln fiir Nullfolgen)

Ist nun a € R, a > 0 so setze man ¢ := i Nach der Definition des Grenzwertes gibt es Es seien (an)n und (bn)n Folgen in R. Dann gilt:
ein no € N so daB

1. an, -0 <— |an| — 0.
%<a fiir allen € N, n > no. 2. |an| < |bn] (m€N) und by, -0 = an— 0.
) S AxeRundap, —0 = IAa, — 0.
Also st 4. an — 0 und (bp)n beschrinkt =  anb, — 0.
ng>-=a 5 an —0undb, -0 = max{|anl|,|bn|} — 0.
6. ap —0undb, -0 = a,+b,—0.
Zu e > 0 existiert ein ng € N mit
Bemerkung: In 2. reicht es, daB |an| < |by| fiir fast alle n € N gilt (vgl. 2.1.2(3))
— < nog.
€
Dann ist Feststellung 2.1.12 Konvergente Folgen sind beschrinkt.
l<i<<€ fir alle n € N, n > ng. L.
n. no Beispiele 2.1.13
Wir 16sen das Problem durch ein weiteres Axiom, das Axziom des Archimedes: a) nlLII;O n—lk =0, keN.

b) Betrachte die Folge (¢™) fiir ¢ € R.
Fiir ¢ = 1 gilt: ¢" — 1.
Fiir ¢ = —1 ist (¢™) divergent.
Fiir |g| > 1 ist (¢") unbeschriankt und somit divergent.
Fiir |q| < 1 gilt: ¢" — 0.

Definition 2.1.9 (Archimedisches Axiom)

(A) In den reellen Zahlen ist die Teilmenge N unbeschrinkt.

Archimedes von Syrakus (312—287 V. Chr) C) Fiir alle k € NO und alle qge (_1, 1) ist lim 'I’Lk . qn = 0.

n— oo

d) Fiir alle a € R ist lim % = 0.
2.1.2 Grenzwertregeln n—oo ™

Feststellung 2.1.10 Im Korper R reicht es, in der Grenzwertdefinition 2.1.1 als Ver-

gleichwerte € > 0 nur rationale Zahlen zu wdhlen. Beweis (c).
Inbesondere reicht es, die Grenzwertbedingung 2.1.1 nur fir die Werte ey, := %, (ke N), lq] = 1 mit ¢ = 1 1>0.
nachzupriifen. 1+ec lq
Die letzte Festellung ermoglicht induktive Beweise! . n . cRtl H
1+o" > T = (=10
k+1 (k+1)! =
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Fiir n > 2k ist jeder Faktor n — [ > % und somit:

- L G2y

- 1+ S Tkl \p
Fiir n > 2k folgt:

2k (k+ 1)1

R L
ck+1

Feststellung 2.1.14 (Einsperregel) Es scien (an)n, (bn)n, (¢n)n Folgen in R. Fiir
fast alle n € N gelte

Gn < Cp < bp.
Ist dann
lim a, = lim b, = a,
n—oo n— oo

so ist auch

lim ¢, = a.
n—oo

Beweis (Einsperregel). Da |a, —a| — 0und |b, —a| — 0, gilt max{|a, —al, |bp,—al|} —
0. Fiir fast alle n € N gilt:

an—a<ch—a<b,—a
und folglich ist fiir fast alle n € N
|en — a| < max{|an — al, |bn — a|}.

Also gilt nach 2.1.11 |¢c, — a| — 0.

Satz 2.1.15 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Es seien (an), (bn) Folgen mit lim a, = a und lim b, = b. Dann ist

n—o0

1. lim (an +bn) =a+b,

n—oo

speziell lim (an +b) =a+b.

2. lim (an-bn) =a-b,

8. Wenn b # 0 ist, dann gibt es ein no € N, so daf§ b, # 0 fiir n € N, n > no. Fiir die
Folge ($*)nZn, gilt

speziell lim (aby) = ab.

lim — = —.

n—oo Op

(=

4. lim max{an,bn} = max{a,b}.

5. lim |an| = |al.
n—oo

Anmerkung: Fiir keine der Aussagen gilt die Umkehrung.

Beweis (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Wir fiihren mit Hilfe von 2.1.6 die Behaup-
tungen auf die Regeln 2.1.11 fiir Nullfolgen zuriick:

1. (an+bn) — (a+0b) = (an —a) + (bn — D).
2. anbn —ab = (an — a)(bn — b) + a(bn — b) + (an — a)b.

3. Zue:= % gibt es ein ng € N, so daB |b — b,| < € fiir n € N, n > no, gilt. Firn € N,
n > ng erhalten wir:

b b
b=l <ot < 2L = Bl
und
an a 1 2
bf — g = W|anb7abn| < WK(LH 7a)b+a(b7bn)|

4. |max{an,b,} — max{a, b}| < max{|a, — al, |b, — b|}.

5. |lan| = lal| < |an — al.

Bemerkung 2.1.16 Fiir ao, a1, a2, bo, b1,b2 € R gilt

1. max{a1 + a2, b1 + b2} < max{ai, b1} + max{asz,b2}.

2. max{ao, bo} — max{a1, b1} < max{ao — a1,bo — b1 }.
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3. |max{ao7bo} — max{a1,b1}} < max{|ao — a1l |bo — b1|}.

Beweis.

1. Offensichtlich.
2. Setzt man in 1.) az := ap — a1 und by := by — by so folgt 2.).
3. Aus 2.) folgt

max{ao, bo} — max{ai, b1} < max{|ao — a1l, |bo — b1|}).

und aus Symmetriegriinden somit 3.).

Beispiele 2.1.17

a) 2—n+3n2 3

T4z T

n52" —4n%+8
b) g — 0.

742" n!
c) pRYTES ey S 0

d) Fiir ¢ < 1ist lim Y ¢ = +1-.

n—oo p—n 1-q

Feststellung 2.1.18 (Grenzwerte von Ungleichungen) FEs seien (an)n, (bn)n kon-
vergente Folgen in R. Es gebe ein ko € N, so daf fiir alle k > ko gilt

ak < bk.
Dann st

lim a, < lim b,.
n—o0 n—oo

Anmerkung: Aus ar < by folgt auch nur lim a, < lim b,.
n—o0o n—oo
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Feststellung 2.1.19 Sei (ax)r eine Folge in R mit ax > 0 (keN) und sp = Y ,_, ax,
(nen) die Folge ihrer Partialsummen. Dann gilt:

(Sn)n  beschrinkt = lim a, = 0.

n—oo
Anmerkung

1. Das Beispiel 1.4.11 der harmonischen Reihe zeigt, daf§ die Umkehrung nicht gilt.

2. Der Beweis wird durch Kontraposition gefithrt: Wenn (ar)» keine Nullfolge ist, dann
ist die Folge (sn)n unbeschinkt.

Zur Vorbereitung des Beweises iiberlegen wir uns, was heiflt es, dafl eine Folge (an)n
keine Nullfolge ist:

Bemerkung 2.1.20 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Folge (an)n ist keine Nullfolge.

2. Es existiert ein €9 > 0 mit folgender Eigenschaft: Zu jedem n € N gibt es eine
natiirliche Zahl N > n mit |an| > €o.

3. Es gibt eine €9 > 0 und eine streng monoton wachsende Folge (N, ), in N, so daf§

lan, | > eo fiir alle n € N.

Beweis (von Feststellung 2.1.19).

Annahme, die Folge (a, ). konvergiert nicht gegen 0. Dann gibt es ein 9 > 0 und eine streng

monoton wachsende Folge (N, ) in N, so daB
lan, | > o fiir alle n € N.

Daraus folgt, daB die Folge (s,)» unbeschrinkt ist:

Ny, n
Sang a; = E an, > neo firm=1,2,....
=1 k=1

Das folgende Korollar werden wir im Abschnitt Cauchy-Folgen wesentlich verschérfen
(vgl. 2.2.12). Dabei werden wir eine dhnliche Beweisidee verwenden.



Korollar 2.1.21 FEs sei (an)n eine monotone, beschrinkte Folge. Dann ist lim (an4+1—

an) = 0.

Beweis. Ohne Einschrankung sei (an ), monoton wachsend und nach oben beschrinkt. Man
bilde die Folge dn := an+1 — an, (nen) und die Partialsummen s, = > 7, dp = ans1 — a1.
Da die Folge (sn)n beschrénkt ist, folgt lim d, = 0.

2.1.3 Uneigentliche Konvergenz

Definition 2.1.22 (Uneigentliche Konvergenz)

1. Eine Folge (an)n in R strebt gegen +oo , falls es zu jedem K > 0 ein ng € N gibt,
so daf fir alle n > no gilt:

an, > K.
Man schreibt a,, — +o0o oder lim a, = +o0.

2. Eine Folge (an)n in R strebt gegen —oo, falls es zu jedem K > 0 ein ng € N gibt,
so daf fir alle n > no gilt:

an < —K.

Man schreibt a,, — —oo oder lim a, = —o0.
n—oo

Bemerkung. 1.) Statt +oco schreibt man auch oco.
2.) Es sei C' > 0. Statt a, > K kann man auch a, > CK fordern.

Bemerkung 2.1.23 Die Symbole +oo sind keine Zahlen. Man kann die Rechenregeln
fiir Grenzwerte bequem formulieren, wenn man R zu der Menge

R:=RU {+o00, —co}
erweitert und die folgenden Regeln vereinbart:

—oco < x<4oo fiirxeR,

T+ 00 =200+ = Fo00, )
+o0

r-+too =*+00-x =200 firxz >0,

fir x € R,

T -doo=2400-x=Foo firxz<O0.
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00+ 00 =400, —O00—00=—00,

0000 =—00"—00 =00, +00+—00=—00"+00 = —00.

— +
R ist total geordnet. Weitere Ausdriicke wie 0-400, :tﬁ und 4o00—o00 sind nicht definiert!
)

Feststellung 2.1.24 Fs seien (an)n und (by)n, Folgen in R.

1. Es gilt an, — F00 genau dann, wenn
1
an>0 fir fast allen € N und — — 0.
< an
2. Es sei ¢ > 0, so daf$ by, > c fir fast alle n € N. Wenn a, — Foo, dann gilt
anb, — +oo.

3. Wenn a,, < by, (nen), und a, — oo, dann gilt b, — 0.

Feststellgng 2.1.25 Es seien (an)n und (bn)n, Folgen in R mit a, — a € R und
b, — beR.

1. Wenna=+binR definiert ist, dann gilt a, +b, — a+b.

2. Wenna-binR definiert ist, dann gilt anb, — a - b.

3. Wenn % in R definiert ist, dann gilt gn _, 2

bn b

Bemerkung 2.1.26 (Wachstumsgeschwindigkeit) Es ist fiir die Analysis sehr wich-
tig, die Wachstumsgeschwindigkeit von Folgen a,, — +o0o zu erfassen.
Eine Folge (bn)n strebt schneller als (an)n gegen +oo , falls

an

— —0

by

gilt.

Beispiel. In der folgenden Liste strebt jede Folge schneller nach +oco als die vorherge-
hende:

2

a) (n"),(k €N); b) (¢"), (¢ > 1); ¢) (nh); d) (n"); e) (2").

Zum Beweis siehe Beispiel 2.1.13, und Satz 1.5.4



2.2 Vollstandigkeit der reellen Zahlen

2.2.1 Intervallschachtelungen

Bezeichnung 2.2.1 Ein Intervall [a,b] mit Endpunkten a,b € R heile kurz ein kom-
paktes Intervall.

Statt kompaktes Intervall sagt man auch abgeschlossenes, beschrinktes Intervall.

Bezeichnung 2.2.2 Eine Intervallschachtelung ist eine Folge (I,,), kompakter In-
tervalle mit den Eigenschaften:

1. Fir n € Nist Int1 C I

2. Die Lingen |I,| der Intervalle konvergieren gegen Null.

Lemma 2.2.3 FEs sei (In)n eine Intervallschachtelung. Wenn z,& € )
r=2z.

neN I, dann ist

Beispiel. Im Abschnitt 1.5.8 haben wir die Intervallschachtelungen

[En, Ey] = [Z%’Zl‘jLnln'] fir n e N

konstruiert. Offensichtlich ist die Linge (vgl 1.5.6)
* 1 1 n+1
En, Erll=—— < =(— .
[[En, Enll n~n!<9(n)
Z. B. fiir n = 10 ist die Linge kleiner als 2 - 107",

In Satz 1.5.11 haben wir gesehen, daf} es keine rationale Zahl gibt, die in allen Intervallen
[En, E], (nen), liegt.

Wir werden die Existenz einer Zahl e, die in allen Intervallen [FE,, E;] liegt, aus einem
weiteren Axiom (2.2.6) folgern.

Bemerkung 2.2.4 (Wurzel aus 2 ist nicht rational) —

Es gibt keine rationale Zahl r € Q mit r? = 2.
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Beweis. Es sei r = £ > 0, p,q € N, so daB p und g keinen gemeinsamen Teiler haben.
q
Aus

rt = (5)2:2 = p2:2q2.

Also ist p? eine gerade Zahl und somit muB auch p gerade sein. Es gilt p = 2m mit einem
m € N. Es folgt:

Also ist auch ¢ eine gerade Zahl und 2 ist ein gemeinsamer Teiler von p und ¢q. Widerspruch!
Wir konstruieren eine Intervallschachtelung zur Bestimmung der Wurzel:

tg — ar
3 —al
—al



Approximation der
Nullstelle der
Parabel y = 2 — a.

Parabel ist konvex:
Tangente < Parabel < Sekante

to Startpunkt mit a < t3

so Nullstelle der Sekante durch
(0, —a) und (to,t3 — a)

t1 Nullstelle der Tangente in
(to, t3)

s1 Nullstelle der Sekante durch
(0, —a) und (t1,t3 — a)

Intervallschachtelung:
So < 81 < va-- < t1 < to.

Beispiele 2.2.5 (Intervallschachtelung: Wurzel)

Es sei a € R, a > 0. Wir definieren rekursiv eine Folge (¢ )n:

Anfangswert: to € (0,00) beliebig
. 1 a "
Rekursion: tnt1 = i(tn + E) firn=1,2,...

Fiir n € N gilt ¢, > 0 und

2 —a= i(tn,l —

Die Folge (¢n)n=1 ist monoton fallend:

1
= E(ti—a) >0 firn=12,...
Da die Folge (¢n)» monoton und beschrinkt ist, folgt nach Korollar 2.1.21  lim (¢, —

n—oo
tn+1) =0.

tn - tn+1

. . . . a
Wir bilden eine zweite, monoton wachsende Folge s, := ot (nen). Aus
n

tn — Sn = 2(tn —tny1) =0

folgt fiir alle n € N:

Sn < In und lim (tn — Sn) =0.

Wir haben also eine Intervallschachtelung [sy, tn], (neNn).
Diese Intervallschachtelung definiert die positive Wurzel aus a, denn es gilt:

T € ﬂ[sn,tn} — ?=a.
neN

Fiir n € N folgt aus s, < z < tn, dafi:

s —l(s + —
77._2 n

Nach Lemma 2.2.3 ist

Es sei 0 < z und 22 = a. Fiir n € N folgt aus (*):

0<t2—a=t2—2* = z<tn.

a
Og—(ti—a):a—sizf—si = s, <2

2.2.2 Vollstindig geordneter Koérper

Um in den reellen Zahlen R die Existenz der Zahl e, oder die Existenz der Wurzel aus einer
positiven Zahl zu sichern, brauchen wir ein weiteres Axiom fiir R, dafl die Vollstéindig-
keit von R sichert:

Definition 2.2.6 (Intervallschachtelungsprinzip)

(I) Es sei (In)nen eine Intervallschachtelung in R. Dann ezistiert ein



Bemerkung. Nach Lemma 2.2.3 gibt es genau ein ¢ € ()2, In.

Anmerkung.

1. Ein geordneter Korper, der die Axiome A und I erfiillt, heif}t vollstindig geord-
neter Korper.

2. Man kann zeigen, daf es - bis auf Isomorphie - genau einen vollsténdig geordneten
Korper gibt. Das sind die reellen Zahlen.

3. Der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen {iberfordert
den Anfanger und ist fiir das weitere Vorgehen erstmal entbehrlich. Wir werden am
Ende Semesters darauf eingehen.

4. Die Vorlesung Analysis I handelt davon, welche Folgerungen man aus den Axio-
men eines vollstindig geordneten Korpers ziehen kann.

5. Es gibt eine Reihe von &dquivalenten Forderungen, um die Vollstdndigkeit eines ge-
ordneten Korpers zu beschreiben. Die Lehrbiicher unterscheiden sich darin, welche
der Forderungen sie als Axiom und welche als Folgerung wihlen.

6. Andere iibliche dquivalente Forderungen sind u.a.
(a) Cauchysches Konvergenzkriterium
(b) Supremums-Eigenschaft
(c) Dedekindsches Schnittaxiom

7. Wir werden das Cauchysche Konvergenzkriterium und die Supremumseigenschaft
untersuchen.

2.2.3 Cauchysches Konvergenzkriterium

Bei der Definition der Konvergenz mufl man den Grenzwert bereits kennen, um die Kon-
vergenzbedingung nachzupriifen. Das Cauchysche Konvergenzkriterium ermoglicht, die
Konvergenz einer Folge zu testen, deren Grenzwert noch nicht bekannt ist.

Definition 2.2.7 FEine Folge (an)nen in R heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve>03no e NVn,m>no: |an —am| <e.
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Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Bemerkung 2.2.8 Die Feststellungen 2.1.5 und 2.1.10 gelten sinngeméf auch fiir die
Definition von Cauchy-Folgen.

Beispiel. Eine konvergente Folge (an)» ist eine Cauchy-Folge:

Es sei lim = c. Zu e > 0 gibt es ein ng € N, so dafl

lan —c| < % fiir alle n > ng.
Aus der Dreiecksungleichung folgt:

e €
|am—an|<|am—c|+|c—an|<§+§:6 fiir m,n > No.

Satz 2.2.9 (Cauchysches Konvergenzkriterium) FEine Folge (an)nen in R ist ge-
naw dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis.

Diese Beweisrichtung haben wir im obigen Beispiel gezeigt.

Es sei (an)n eine Cauchy-Folge. Wir wahlen zu den Vergleichswerten &, := 5 induktiv
passende n; € N, so daB die Folge (ny)x streng monoton wachsend ist und

|am — an| < ek fiir alle m,n > ny. (*)

Wahle zu &1 ein passendes n;.

k= k+ 1:| Es seien zu €1, ...,&, bereits passende n, gefunden, so daB n1 < n2 <
- < ng ound (%) fir k=1,2,...,n erfiillt ist.

Dann gibt es nach Voraussetung zu ;41 €in ng+1, so daB ngy1 > ng und (x) fir
k+1 gilt.



Man setze nun
Ij := [an, — 2¢k, Gn, + 2€k].

Nach Konstruktion ist an € I, fiir n > ng.
Es ist I +1 C I da (Zeichnung):

Anpiq + 241 < Qn,, + €k + 2641 = n,, + 24,

Qngyy — 26641 > Any, — Ek — 26k41 = Any, — 26k
und folglich
[@ng iy = 2€k+1,Gnyyy + 26k41] C [an, — 26k, an,, + 261].

Fiir die Langen der Intervalle gilt: |I;| = 4e, = 4% — 0. Nach dem Intervallschachte-
lungsprinzip 2.2.6 gibt es ein

(XS ﬂ[k

keN

Wenn n > ng so sind an, ¢ € I, und folglich:

|an — c| < |Ix| = 4ex.

lim a, = c.

n—oo

Bemerkung. Fiir die Konvergenz einer Folge reicht es nicht, daf die Differenzen aufein-
anderfolgender Glieder eine Nullfolge bilden:

1. Fiir die harmonische Reihe hn, = Y7_, £, (nen) gilt hng1 — hn = %H — 0 aber
hy — 00.

2. Die Folge v/n — oo aber v/n+1—+/n — 0.
3. Fiir die beschrénkte Folge

11 2 21
1,0,-,1, 5 L5,z
07 70?2) 7270 37 73?3?07 )

> =

1
) 37
bilden die Differenzen aufeinanderfolgender Glieder eine Nullfolge. Die Folge ist aber
nicht konvergent.
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Wenn die die Differenzen aufeinanderfolgender Glieder einer Folge kleiner sind als die
Summanden einer konvergenten Reihe, so ist die Folge eine Cauchyfolge.

Meistens vergleicht man mit der geometrischen Reihe:

Satz 2.2.10 (Vergleich mit geometrischer Reihe)
Wenn eine Folge (an)nen die folgende Bedingung erfiillt
30<¢<1,C>0,n0 ENVR=2ng: |ant1 —an| < C¢",

dann ist sie konvergent.

Beweis. Die Folge ist eine Cauchyfolge. Fiir m > n gilt

m—1 m—1
lam — an| = ’ > (ks —ak)‘ <D laktr — al
k=n k=n

<C"Lz_1k_clfqminn< C n
< k:nq O s

2.2.4 Monotone Folgen

Jedem Satz iiber monotone Folgen entspricht ein Satz {iber Reihen mit nichtnegativen
Summanden und umgekehrt.

Satz 2.2.11 (Reihen mit nichtnegativen Summanden) FEs sei (an)n eine Folge
mit nichtnegativen Gliedern. Wenn die Folge der Partialsummen s, := ZZ:1 ar nach

oben beschrinkt ist, dann existiert der Grenzwert lim s,.
n—oo

Beweis. Wir zeigen, daB die Folge (s,)» eine Cauchy-Folge ist.

Annahme: (s,), ist keine Cauchy-Folge. Dann gibt es ein g9 > 0, so daB es zu jedem
n € N zwei Indices [,m > n gibt mit

[sm — s1| = €o.



Es sei etwa m > [ > n. Da die Summanden ax > 0 sind, folgt:

2 £0.
1

ZakZ

m m
k=n k=

Man kann nun rekursiv eine streng monoton wachsende Folge N, (NeN), natiirlicher

Zahlen mit Startwert Ny = 0 angeben, so daB

Ny

E ar = eo firn=1,2,...
k=Np_1+1

Dann ist aber die Folge (sn,, ). (ren), unbeschrinkt:

Nnp, n N
SN, = E ay = E E ax = neo.
k=1 I=1 k=N;_+1

Widerspruch. Die Folge (s )n ist also eine Cauchy-Folge.

Satz 2.2.12 Monotone beschrinkte Folgen in R sind konvergent.

Beweis. Die Folge (ax)» sei monoton wachsend und nach oben beschrinkt. Die Folge an+1—
an, (nen), ist nichtnegativ und folglich ist nach Satz 2.2.11 die Folge der Partialsummen

Z(a"“ — ay) konvergent.

k=1
Dann gilt:
n—1
lim a, = a1 + lim g (ak+1 — ax).

Fiir monoton fallende, nach unten beschrénkte Folgen (an ) existiert lim (—ax) und folglich

n— oo

nach den Rechenregeln 2.1.15 auch

lim an, = — lim (—an).

n—oo n— oo
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2.2.5 n-te Wurzeln

Feststellung 2.2.13 (Approximation der n-ten Wurzel) FEs seien n € N und x >
0. Wir erhalten eine monoton fallende Folge (yx)r positiver Zahlen durch die Vorschrift:

Startwert: yo mit yy > x,

Rekursion:  yYr+1 := Yk (1 — w>
nyj
mit folgenden Figenschaften:
ye =, yr>0 firkeNoy, und yr—1 > yr firkeN.

Fiir den Grenzwert y := klim yr gilt y" = x.

Bemerkung: Als Startwert kann man z.B. yo = 1 + Z=1 wihlen. Dann ist y§ =

(L+ =) > 1 pnet = '

Beweis. Die Abschatzungen folgen durch Induktion nach k.

k=0: Die beiden ersten Aussagen sind klar nach Definition.

k=k+1: Da ¥ —n:r <1 folgt nach Bernoulli (1.5.1):
nyy

= = 1- ) > (1 - ) =z
Yk+1 = Yk ( nyp Z Yk u

(n—l)yf—kx S
nyy

Yrtl = Yk 0.

_ y,’;_—x)
nYr

O<yr—z = yr=u(l < Y-

Also existiert y := klim yi. Aus der Rekursionsformel folgt:
— 00
ny" = klim (nyy ' ypi1) = klim (n=1Dyy+z=mMn-1y" +=z.

Folglich ist y" = x.




Satz 2.2.14 Zu x > 0 und n € N ezistiert eine eindeutig bestimmte reelle Zahl y > 0
mit y" = x.

Bezeichnung. Die eindeutig bestimmte Zahl y aus vorigem Satz heifit die n-te Wurzel
aus . Bezeichnung: y = {/z Man setzt /0 := 0.

Korollar 2.2.15 Die Funktion (0,00) 5 x — v/x ist streng monoton wachsend.

Beweis.

Eindeutigkeit: Es seien y, g > 0. Wenn y < ¢, dann ist y" < §". Aus y" = x = §" folgt
also y = g.

Existenz: Die Existenz der n-ten Wurzel folgt aus der Festellung 2.2.13.

Bemerkung und Bezeichnung 2.2.16 Wir vereinbaren die iibliche Exponenten
Schreibweise fiir Wurzeln.

Aus der Eindeutigkeit der Wurzel folgt fiir z > 0, x € R:

1. Firp e Z, q € Nist

vapr = (\q/f)p.
. ~ ~ p_p .
2. Es seien p, p € Z, q, ¢ € N. Wenn = = =, dann ist
q q

VP = Yzt

3. Fiir p € Z, q € N definiert man:

Satz 2.2.17 (Bernoullische Ungleichung fiir die Wurzel)
Firxz > -1,z € R, und n € N gilt:

1+ — 2 < Vita<l+2,
n(l+ ) n
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Beweis. Wir setzen

Vitz=1+a.
Dann ist a > —1. Nach Bernoulli (1.5.1) folgt

l4z=0+a)">14+na=1-n+nv1l+zx

n

T+to<1+2
n

Wenden wir die soeben gezeigt Ungleichung an, so folgt:

n 1 1 T
Vit+ax= = > 1+

It . 1- n(liz)

Feststellung 2.2.18 (Stetigkeit der n-ten Wurzel)
Es sei (ag)r eine Folge, ar, > 0 und k € N. Dann gilt:

lim ap =a =

n—o0o

lim Yar = Va
Beweis. Der Fall a;, — 0 ist klar. Wenn der Grenzwert a # 0, so gibt es ein ng € N so daB

a .
ak>§ fiir n > ng.

ax —a
k—>—1 fiir n > no.

Die Behauptung folgt nun aus der Bernoullischen Ungleichung:

Va(il+ 2 ) < vaii+ 22 < ya(i+ 220).
kay a ka




Feststellung 2.2.19 FEs sei g € R, ¢ > 0. Dann st

lim /g =1.

n—oo

Die Folge

streng monoton fallend fir g > 1,
streng monoton wachsend fir 0<q < 1.

(V. st {

Bemerkung: Die Konvergenz /g — 1 folgt aus der Bernoullischen Ungleichung: Fiir
q > 0 gilt:

1 1 1
1+ -(1-2) < va<1+ (- 1).
q n
Beispiel.
1.05< V2~ 1.0718 < 1.1,
1.000999 < V1000 ~ 1.0069 < 1.999.

Beweis. Fiir ¢ > 0 setze man
g=14+2 mit z>-1
und wende die Bernoullische Ungleichung 2.2.17 an:

I+ —— < VT+a<1+2,
n(l+x) n

Also ist lim v/1+x = 1.

Im Falle 1 < g ist {/g > 1 und aus

n n n+1
9 <q¥/a=(3a)
folgt die strenge Monotonie der Folge: "*{/qg < /3.

Im Falle 0 < ¢ < 1 sind die Kehrwerte % streng monoton fallend.
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Feststellung 2.2.20 Die Folge y/n, (n = 3,4,...), ist streng monoton fallend und es
15t

lim vn=1

n—oo

Bemerkung. Die Behauptungen folgen aus der Abschétzung
1 n 2 .
1+ - < Vn<l+,/—— firn=3,4,...
n n—1

Beweis. Nach Lemma 1.5.5 gilt

<”+1)":(1+1)n<3<n fiirn=3,4,.. ..
n n

.
= 1+=-<Vn
n

= n+l<n¥Yn= (V)" firn=234,...
Wir setzen a, = v/n — 1.

Also ist

2.3 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit
2.3.1 Grenzwerte von Funktionen
Beispiele 2.3.1 Die Funktion

22— 4
r—2

fix—



ist im Punkt 2 nicht definiert. Da
fl@)y=x+4+2 firxz#2,
liegen die Funktionswerte nahe an 4, wenn x nahe an 2 liegt.
Genauer gilt fiir jede Folge (z,) in R\ {2}:
Aus z, — 2 folgt f(xn)— 4.

Somit sollte 4 der ,,Grenzwert“ von f bei der Annédherung an 2 sein.

Bei der Definition des Grenzwertes einer Funktion f in einem Punkt a untersuchen wir
zunéchst den wichtigen Spezialfall, dal der Punkt a nicht zum Definitionsbereich von f
gehort:

Definition 2.3.2 (Spezialfall f: 1\ {a} — R)
Gegeben sei ein offenes Intervall I CR, a € I und eine Funktion f: I\ {a} — R.

Eine Zahl £ € R heifst Grenzwert der Funktion f im Punkte a, falls fiir jede Folge (xn)n
in I\ {a} aus x, — a stets f(xn) — £ folgt.

Bezeichnung. Man schreibt £ = lim f(x) oder f(z) — ¢ fiir x — a.
Bemerkung

1. Wir werden spéter die Definition auf beliebige Definitionsbereiche ausdehnen.

2. In der obigen Definition ist die Funktion im Punkte a nicht definiert. Irgendein
andersweitig erkliarter Funktionswert im Punkte a spielt fiir die Bestimmung des
Grenzwertes also keine Rolle.

3. Um auf jedenfall klarzustellen, dafl wir die Funktion f auf dem Definitionsbereich
I\ {a} meinen, schreiben wir

lim f(x).

r—a
T#a
4. Diese Vorsichtsmafinahme ist angebracht, da man in der Literatur zwei Definitionen

des Grenzwertes findet. Fiir den traditionellen Grenzwertbegriff von Weierstrafl
vergleiche man das Schulbuch, [ , Band II] oder [ ], fiir den
moderneren, flexibleren Begriff siehe | I, 1 | oder [ ]
Wir beschrianken uns vorerst auf die Félle, in denen der Unterschied sich nicht
bemerkbar macht.
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Feststellung 2.3.3

1. Der Grenzwert ist eindeutig bestimmit.
2. Ist J C R ein offenes Intervall und a € J, so gilt fir die Einschrinkung g =
flinngay:
lim f(z) =¢ < limg(z) =4

r—a Tr—a
Bemerkung Teil 2.) der Feststellung besagt, daB der Grenzwert nur vom Verhalten

der Funktion in einer kleinen Umgebung J des Punktes a abhéingt. I N J ist ein offenes
Intervall.

Wir schreiben

lim f(z) := lim g(z) = £.

zelnJ

Beispiele 2.3.4

1. Es gilt also lim2 112:24 =4.

Setzen wir diese Funktion in x = 2 durch ein beliebiges ¢ € R zu einer auf ganz R
definierten Funktion fort:

27 ..
J?:IR—MR7 CL‘)—){ 17:724 fir = #2

c fir z=2"

so gilt in allen Fillen lirn2 f(z) =4.

2. Allgemeiner gilt il_r)r}l xi:f

= lim (z + a) = 2a.
T#a
3. Fiir a > 0 gilt lim /o = /a.
r#a
Fiir die auf (0,00) \ {a} erklirte Funktion erhilt man:

limﬁi\/a:hm ! :L.
c—a T —a ZiVr+Va  2v/a




Die folgende Feststellung liefert eine dquivalente Formulierung der Grenzwertdefinition.

Feststellung 2.3.5 (¢-6 Definition des Grenzwertes)
Gegeben sei ein offenes Intervall I CR, a € I und eine Funktion f: I\ {a} — R.

Fir £ € R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. €= lim f(z),

r—a

2. Fiir alle ¢ > 0 emistiert ein 6 > 0, so daf fir x € I\ {a} aus |z —a| < § stets
|f(z) — £ < e folgt.

Bild. Das heifit, zu jedem 2e-Intervall I.(¢) = (£ — ¢, £+ ¢) mit Mittelpunkt £ gibt es ein
24-Intervall Is(¢) = (a — §,a + §) mit Mittelpunkt a, so dafl

f(Is(a) \ {a}) C I:(0).

Feststellung 2.3.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Gegeben sei ein offenes Intervall I C R, a € I und Funktionen f,g : I\ {a} — R mit
lim f(z) = ¢y und lim g(z) =¥,

Dann folgt
1. lim (f + g)(2) = lim f(2) + lim g(z).
2. lim (f - g)(z) = lim f(x)- lim g(z).

3. Wenn €y # 0, so gibt es ein offenes Intervall J C I mit a € J, so daf$ g(x) # 0 fir
z € J\ {a}.
Auf J\ {a} gilt dann:

i (D=5
AR lim g(z)

Bezeichnung Im allgemeinen geben wir in der Aussage 3.) das Intervall J nicht an und
schreiben:

Bemerkung 2.3.7 Weitere Regeln sind:

1. Einsperregel: Essei h: I\ {a} = Rund f < h < g.
Wenn im flx) = il_}ma g(z) = ¢, dann ist il_r)r}l h(z) = 4.
Wenn }111}1 f(x) =0, h beschriankt, dann Th_r’ri(f -h)(z) = 0.

2. lim max(f.g)(z) = max{lm f(z), lim g(2)}.

3. lim |f(@)| = | lim f(z).

4. Es sei p € N. Wenn f > 0, so gilt

tim {/ (o) = f Tim 7).

Beweis (von Feststellung 2.3.6).

1. und 2. Dies folgt sofort aus den entsprechenden Regeln 2.1.15 fiir Grenzwerte von Folgen.

3. Wir miissen ein offenes Intervall J angeben, das a enthilt und auf dem g(x) # 0 ist:

Nach Feststellung 2.3.5 gibt es zu ¢ := @ > 0 ein 6 > 0, so daB fir x € Dy und
|z — a|] < ¢ folgendes gilt:
L
64— ()| <2 = 2l
ol ooy < 16! 16|
= - le@l < B = o< B <)

Die restliche Behauptung folgt nun aus der entsprechenden Regel 2.1.15(3) fiir Quoti-
enten von Folgen.
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Beispiel.

2
lim 1 —1

VeV - Ve -V

Die Funktion ist fiir z > 0 erklért, da:

\/at+\/5—\/a;—\/5>0 fiir x > 0.
Es sei (zn)n eine Folge mit x, — 1 fiir n — co. Dann gilt

Ty — 1,

\/Tn —/xTp — 0,
mn+\/mn — \/57

22 +1— V2.

Beispiele 2.3.8 Die Heaviside-Funktion wird auf R definiert durch

H(x)::{ 0 fir x2<0

1 fir z>0

Die Heaviside Funktion beschreibt einen Einschaltvorgang, ein Signal springt von 0 auf
1.

Der Grenzwert lim, .o H(z) existiert offenbar nicht.
z#0

Fiir Folgen (z,,) in (0,00) mit 2, — 0 gilt H(z,) — 1, fiir Folgen (x,) in (—o0,0) mit
Zn — 0 gilt H(zn) — 0.

Man kann daher 1 als rechtsseitigen Grenzwert und 0 als linksseitigen Grenzwert
von H in Punkte 0 auffassen.
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Definition 2.3.9 (rechtsseitiger Grenzwert)

Gegeben sei ein nichtleeres, offenes Intervall I C R, mit linkem Endpunkt a € R und
eine Funktion f : I — R.

Eine Zahl ¢ € R heifst rechsseitiger Grenzwert der Funktion f im Punkte a, falls fir
jede Folge (xn)n in I aus x, — a stets f(xn) — £ folgt.

Bezeichnung und Bemerkung 2.3.10

1. Man schreibt
lian(x) = lim+ fx)=f(a™):=¢

zla r—a

oder f(z) — £ fir z | a.

2. Der rechsseitige Grenzwert ist ein Spezialfall des Grenzwertbegriffes 2.3.12. Man
kann also auch limg—., f(x) schreiben.

3. Analog definiert man fiir ein nichtleeres, offenes Intervall I mit rechtem Endpunkt

b € R den linksseitigen Grenzwert

lim f(z) = lim f(@) = f7) = ¢

r—b~

und schreibt f(x) — ¢ fir z 7 a.

4. Es sei I ein offenes Intervall, a € I und f : I — R. Wir vereinbaren:

11?1 flx) = li{n f(z), li%n f(z):= li%n f(x).
z€(a,00) z€(—00,a)

5. Fiir innere Punkte a € I gilt also:

lim f(z) =¢ <« liinf(m)zf und li%nf(x)zﬁ.

r#a

2.3.2 Uneigentliche Grenzwerte

Beispiele 2.3.11 Wir betrachten die auf R\ {0} definierte Inversion = — 1 .
x

1. Fiir die Inversion = — % existiert der Grenzwert im Punkte 0 nicht.



2. Fiir Folgen (z,,) in (0, 00) mit z,, — 0 gilt . 0. 5. ¢c<a<b, I=(c,b)und f:1I\{a} — R: Wir schreiben

Tn

1 - — i —
3. Fir Folgen (z,) C (—o00,0) mit z, — 0 gilt it S zhg}lf(x) lilf}t; @)=t

1
4. Strebt x gegen —oo oder oo so strebt — gegen 0.
x

D.h. fiir jede Folge (), mit z, — 0o oder 2, — —oo gilt lim 1 =0. Beispiele 2.3.13 1. Fiir die Heaviside-Funktion ist H(0") = 1 und H(0~) = 0.
n—o0 Jjn
2. Fiir die auf R\ {0} definierte Inversion gilt

1
Wir wollen also noch Grenzwerte fiir £ — oo einfithren und den Fall f(z) — +oo - —0 fiir £ — +o0,
betrachten. af
Wir geben eine Definition des Grenzwertes auf offenen Intervallen, die diese Fille und z > fir z | 0,
die vorangehenden umfaft: 1 .
S firz 10

Definition 2.3.12 (Grenzwert einer Funktion)

w

. Fiir n € N gilt 2" — oo fiir z — oo.
Gegeben seien:

W~

. . Fir n € N, n gerade, gilt 2" — oo fiir ¢ — —o0.
ein nichtleeres, offenes Intervall I C R und ein a € R, so daf§ es eine Folge (zn)n

in I\ {a} gibt, die gegen a konvergiert, 5. Fir n € N, n ungerade, gilt 2" — —oo fiir z — —o0.

eine Funktion f : I\ {a} — R und ein £ € R. 6. ﬁ:%%oofﬁrmlo.
x x

Die Funktion f strebt gegen ¢ fiir x — a , falls fiir jede Folge (xn)n tn I\ {a} aus . — a

stets f(xn) — £ folgt.

Feststellung 2.3.14 (K- Definition fiir f(z) — o0)

Gegeben seien:

Bezeichnung. Wir schreiben fiir obige Definition:

zhE}l f(z) = Loder f(z) — L fir v — a. ein nichtleeres, offenes Intervall I C R, ein a € R, so daf es eine Folge (zn)n

Bemerkung. Diese Definition umfafit die folgenden fiinf Flle in I\ {a} giit’{ d}ie gegen a konvergiert, und eine Funktion f : I\ {a} — R.
Also Dy =1\ {a}.

Tr— —00

1. a = —oco und I = (—o00,b): Wir schreiben lim f(z):=/¢
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

2. a=o0 und I = (b,00): Wir schreiben lim f(z):=/¢
e 1. Die Funktion f strebt gegen oo fiir x — a.

2. Fall a € R:
und nennen ¢ den rechtsseitigen Grenzwert. VK >0356>0V2€D; : [z—a|<6 = flz)> K.

4. a € R und I = (b, a): Wir schreiben li%n fz) =12 Fall a = oo:
und nennen ¢ den linksseitigen Grenzwert. VK >03L>0Vz €Dy : z>L = f(z)> K.

3. a € Rund I = (a,b): Wir schreiben lifn flz):=¢
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Fall a = —o0:
VK >03L>0Vz €Dy : 2<—-L = f(z)> K.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis.
Annahme: Es gilt f(xz) — oo fiir £ — a und 2.) gelte nicht.

Fall a € R: Gilt 2.) nicht, so gibt es ein Ko, so daB zu §,, = % ein z,, € Dy existiert mit
| — a| < 0n und f(zn) < Ko.

Die Folge (z,)n konvergiert gegen a und die Folge (f(zn))n ist beschrankt.
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung lim f(z) = co.

Fall a = oo: Gilt 2.) nicht, so gibt es ein Ko, so daB zu L, = n ein x, € Dy existiert mit
ZTn 2 Lyp und f(z,) < Ko.
Die Folge z, — oo und die Folge (f(zr))n ist beschrénkt.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung lim f(x) = oo.
r—a

Fall a = —oo: der Widerspruch folgt analog.

Es sei (zn)n eine Folge in Dy mit x,, — a.

Fall a € R: zu K > 0 wiahle ein § > 0 gemaB 2.). Es gibt ein ng € N mit |z, — a| < § fiir
alle n > no. Fiir diese n folgt dann f(z,) > K. Also gilt f(zn) — oco.

Fall a = oo: zu K > 0 wihle ein L > 0 gem3B 2.). Es gibt ein ng € N mit z, > L fiir alle
n > ng. Fir diese n folgt dann f(z,) > K. Also gilt f(z,) — co.

Fall a = —oo: Analog folgt f(zn) — —o0.

Die Feststellungen 2.1.25 gelten sinngeméf fiir die obigen Situationen.

Feststellung 2.3.15 (Uneigentliche Grenzwerte)
Gegeben seien:
ein nichtleeres, offenes Intervall I C R, ein a € R, so daf es eine Folge (zn)n

in I\ {a} gibt, die gegen a konvergiert, und Funktionen f, g : I\ {a} — R mit
Grenzwerten lim f(z) ={¢; € R, lim g(z) = {4 € R.
r—a r—a

1. Wenn £y + £, in R definiert ist, dann gilt
(fE9)(@) =€+ 4,
2. Wenn £y - £y in R definiert ist, dann gilt (f - g)(z) — £y - £g

3. Wenn b in R definiert ist, dann gilt <i) (z) — E—f
£y g Ly

2.3.3 Cauchykriterium

Aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Folgen erhilt man das entsprechende
Kriterium fiir Grenzwerte von Funktionen:

Satz 2.3.16 (Cauchysches Konvergenzkriterium)

Gegeben sei ein nichtleeres, offenes Intervall I mit rechtem Endpunkt a € R und eine
Funktion f: I — R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Es existiert Grenzwert f(a™) = liTm f(z) €R.

2. Fir alle e > 0 existiert ein 6 > 0, so daf$ fir alle z, y € (a —6,a) N1 stets |f(z) —
fy)| < e gilt.
In Quantoren:

Ve>036>0Ve, y€(a—da)NI:|f(z)— fly)| <e.

Bemerkung.
1. Ein entsprechende Kriterien gilt fiir Grenzwerte in einem inneren Punkt a € I:

Ve > 030 >0Vz,y €I\ {a} :
|z —a|l <dund l[y—a|l <d=|f(x)— fly)| <e.

2. Im Fall x — oo lautet das Cauchy-Kriterium:

Ve>03L>0Vz,y>L:|f(z)— fly)| <e.

Beweis.



1 =2:| Es sei li%nf(ac) = ¢. Nach Satz 2.3.5 gibt es zu ¢ > 0 ein 6 > 0, so daB aus
z € I\{a}, |z —a| < § stets | f(z) —£] < € folgt. Also gilt fiir z, y € I\ {a} mit |z —al <4,
ly —al <4é

[f (@) = f()] <|f(z) =€l + 6= f(y)] < 2e.

Aus 2.) folgt, daB fiir jede Folge (zy)n in I mit Grenzwert a die Folge (f(zn))n eine
Cauchy-Folge ist und folglich konvergiert. Nach dem ReiBverschluBprinzip 2.3.17 haben alle
diese Folgen den gleichen Grenzwert. Also exisitiert li%n f(z).

Bemerkung 2.3.17 (Rei3verschlu3prinzip)

Wenn z,, — a und y, — a, dann konvergiert auch die Folge x1,y1,x2,¥y2,... gegen a.
Wenn (f (:rn))n und (f (yn))n konvergieren, so konvergiert auch die Folge

fz1), flyr), f(z2), fy2),. .-
Somit, haben die Folgen (f(xn)),_ und (f(yn)), den gleichen Grenzwert.

Satz 2.3.18 FEs scien I C R ein nichtleeres, offenes Intervall mit rechtem Endpunkt b
und f : I — R monoton wachsend und beschrinkt. Dann existiert f(b™) = lig} f(z) in R.

Beweis. Annahme: die Cauchy-Bedingung ist nicht erfiillt.

Dann gibt es ein g9 > 0, so daB es zu jedem § > 0 zwei Punkte z, y € I gibt mit z,
y € (b—0,b) und |f(x) - f(y)| > eo.

Zu den Werten 6, = < bilde man induktiv zwei Folgen (zn)n, (yn)n, so daB zn < yn <
T+l < Yn+1 und

0<eo< flyn — flan) firn=1,2,...

Dann folgt f(yn+1) — f(y1)

= Z(f(yk+l — f(@es1) + f(@re1) — f(yr)) = neo.

1

Die Folge (f(yn))n ist also unbeschrinkt. Widerspruch.
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Korollar 2.3.19 Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R monoton.

1. Dann existieren die einseitigen Grenzwerte f(c™), f(c*) € R fiir alle c € I.

2. Wenn I = (a,b), a, b € R, dann existieren die Grenzwerte

lim f(z) wund 11%1 f(z) in R.

zla
Bemerkung Wenn f : (a,b) — R monoton wachsend ist, so gilt:

f nach oben unbeschrinkt < li% = 00.

2.3.4 Komposition von Grenzwerten

Lemma 2.3.20 (Komposition von Grenzwerten)
Gegeben seien:
(i) nichtleere, offene Intervalle I, J C R,
(ii) ein a € R, so daf es eine Folge (xn)n in I\ {a} gibt, die gegen a konvergiert,
(iii) eine Funktion f: I\ {a} — J\ {{;} mit Grenzwert lim f(x) =£; € R
r—a
)

(iv) eine Funktion g : J\ {{;} — R mit Grenzwert lin2 g(y) = £, € R.
y—L5
Dann gilt lim (g o f)(z) = 4.

Der Beweis des Lemmas ist offensichtlich.

Wenn f : I\ {a} — J, so mul man eine stirkere Forderung an die Funktion g stellen:
(Man zeichne ein Bild!)

Lemma 2.3.21 (g(lim f) = lim(g o f))

Gegeben seien:

(i) nichtleere, offene Intervalle I, J C R,
(i) ein a € R, so dafi es eine Folge (xn)n in I\ {a} gibt, die gegen a konvergiert,



(i) eine Funktion f: I\ {a} — J mit Grenzwert lim f(z) = £y € R

(iv) eine Funktion g : J — R mit Grenzwert linzl g(y) = g(¥y).
y—Ly
y#Ly

Dann gilt lim (g o f)(x) = g(£y).

Beweis. Zu ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir alle y € J \ {{} gilt:

ly =Lyl <6 = |g(y) —glly)| <e.

Fiir y = £; gilt offensichtlich |g(y) — g(4f)] < e.
Also gilt fiir jede Folge (yn)n in J:

yn =Ly = g(yn) — g(ty)
Dann gilt aber fiir jede Folge (x)n in I\ {a}:
tn—a = g(f(xn)) = g(ly).
D.h.

lim (g o f)(z) = g(£y).

T—a

Bemerkung. Eine Funktion, die die Bedingung (iv) des Lemmas erfiilt, wird stetig im
Punkte ¢; genannt.

2.3.5 Stetige Funktionen

Funktionen deren Grenzwerte in einem Punkt stets mit den Funktionswerten in diesem
Punkt iibereinstimmen, sind in der Analysis von besonderer Bedeutung.

Definition 2.3.22 Sei I C R ein Intervall.

1. Eine Funktion f : I — R heifst stetig in einem Punkt a € I, falls f(a) der Limes
von f in a beziiglich I ist.

2. FEine Funktion f : I — R heifit stetig (auf 1), falls f in jedem Punkt von I stetig
18t.
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Bemerkung.

1. Fiir ein offenes Intervall I heifit f: I — R
rechtsseitig stetig in a € I, falls f(a™) = f(a) gilt.
linksseitig stetig in a € I, falls f(a™) = f(a) gilt.

2. Die Stetigkeit einer Funktion kann von der Wahl des Definitionsbereichs abhingen.
So gilt fiir die Einschréinkungen Heaviside-Funktion

(a) H:(—00,0) = Rund H : [0,00) — R sind stetig.
(b) H : (—00,0] — R ist nicht stetig.
(¢) H:(—1,1) — R ist in O rechtseitig stetig.

3. Fiir Intervalle J C I nennt man eine Funktion f : I — R stetig auf J, wenn ihre
Einschrinkung f|; : J — R stetig ist. In diesem Sinne ist die Heaviside-Funktion
H : R — R stetig auf J = [0, 1].

Feststellung 2.3.23 Gegeben seien ein Intervall I C R | ein Punkt a € I und eine
Funktion f: 1 — R.

Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

1. Die Funktion f ist stetig im Punkt a.
2. Fiir jede Folge (xy) in I gilt: Aus xn, — a folgt f(zn) — f(a).

3. Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so daf$ fir alle x € I aus |zt —a| < § stets
|f(x) = f(a)| < € folgt.

In Quantoren:

Ve >030>0Vz el : |z—a|<d=|f(x)— fla)| <e.

Bemerkung. Damit kann fiir in a stetige Funktionen der Funktionswert f(a) mit Hilfe
von Werten f(x), mit  nahe an a, angenihert werden. Die e-§ Bezichung gibt Auskunft
iiber die Giite dieser Approximation.




Feststellung 2.3.24 (Rechenregeln: stetige Funktionen)

Es seien I C R ein Intervall und f,g: I — R in a € I stetig und A\ € R. Dann sind auch
auch die folgenden Funktionen in a stetig:

max(f,g), f+g, M, f-g
und, wenn g(a) # 0,
f

9

Bemerkung. Der Quotient 5 ist stetig auf der Menge {z € I| | g(z) # 0}.

Satz 2.3.25 (Komposition stetiger Funktionen)
Es seien I,J C R Intervalle und f,g Funktionen mit:
f 9
I=-J->R

Wenn f stetig in a € I und g stetig in f(a) € J, dann ist go f stetig in a.

Beispiele 2.3.26

1. Fiir k € Nist py : @ — 2 stetig auf R.
2. Fiir ¢ € N ist nach Feststellung 2.2.18 ¥/ : z — /z stetig auf [0, c0).

3. Fiir k,q e Nist & — zq stetig auf [0, 00).

2.3.6 Allgemeine Grenzwertdefinition

Eng verwandt mit dem Begriff der Stetigkeit ist der Grenzwertbegriff fiir Funktionen auf
allgemeinen Definitionsbereichen:

Definition 2.3.27 (Grenzwert einer Funktion)

Gegeben seien:
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eine nichtleere Menge D C R und ein a € R, so dafl es eine Folge (zn)n in D gibt,
die gegen a konvergiert,

eine Funktion f : D — R und ein £ € R.

Die Funktion f konvergiert gegen £ fiir x — a , falls fiir jede Folge (zn)n in D aus xn — a
stets f(zn) — £ folgt.

Bezeichnung. Wir schreiben fiir obige Definition:
lim f(xz) = ¢ oder f(z) — ¢ fir z — a.

Bemerkung 2.3.28 1. Ist a € D so existiert der Grenzwert fiir + — a genau dann,
wenn f stetig im Punkt a ist. Dann ist lim f(x) = f(a).
2. Diese Definition des allgemeinen Grenzwertes unterscheidet sich von dem traditio-
nellen Grenzwertbegriff von Weierstrafl. Dieser lautet:
Gegeben seien:

eine nichtleereMenge D C R und ein a € R, so daff es eine Folge (xn)n in

D\ {a} | gibt, die gegen a konvergiert,

eine Funktion f : D — R und ein £ € R.

Die Funktion f konvergiert gegen £ fir x — a , falls fir jede Folge (xn)n in

aus T, — a stets f(x,) — £ folgt.

Ist a € D, so kann bei diesem Grenzwertbegriff sehrwohl der Grenzwert fiir z — a
existieren und f dennoch unstetig in a sein!

3. Fiir den traditionellen Grenzwertbegriff von Weierstrafl vergleiche man das Schul-
buch, | , Band II] oder [ ], fiir den moderneren, flexibleren
Begriff siehe | I, 1 ] oder [ ]

4. Man kann den tradionellen Grenzwertbegriff durch Einschrankung der Funktion auf
D\ {a} ausdriicken:
Bezeichnung. Wenn es eine Folge (z,, ), in D\{a} gibt, die gegen a konvergiert und
der Grenzwert der Einschrankung f|p\ (e} im Punkte a existiert, dann bezeichnet
man diesen Grenzwert mit:

lim f(z) := ;lil}l flp\fay ()
r#a




5. Der Grenzwertbegriff ist so gewihlt, dafl der duflerst praktische Satz iiber die Kom-
position von Grenzwerten sich leicht formulieren 148t.:

Satz 2.3.29 (Komposition von Grenzwerten)

Gegeben seien:
nichtleere Teilemengen D, E C R, und a € R, so dafi es eine Folge (x)n in D gibt,
die gegen a konvergiert,
eine Funktion f : D — E mit Grenzwert lim f(x) = £; € R und eine Funktion

r—a

g: E — R mit Grenzwert liHel g(y) = £, €R.
y—Ls
Dann gilt lim (g o f)(z) = £4.

Der Beweis des Satzes ist offensichtlich (vgl. Lemma 2.3.21)

2.3.7 Spriinge und Oszillationen

Wichtige Typen von Unstetigkeiten sind Spriinge und Oszillationen.

Beispiele 2.3.30

1. Die Heaviside-Funktion H : R — R hat eine Sprungstelle bei 0, da H(07) #
H(0™).

2. Im Falle monotoner Funktionen f : I — R besteht die Menge der Unstetigkeitsstel-
len

{z € I'| f ist unstetig in =}

nur aus Sprungstellen.

3. Fiir die Gau3-Klammer-Funktion G : z — [z] ist die Menge der Unstetigkeits-
stellen gleich Z.
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4. Auf [-1,1) definieren wir eine Funktion

Z:x—1—2|z|
und setzen sie zu einer auf ganz R definierten 2-periodischen Zackenfunktion fort:
Z(x):=Z(x—2k) firz € 2k — 1,2k + 1), k € Z,

D. h. es gilt Z(z) = Z(z + 2) fiir alle x € R. Da Z(—1) = Z(1-) gilt, ist Z auf R
stetig.

Da Z(2k) =1 und Z(2k+1) = —1 fiir alle k € Z gilt, existieren die Grenzwerte von
f(z) fiir £ — oo und & — —oo nicht.

Spéter werden wir statt der Zackenfunktion die 27-periodische Funktion cos(z) be-
trachten.

. Mit der Zackenfunktion Z kénnen wir die Wackelfunktion W : R — R bilden:

[ zZ) firz#0
W(x)_{O fiirz =0

W ist stetig auf R\ {0}.
Die Wackelfunktion oszilliert links und rechts von 0.
Die Grenzwerte von W (z) fiir # 1 0 und = | existieren nicht.

Auch durch Abénderung von W (0) kann W nicht zu einer in 0 (auch nur einseitig)
stetigen Funktion gemacht werden.

. Durch Dampfung der Oszillation von W, z.B. durch Multiplikation mit x, entsteht

eine stetige Funktion:
z— zW(z) firzeR.

Da |W(z)| <1 fiir alle z € R ist, folgt aus z, — 0 stets z, W (z,) — 0.

. Spéter werden wir statt der Zackenfunktion die periodischen Funktionen cos(x) oder

sin(z) betrachten.

Die damit gebildeten Funktionen cos(£) und sin() verhalten sich wie die Wackel-
funktion und sind ebenfalls nicht stetig in 0 fortsetzbar.

Die Funktionen x cos(1) und zsin(2) sind dagegen stetig in 0.

x x



Es gibt auch Funktionen mit sehr vielen Unstetigkeitsstellen:

Beispiele 2.3.31 (Dirichlet-Funktion)

1. Man definiert die Dirichlet-Funktion auf R durch

[ O0firz¢Q
D(I)'f{ 1firze@Q

2. Die Dirichlet-Funktion besitzt in keinem a aus R einen Grenzwert. Insbesondere ist
D in jedem Punkt unstetig.

DIRICHLET, Peter, Gustav, Lejeune, 1805-1859

Beweis.
1. Zu z € Q so bilde man die Folgen: (vgl. 2.2.4)

1 2
rmi=x+— —x und xzn, :zx—&—i — T
n n
Es ist D(r,) =1 und D(z,) =0.
Also hat die Funktion D in keinem rationalen Punkt einen Grenzwert.
2. Wenn z € R\Q, so ist auch z,, = (z+ +) € R\ Q. Die Folge irrationaler Zahlen (z)n
konvergiert gegen x.
Nach der Bemerkung 2.3.32 gibt es eine Folge (r)» in Q, die gegen z konvergiert.
Also hat die Funktion D in keinem irrationalen Punkt einen Grenzwert.

Satz 2.3.32 (Rationale Approximation)

Es sei I C R ein offenes Intervall und x € I. Dann gibt es eine Folge (rn)n rationaler
Zahlen in I die von unten gegen x konvergiert:

rn €INQ, r<x und r,— x.
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jeweils endlich viele p € N mit % € 1. Also gibt es nur endlich viele Punkte {rq, ...

Beweis (Rationale Approximation). Fall x > 0: Zu jedem n € N, existiert ein
pn € Np, so daB

Pn <NT < pn+1

1
= x——<&<1’-
n n

. Pn\ > .
Die Folge 7, := (—) konvergiert gegen x.
n /n=1

Zuc<uz, cel, gibt es ein ng € N, so daB
c<rnp<z flirn>=ng.

Die Folge (71 )n=n, leistet das Gewiinschte.

Analog gibt es zu > 0 eine Folge in INQ, die von oben gegen x konvergiert. Im Fall x < 0
betrachte man —z.

Beispiele 2.3.33 (Stammbriiche)
Auf I = (0,1) definieren wir den Stammbruch:

1 f..r B b) ggt( ) q) ]"
B — q ur r=7,¢€ 2 1
(@) : { 0 fir z¢&Q.

Es gilt lim B(z) =0 fiir alle a € I.
T#a
Somit ist B in den rationalen Punkten unstetig und in den irrationalen stetig.

Beweis. Es sei ¢ > 0. Es gibt nur endlich viele ¢ € N mit % > €. Zu diesen q gibt es nur
77"n} C I,
in denen B(ry) > ¢ ist.
Es ist

0 :=min{|ry —al | k=1,....,n} > 0.

Fiir x € T\ {a} folgt aus |z — a| < § stets B(z) < e.




2.4 Konvexe Funktionen
2.4.1 Lipschitz-stetige Funktionen

Wir wollen eine Klasse von stetigen Funktionen untersuchen, fiir die man die e-J-Relation
sehr gut im Griff hat:

Definition 2.4.1 (Lipschitz-stetige Funktionen)

Es sei I ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit Lipschitz-stetig, wenn es eine
Konstante L > 0, L € R, so gibt, daf

[f(x) = fW)I < Llzx—y|l firz, yel.

L heifit eine Lipschitz-Konstante von f.

LipscHITZ, Rudolf Otto Sigismund, 1832-1903.

Beispiele 2.4.2 (Lipschitz-stetige Funktionen)

1. Fir n € Nist z+ 2™ Lipschitz-stetig auf jedem Intervall [—a,al, a > 0:

n—1
2" =y =Y 2ty T e —yl < Lz -y
k=0

mit L := na™" L.

2. Firn € Nist z— i/z Lipschitz-stetig auf jedem Intervall [a, c0), a > 0:

|z —yl
o Va

|/~ il =

<Lz —yl

mit L := =—a " .

3. Die Funktion z + z¢ werden wir spater mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Diffe-
rentialrechnung untersuchen (vgl. auch Korollar 2.4.25)
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Bemerkung 2.4.3 Wenn f: I — R Lipschitz-stetig ist, so bildet f Cauchy-Folgen in
Cauchy-Folgen ab.

Beweis. Klar

Bemerkung. Den Begriff Lipschitz-stetig kann man genauso fiir Funktionen f : I N
Q — R erkliaren. Dies gibt uns eine Methode, Funktionen von den rationalen Zahlen auf
die reellen Zahlen fortzusetzen:

Satz 2.4.4 (Fortsetzung Lipschitz-stetiger Funktn.)

Es sei I C R ein Intervall. Eine Lipschitz-stetige Funktion f:INQ — R hat genau eine
stetige Fortsetzung f : I — R.

Diese ist ebenfalls Lipschitz-stetig mit der gleichen Lipschitz-Konstante.

Bezeichnung. I bezeichnet das I entsprechende abgeschlossene Intervall.

Beweis. Nach Bemerkung 2.3.32 gibt es zu = € I eine Folge (), in I NQ, die gegen x
konvergiert. Dann ist (f(rn))n eine Cauchy-Folge und es existiert

nllrr;o f(rn) =2
Nach dem ReiBverschluBprinzip 2.3.17 gilt fiir jede Folge (sn)n in I NQ:
Sn—x = f(sn) — L
Offensichtlich ist f(z) = ¢ firx € INQ.
Wir definieren die Fortsetzung fdurch f(m) =4,
Zu z, y € I wihle Folgen (72)n, (8n)n in I NQ mit r, — z und s, — y. Dann folgt:

£(@) — £(@)| = Tim |£(r) — F(s0)
< le Lir, —sn| =Lz —yl.

Satz 2.4.5 (Vererbung der Monotonie)
Es seien I C R ein Intervall und f : I — R stetig auf I.

Wenn die Einschrankung f|ing (streng) monoton wachsend ist, so ist f (streng) monoton
wachsend.



Beweis. Wir zeigen den Fall strenger Monotonie:

Es seien z, y € R und = < y. Nach 2.3.32 gibt es s1,52 € Q mit x < s1 < s2 < y und
Folgen (r7)n, (tn)n in Q, so daB von unten r, — z und von oben ¢, — y. Dann gilt

fa) = T f(ra) < f(s1) < fls2) < T f(ta) = f(3).

n—oo

2.4.2 Konvexe Funktionen

Bemerkung. In elementaren Biichern zum ,,Calculus “ findet man manchmal die Veran-
schaulichung der stetigen Funktionen als Funktionen, deren Graph man mit einem Stift
ohne abzusetzen zeichnen kann.

Etwas besser entsprechen die stiickweise konvexen oder konkaven Funktionen, die an den
Anschlufistellen stetig zusammenpassen, dieser Vorstellung.

Bezeichnung und Bemerkung 2.4.6 (Sekante)

1. Es seien [ ein nichtausgeartetes Intervall und f : I — R. Fiir a, b € I, a # b nennt
man die Gerade durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) die Sekante durch diese
Punkte auf dem Graphen von f.

2. Die Gleichung dieser Sekante lautet:

f(b) = f(a)

b—a (x—a) firzel.

y = f(a)+

3. Der Differenzenquotient

f(®) — f(a)
b—a

heifit die Steigung der Sekante.

Bemerkung.

a '%a + ib b
Die Verbindungsstrecke der Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) nennen
wir die Sehne iiber dem Intervall [a, b].

Die Sehne ist das Bild des Einheitsintervalls [0, 1] unter der affinen Abbildung

t— (1 —t)a+tb, (1 —t)f(a) +t(f(b)) fiir ¢t € [0,1].

Anschaulich heif3t eine Funktion konvex, wenn ihr Graph immer unterhalb jeder Sehne
verlauft.

Definition 2.4.7 (konvexe Funktion)

1. Es seien I C R ein nichtausgeartetes Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit
konvez, wenn fir alle offenen Teilintervalle (a,b) C I stets gilt:

f(@) < fla) + =5 =F (e —a) firz € (a.b).
2. f heifit streng konvex, wenn

x—a) firzée(ab).

7(@) < fa) + T =D

b—

8. f heifit konkav bzw. streng konkav, wenn —f konvex bzw streng konvex ist.



Durch algebraische Umformung der Definition 2.4.7 erhélt man:

Bemerkung 2.4.8 1. Eine Funktion f : I — R ist (streng) konvex, wenn fiir alle
offenen Teilintervalle (a,b) C I und x € (a, b) stets gilt:

< b—=x T —a

S e f@ i .

2. Eine Funktion f : I — R ist (streng) konvex, wenn fiir alle offenen Teilintervalle
(a,b) C I und ¢ € (0,1) stets gilt:

F((1 = t)a + tb) (i) (1= 1) f(a) + £ f(b).

Bemerkung 2.4.9 (Komposition konvexer Funkt.)
Gegeben seien Intervalle I, J und Funktionen I ER JLR

1. Wenn f (streng) konvex und g konvex und (streng ) monoton wachsend ist, dann
ist g o f (streng) konvex.

(
2. Wenn f (streng) konkav und g konvex und (streng ) monoton fallend ist, dann ist
go f (streng) konvex.

Beweis. Es seien a, b€ I und t € (0, 1):

1. Da f (streng) konvex und g konvex und (streng ) monoton wachsend ist:
g(f((1 —t)a + tb)) é) 9((1 =1) fa) + ¢ (b))
< (1 =1)g(f(a)) +tg(f (b))

2. Esist f (streng) konkav:

FA=tatt) 2 (=0 fa) +5)

Da g streng monoton fallend und konvex ist, folgt

9(f((1 = t)a + tb)) 9((1=1) fa) + ¢ (b))

AS/A

)
< (1 =1)g(f(a)) +tg(f (b))

—

Bemerkung 2.4.10 (Umkehrf. einer konvexen Funkt.)
Es seien I, J C R Intervalle, f : I — J bijektiv mit Umkehrfunktion g : J — I. Dann
gilt:
1. f ist genau dann streng monoton wachsend und (streng) konvex, wenn g streng
monton wachsend und (streng) konkav ist.

2. f ist genau dann streng monoton fallend und (streng) konvex, wenn g streng
monton fallend und (streng) konvex ist.

3. f ist genau dann streng monoton fallend und (streng) konkav, wenn g streng
monton fallend und (streng) konkav ist.

Beweis. Die Monotonieeigenschaften der Umkehrfunktion wurden bereits in Satz 1.4.8 ge-
zeigt. Wir zeigen jeweils den Fall strenger Konvexitdt bzw. strenger Konkavitat.

Es seiena, b€ I, a := f(a), B:= f(b) und t € (0,1).
1. Aus f(1—t)a+tb) < (1—1t)f(a)+1t f(b) folgt

(I=t)gla)+tg(B) =1 —-t)a+tb=g(f(1—t)a+1tb))
<g((1—=1t) fla) +t f(b)) = g((1 —t) a + £ 3).

Also ist g konkav.
2. Aus f((1—t)a+1tb) < (1—1t) f(a)+t f(b) folgt

(1=t)g(e) +tg(B) =1 —-t)a+tb=g(f(1-t)a+1b))
>g((1—=1) fla) +t f(b) = g((1 —t)a+11).

Also ist g konvex.

3. Behauptung (3.) folgt analog zu (2.).
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Lemma 2.4.11 (Steigung konvexer Funktionen) Es seien I C R ein nichtausgear-
tetes Intervall und f : I — R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Funktion f ist (streng) konvez.

2. Fiir jedes a € I ist die Steigung

mHM firzxel, a<uw,
T—a

(streng) monoton wachsend.

3. Fir jedes a € I ist die Steigung
f(@) = f(a)

r————2 firxel r<a,
T —a

(streng) monoton wachsend.

4. Fiir jedes a € I und firz, y €I, x <a <y ist

fla)—f@) < fly)—fla)
a—x (<) y—a

Korollar 2.4.12 Wenn f (streng) konvez ist, so ist die Steigung

f(@) — f(y)
-y

(x,y) — fir x,y €I, x #y,

in beiden Variablen (z,y) (streng) monoton wachsend.

Beweis.

T () o (O P
1@) < f(@)+ LD @ g

f(z) = fla) _ fy) = f(a)

= I
T—a y—a

Analog.

@) < f(@) + L= g
& LRf(0) + 525 f(0) < 2 (@) + S ()
& =2 (f0) - @) < =2 (F) - f(@)
- fla) = f(x) _ f) - f(a)
P y—a

Beispiele 2.4.13 (Konvexitit der Potenzfkt.)
1. Fir n =2,3,... ist die Potenzfunktion
pn: (0,00) D+ 2"

streng monoton wachsend und streng konvex:

2. Firn = 2,3, ... ist die Wurzelfunktion

1
n

p1:(0,0) 3z —x

streng monoton wachsend und streng konkav.
3. Die Inversion p_1 : (0,00) 3 z — x ! ist streng monoton fallend und streng konvex.

4. Fiir m, n € N ist die Potenzfunktion
p-m :(0,00) x> =

streng monoton fallend und streng konvex.

Beweis.

1. Fir 0 < a < z < y gilt fiir die Steigungen:

n n—1 n
r —a k n—1—k k n-1-k _ Y —a
_— = xr'a < Yy a =
y—a

k=0
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2. Nach Bemerkung 2.4.10 ist die Umkehrfunktion streng monoton wachsend und streng
konkav.

3. Fir 0 < a < x < y gilt fur die Steigungen:

z7l—qa! 1 1 _Yy —a

T—a ax ay y—a

4. Es seien m, n € N.
Da p1 streng monoton wachsend und konkav ist und p_; streng monoton fallend und
konve7;< ist, ist nach Bemerkung 2.4.9 (2.) die Komposition p_ 1 streng monoton fallend
und streng konvex. "

Da pm streng monoton wachsend und streng konvex ist, ist nach Bemerkung 2.4.9 (1)
die Komposition p—m streng monoton fallend und streng konvex.

Feststellung 2.4.14 (Lipschitz-Stet. konvexer Fktn.)
Es seien I C R ein offenes Intervall und f: I — R.
Fiir jedes kompakte Teilintervall J = [a,b] C I ist die Finschrinkung f|; Lipschitz-stetig.

Wenn c,d € I mit c < a < b < d, dann ist
f(a) fd f(b)
b= ma{ [T G0} =
max{| == i

eine Lipschitz-Konstante fir f|s.

Beweis. Es seien ¢,d € I mit ¢ < a < b < d. Nach Korollar 2.4.12 gilt fiir a <

fla) = (o) _ fly) = f(x) _ f(d) = f(b)
a—c = y—x = d—b

r<y<b

und somit

1fly) — f(2)| < max{’ OO

’f(d) f(b) ’} ly — zl.

Bemerkung. Die Definition der Konvexitdt 2.4.7 und die Feststellung 2.4.14 gelten
entsprechend fiir konvexe Funktionen f: I NQ — R.
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Korollar 2.4.15 Es sei I C R ein offenes Intervall. Eine (streng) konvewe Funktion
f:INQ — R hat eine eindeutige stetige Fortsetzung f I — R. f ist auch (streng)
konvex.

Beweis. Fiir alle J = [a,b] C I mit rationalen Endpunkten a, b € INQ, a < b, ist
die Einschrankung f|sno Lipschitz-stetig und hat nach Satz 2.4.4 eine eindeutige stetige
Fortsetzung auf [a, b].

Wenn zwei derartige Intervalle [a1,b1] und [az2, b2] einen nichtleeren Durchschnitt haben, so
ist der Durchschnitt ein rationaler Punkt oder ein nichtausgeartetes Intervall mit rationalen
Endpunkten.

In beiden Fallen stimmen die jeweiligen Fortsetzungen auf dem Durchschnitt iiberein.
Nach Bemerkung 2.3.32 gibt es zu = € I rationale a, b€ I NQ mit a < x < b.

Also hat f eine eindeutige stetige Fortsetzung fauf ganz .

Nach Lemma 2.4.11 und Beispiel 2.4.5 ist f ist wieder (streng) konvex.

2.4.3 Reelle Potenzen

Wir zeigen, dal die Exponentialfunktion zur Basis a > 1 mit rationalen Exponenten:
P
Q> b —a? €R
q

streng konvex ist. Nach Korollar 2.4.15 hat diese Funktion eine eindeutige stetige Fort-
setzung auf R.

Diese Fortsetzung heifit Exponentialfunktion zur Basis a.

Hiermit definieren wir dann die Potenzfunktion fiir reelle Exponenten.

Lemma 2.4.16 FEs seiena > 1,b>1 in R.

1. Fiir allen € N ist

pr—1 b1
<
n n+1




2. Fir aller, s € Q folgt aus 0 <1 < s, daff

a" —1 a’®—1
< .

T S

3. Fir aller, s, t € Q folgt aus r < s <t, dafs

as_ar‘ at_ar

s—r t—r

4. Die Funktion Q 3 r+— a” ist streng konvex.

Beweis.
1. Dab>1list nb" > > 7, b" und folglich

. U [ B s |
n+1 b <n b = <
(D3 M<nd PR

2. Esseienr:%,s:%mitm,n,quundb::a%.Esistb>1.Ausr<sfoIgt
m < n und mit (1.)
a" —1 " —1 bt —1 a®—1
r m n s

a® —a” at —a”

Il
AN
)

s—r s—r t—r t—r

4. Aus (3.) und Lemma 2.4.11 (2.) folgt, daB die Funktion r — a" streng konvex ist.

Es sei a > 1, a € R. Nach Korollar 2.4.15 hat die streng konvexe Funktion Q > r — a”
eine eindeutige stetige Fortsetzung auf R.

Bezeichnung 2.4.17 (Exponentialfunktion)
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1. Fiir a > 1, a € R heifit die stetige Fortsetzung der Funktion Q > r — a" Exponen-
tialfunktion zur Basis a und wird mit

z+—a® firz eR.

bezeichnet.

2. Fir0<a <1, a € R setzt man a” := (l)_z-

3. Die Exponetialfunktion zur Basis e wird mit exp(z) := e® bezeichnet und heifit die
Exponentialfunktion.

Feststellung 2.4.18 (Regeln: Exponentialfunktion)
Es seta >0, a € R.

1. Es gilt die Funktionalgleichung
a®-a¥ =a* firz, y e R
2. Esista’ =1,

_ 1
a“=— wund a* >0 firxzeR.
al‘

8. Fiir a > 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a streng monoton wachsend und
streng konvez.

4. Fira>1 gilt

lim a®* =0 wund lim a” = oo.
r— —00 xr—00

Beweis.

1. Wihle Folgen (r»)» und (sn)n in Q mit r, — z und s, — y. Da die Exponetialfunktion
stetig ist, folgt:

z Yy

o a rntsn _ aty

. roos .
= lim a, -a, = lim a =

n—oo n— oo

2. Daa’=1folgta®-a ®=a’=1und a®* = (a%)2 > 0.



3. Da die Exponentialfunktion fiir rationale Exponenten streng monoton ist, folgt die stren-
ge Monotonie der stetigen Fortsetzung wie in Beispiel 2.4.5.

Analog folgt die strenge Konvexitat.

4. Daa > 1list lim a" = oco. Da die Exponentialfunktion monoton wachsend ist, folgt

n—oo
hieraus lim a” = oco.

xTr— 00
Esist lim a® = lim -% = 0.

T — —00 z—o0 ¢

Da a” = (1) ist erhalten wir:

Korollar 2.4.19 Fiir0 < a < 1 ist die Exponentialfunktion R > x — a” streng monoton
fallend und streng konvew.

Bemerkung. Fiira >0 und s = 7, t = g € Q gilt bekanntlich

@) = (@#)f = ((@)))7 = ((@h)™)"

= (@) )" = @ty =¥ <o

Feststellung 2.4.20 (Potenzgesetz)
Es seia >0, a € R. Dann gilt

(az)y =a"¥ firz, yeR.

Beweis. Wir wihlen zunichst ¢ € Q und zeigen (a*)" = o™ fiir x € R.
Dazu wihle man eine Folge (sk)r in Q mit s — x.

Da die Potenzfunktion (0,00) > z + 2 fiir rationale Exponenten ¢ stetig ist (vgl. Beispiel
2.3.26), erhalten wir

(@®)" = lim (¢®*)" = lim a®** = o™,

n—oo n—oo

Nun wihlen wir eine Folge (t»)n in Q mit ¢, — y und erhalten

(@®)? = lim (a®)™ = lim o"* = a™.
n—o0 n—0o0

Anmerkung. Vertauschen wir die Reihenfolge der Grenzprozesse s — x und t, — v,
stoflen wir auf ein Problem, da wir noch zeigen miissen, dafl die Potenzfunktion fiir
irrationale Exponenten stetig ist.

Bezeichnung 2.4.21 (Reelle Potenzen)

Fiir a € R definiert man die Potenzfunktion zur Potenz a durch:

pa:x—x® firz € (0,00).

Bemerkung 2.4.22 (Rechenregeln: Potenzfunktion)

1. Fiir jede Folge (rn)n in Q mit Grenzwert a € R ist:

2% = lim 2'™.
n—oo

2. Es gilt die Funktionalgleichung:
x*y® = (zy)® fiir z, y € (0, 00).

3. Nach Feststellung 2.4.20 ist p1 die Umkehrfunktion zu pg:
1
(z%) e = 2% =z = 7.

4. Essei a > 0: Da die Potenzfunktion p, fiir rationale r > 0 streng monoton wachsend
ist, ist p, monoton wachsend. Da p, injektiv ist, ist p, streng monoton wachsend.
5. Fiir a > 0 gilt: limz oo 2® =00 und  limz_o2x® = 0.

6. Fiir a > 0 setzt man 0% := 0.

Lemma 2.4.23 (Zur Konvexitit der Potenzfkt.)
Es seienxz, ye Rund 1 <z <y.



1. Firm, n €N mit m <n gilt:
y" -1
zm —1

2. Firr,seQ mit0<r <s gilt
y -1 y -1
" —1 s —1°

3. Es seia € R. Fiira>1 gilt

¢ —1

Beweis.

1. Firk, leN, k<lund 0 <z <y gt y*2! < 2Fy.

Fir m, n € N mit m < n folgt daraus

m—1 n—1 m—1 n—1
k l k l
Y E r < x E Y.
k=0 =0 k=0 =0

Wenn 1<z <y oder 0 <z <y<1 ist,soist (x—1)(y—1) > 0 und folglich
(geometrische Reihe)

" -DE" -1 <@ -1)E" -1).

Hieraus folgt nun die Behauptung (1.).

2. Es seien r = %, 5= % mit m, n, ¢ € N. Da die ¢g-te Wurzel streng monoton ist, gilt

1
nach Voraussetzung 1 < zi < y% bzw. 0 <z¢ < y% < 1. Aus (1.) folgt nun

)" -1y
)"_1_1'371

y -1 _ (y%)m—1< (v
@ =1 (@))" -1 (2

alm| Q=

Die Funktion (0,00)NQ 3 r — Z:j ist streng monoton wachsend und hat eine stetige
Fortsetzung auf (0, 00). Nach Satz 2.4.5 ist die Fortsetzung streng monoton.

Fir p, c € R mit 0 < p < o gilt also
y -1 _y -1
zr—1 -1

: (%)
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3. Im Fall 1 < a setze manin (x) p=1und o = a.

Feststellung 2.4.24 (Konvexitit der Potenzfkt.)
Es sei a € R. Die Potenzfunktion
Pa: (0,00) 3 x+— 2

1. ist streng monoton wachsend und streng konvez fir 1 < a.
2. ist streng monoton wachsend und streng konkav fiir 0 < a < 1.

3. ist streng monoton fallend und streng konvez fir a < 0.
Mit der Feststellung 2.4.14 erhélt man:

Korollar 2.4.25 Die Potenzfunktion (0,00) 3 = — z® ist fiir jeden Exponenten a € R
stetig.

Auf jedem kompakten Teilintervall [c,d] C (0,00) ist die Potenzfunktion Lipschitz-stetig.

Beweis.

1. Essei 1 < a: Die die Potenzfunktion p, ist monoton wachsend und bijektiv, also ist sie
streng monoton wachsend.

Fir 0 < u < = < y gilt nach Lemma 2.4.23 (3.)

% —u® <u“>(%)“—1<(u“>(%)“—1_

T —u -1 u
u

yaiua

u

L1 y—u

Aus Lemma 2.4.11(2.) folgt nun, daB Potenzfunktion fiir 1 < a streng konvex ist.

2. Essei 0 < a < 1. pg, ist die Umkehrfunktion zu p1. Nach (1.) ist p1 streng monoton
wachsend und streng konvex. Nach Bemerkung 2.4.10 ist die Umkehrfunktion streng
monoton wachsend und streng konkav.

3. Wir untersuchen p_, und unterscheiden drei Fille:

Nach Beispiel 2.4.13 (3.) ist p—1(0,00) > = + x ' streng monoton fallend
und streng konvex.



Da p_1 : (0,00) 3 = +— 2! streng monoton fallend und streng konvex ist
und pg : (0,00) 3 y — y* streng monoton wachsend und streng konvex ist, ist die

Komposition p_q : (0,00) 3 © — x~* streng monton fallend und streng konvex (
vgl. Bemerkung 2.4.9 (1.)).

0<a<1:| Dapg: (0,00) 5 +— z* streng monoton wachsend und streng konkav

ist und p_1 : (0,00) 3 y — y ' streng monoton fallend und streng konvex ist,
ist die Komposition p_g : (0,00) © © +— x~ % streng monoton fallend und streng
konvex. (vgl. Bemerkung 2.4.9 (2.)).

Insgesamt folgt also die Behauptung (3.).

2.5 Supremum und Zwischenwertsatz
2.5.1 Supremum

Wir leiten ein weiteres Konstruktionsprinzip fiir reelle Zahlen her. Nicht jede beschriank-
te Teilmenge M C R hat Maximum und Minimum. Wir suchen fiir diesen Fall einen
niitzlichen Ersatz.

Ein Beispiel hierfiir ist das offene Intervall I = (0,v/2) = {x € R | 2 > 0, z? < 2}. Die
Intervallenden 0 und v/2 sind ausgezeichnet:

- Die reelle Zahl v/2 ist die kleinste Zahl, die oberhalb von allen Punkten aus I liegt,
d. h. v/2 ist die kleinste obere Schranke von I. Diese exisitiert aber nur in R,
nicht in Q.

- Die Zahl 0 ist die grofite untere Schranke von I.

Wir fiihren fiir den gesuchten Begriff kleinste obere Schranke eine Bezeichnung ein:

Definition 2.5.1 (Supremum)
Es sei M C R nicht leer und nach oben beschrankt. Hat die Menge

Su:={a€R| VzeM: x<a}

der oberen Schranken von M ein Minimum s, so heifit s kleinste obere Schranke oder
Supremum von M und wird mit

s=supM

bezeichnet.
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Beispiel. Fiir das Intervall I = (0,+/2) gilt St = [V/2, 00) und sup I = min[v/2, c0) = /2.

Bemerkung 2.5.2 1. Das Supremum einer Menge ist eindeutig bestimmt, da die An-
ordnung von R total ist (vgl. Feststellung 1.1.8 und Bem. 1.1.12).

2. Falls eine Menge ein Maximum besitzt, so stimmt dieses mit dem Supremum iiberein:

sup M = max M.

Bezeichnung 2.5.3 (Infimum)

Analog zur kleinsten oberen Schranke definiert man fiir eine nichtleere, nach unten be-
schrankte Menge M C R die grofite untere Schranke.

Diese heifit Infimum von M und wir mit
inf M

bezeichnet.

Feststellung 2.5.4 Es set M C R nicht leer und nach unten beschrdnkt. Bezeichnet
—-M :={-x |z € M}, so gilt

inf M = —sup(—M).

Feststellung 2.5.5 (Charakterisierung des Supremums)

Es sei M C R nicht leer und nach oben beschrinkt. Es ist genau dann s = sup M, wenn
die folgenden beiden Bedingungen gelten:

1. x < s firallex e M

2. FEs gibt eine Folge (xy) in M, so daff ©n, — s.

Korollar 2.5.6 Die Folge in (2.) kann monoton wachsend gewdhlt werden.



Beweis Satz 2.5.5 .

Es sei s = sup M. (1.) Dann ist s eine obere Schranke.

(2.) Da s kleinste obere Schranke ist, ist s — £ keine obere Schranke von M und es gibt
ein

1
Tpn €M mit s— — < x,.
n
Da s — L <z, < s ist, konvergiert die Folge (zn)n gegen s.
Nach (1.) ist s eine obere Schranke. Sei gemiB (2.)

(zn)n in M mit  lim z, = s.

n—o00

Dann gibt es zu jedem ¢t < s ein ng € N, so daB fiir n > nog:
|s —zn| < s—t, folglich t<z,.

Also ist t keine obere Schranke von M, d. h. s ist die kleinste obere Schranke von M.

Beweis Korollar 2.5.6.
Man setze (vgl. Feststellung 1.3.21)

Yn = max{T1,...,Tn}.

Die Folge (yn)n liegt in M, ist monoton wachsend und konvergiert ebenfalls gegen s.

Aus der Grenzwertregel 2.1.18 fiir Folgen ergibt sich die Bemerkung:

Bemerkung 2.5.7 (Grenzwert oberer Schranken)

Es sei M C R nicht leer. Wenn (s,)» eine konvergente Folge von oberen Schranken von
M ist, so ist auch der Grenzwert eine obere Schranke von M.

Aus den Axiomen

(A) Archimedisches Axiom 2.1.9

(I) Intervallschachtelungsprinzip 2.2.6

ergibt sich nun die Supremums-Eigenschaft (S):

Satz 2.5.8 (Supremumseigenschaft von R)

Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat eine kleinste obere Schranke
sup M € R.

Anmerkung. 1. Umgekehrt folgen aus der Supremums-Eigenschaft das Archimedische
Axiom und das Intervallschachtelungsprinzip.

2. Zum Beweis konstruieren wir induktiv mit der Methode der Intervall-Halbierung eine
Intervallschachtelung.

Beweis. Wir konstruieren induktiv zwei monotone Folgen (xy,)n in M und (sp)n in Sa, so
daB fiir n € Ny gilt:

1
Sn4l — Tnt1 < i(sn - xn) (*)
Startwerte: Wihle g € M und so € Sy.
Iteration: Es seien bereits 71 < z2 < --- <z, in M und 81 > 82 > -+ > 8, in S

gewidhlt, so daB (%) gilt.

Dann setze man y, := (2 + sn). Es gibt zwei Fille

Yn € Sm: Setze Tpy1 = Tn, Snt1 = Yn-

%(sn — Tn).

Dann ist spn4+1 — Tnt1 =
Yn & Sm: Wahle 41 € M mit yp, < Tp41 und Spt1 = Yn.

H 1
Dann ist spt1 — Tnt1 < Sn — Yn = 5(Sn — Tn).

Die beiden Folgen (z,)» und (s,). bilden wegen (x) eine Intervallschachtelung und konver-
gieren gegen den gleichen Wert s € Sjr. Nach Feststellung 2.5.5 ist s = sup M.




2.5.2 Uneigentliche Suprema Satz 2.5.12 (Charakterisierung von Intervallen)

Fiir nach oben unbeschrinkte Mengen fithren wir ein uneigentliches Supremum in R Es sei I C R nicht leer. Donn sind dquivalent:

ein. L
(1) I ist ein Intervall.
Man kann dann gewisse Sachverhalte statt in Worten kurz in Formeln ausdriicken und

kann mit diesen uneigentlichen Suprema auch rechnen (vgl. 2.1.23). (2) I enthdlt mit je zwei Punkten die Verbindungsstrecke. D. h. fiir alle z, y € I und

alle £ € R gilt:

Bezeichnung 2.5.9 (sup M = oo) s<é<y = fcl
Es sei M C R nicht leer.

1. Wenn M nach oben unbeschrénkt ist, setzen wir
Beweis.

Fiir Intervalle gilt offensichtlich (2.)
Setze a := inf M € R und b :=sup M € R.

Wir zeigen zunéchst, daB I\ {a,b} = (a,b) ist:

sup M := oo.

2. Wenn M nach unten unbeschrinkt ist, setzen wir

inf M := —c0.

z€ (a,b) & inflI<z<supl
& es existieren z,y € I mitz < zund 2 <y

Beispiele 2.5.10 (sup M € R) \ {a.b)
& zel\{a,b}.

Es sei M C R nicht leer. Dann gilt:

1. M nach oben beschriinkt <  sup M < oo Es gibt nun vier Fille, je nachdem ob a oder b in I oder nicht in I liegen:

2. Mit der Bezeichnung |M| := {|z| | z € M} gilt: () aclbel = I=][ab].
M beschrankt << sup |M| < oo. (i) aclibgl = I=]ab)

(iii) a¢gl,bel = I=/(a,b].

(iv) ag¢l,bgl = I=/(a,b).

Beispiele 2.5.11 (Supremum monotoner Folgen)

Es sei (an)n eine monoton wachsende Folge. Dann gilt:

1. supay, :=sup{a, | n € N} = lim a,.
. 2.5.3 Zwischenwertsatz
2. supan < 0 < (an)n beschrinkt.

neN
Das Supremum ist ein geeignetes Hilfmittel bei der Suche nach dem Maximum einer
beschrankten Menge. Man mufl nur nachpriifen, ob das Supremum der Menge ein Element
Folgerung aus der Existenz von Suprema und Infima: der Menge ist.
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Lemma 2.5.13
Es seien a, b € R, f:[a,b] — R stetig und c € R.
Wenn die Menge
M :={z |z €la,b], f(zx) <c}#0,

dann exisitiert max M.

Bemerkung Auf den linken Endpunkt ¢ kommt es nicht an. Das Lemma gilt genauso
fiir Intervalle der Form (a, b] und (—oo, b].

Beweis. Da M nach oben beschrankt ist, existiert
s:=supM € R.

Nach Feststellung 2.5.5 gibt es eine Folge (z,)n in M, die gegen s konvergiert. Da f stetig
ist, folgt

f(s) = lim f(z,) <c

n— oo

und somit s € M.

Satz 2.5.14 (Zwischenwertsatz)
Es seien a, b€ R, a < b und f : [a,b] — R stetig. Wir betrachten den Fall f(a) < f(b).
Zu jedem ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b), gibt es mindestens ein & € (a,b) mit f(§) = c.

Bemerkung.

1. Der Zwischenwertsatz gilt analog im Fall f(b) < ¢ < f(a).

2. Man kann alle Fille zusammenfassen:
Zwischenwertsatz. Fs seien I C R ein nichtleeres Intervall, f : I — R stetig und
a, bel.
Wenn f(a) # f(b) ist, so gibt es zu jedem ¢ € R, das zwischen f(a) und f(b) liegt,
mindestens ein & zwischen a und b mit f(§) = c.
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Beweis (Zwischenwertsatz). Wir suchen das gréBte s € [a, ], fiir das f(s) = c ist.
Da f(a) < cist, ist
M :={z|z€a,b], f(z)<c}#0,

und nacht Lemma 2.5.13 existiert s := max M. Da f(s) < ¢ < f(b), ist s # b und somit
s <b.

Da s = max M, sind fiir x € (s, b] die Funktionwerte

f(z) >ec.

Da f stetig ist, folgt

f(s) = lim f(z) > c.

x]s

Also ist f(s) =c.

Mit Satz 2.5.12 ergibt sich das Korollar:

Korollar 2.5.15 (Stetiges Bild eines Intervalls)
Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine stetige Funktion. Dann ist f(I) ein Intervall.

Als einfache Anwendung zeigen wir noch einmal die Existenz von Wurzeln. Wir hatten in
Feststellung 2.2.13 bereits ein Iterationsverfahren angegeben, das gegen die n-te Wurzel
konvergiert.

Beispiele 2.5.16 Esseien n € N und ¢ > 0. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl
x> 0,s0daBl z" = c.

Bemerkung. Der Zwischenwertsatz liefert die Wurzel als Supremum der Menge {z |
z € 0,1+ <], P(z) < 0}. Diese Supremum wird im Satz 2.5.8 mit dem Intervall-

n
Halbierungsverfahren bestimmt.

Das Intervall-Halbierungsverfahren ist ein Allzweckverfahren, das zwar immer konver-
giert, aber nicht die besondere Struktur der Gleichung beriicksichtigt.



Das Iterationsverfahren 2.2.13 konvergiert dagegen wesentlich schneller (Stichwort: qua-
dratische Konvergenz).

Beweis. Die Funktion
P(z):=z" —c fiirz € [0,00)

erfiillt P(0) = —c < 0.
Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt P(1 + <) > 0.

n

Nach dem Zwischenwertsatz 2.5.14 hat P eine Nullstelle im Intervall (0,1 + c;—l]

2.5.4 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Satz 2.5.17 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Es seien I, J C R nichtausgeartete Intervalle und f : I — J eine streng monoton
wachsende Funktion mit Umkehrfunktion g : J — 1.

Dann sind f und g stetig.

Anmerkung

1. Der Satz gilt analog fiir streng monoton fallende Funktionen.
2. Wie die folgenden beiden Beispiele zeigen, benstigt man beide Voraussetungen:
e f ist streng monoton wachsend oder fallend.

e Das Bild von f ist ein Intervall.

Beispiele
1. Man setze g = f:[-1,1) — [—1,1) mit:

(@) = f(z) = z+1 wenn —1<x <0,
g "]l z—1 wennO<ax<1.

Es ist g = f~! aber unstetig in zo = 0.
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2. Man definiere f : [—1,1] — [-1,0) U [1, 2] mit Umkehrfunktion g : [—1,0)
[—1,1] durch

UlL,2 —

T wenn —1 < o <0,
r+1 wennO<xz<1.

wenn —1 <y <0,
y—1 wennl<y<2.

Die streng monotone Funktion f hat eine Sprungstelle in x¢ = 0.

Beweis (Stetigkeit der Umkehrfunktion).
Wir zeigen die Stetigkeit der Umkehrfunktion g (vgl. Satz 1.4.8).
Es siien 20 €1, yo = f(x0) € Jund e > 0. Es sei a € R der linke Endpunkt von I und
b € R der rechte Endpunkt. Man setze

o= To — € falls zg —e € 1,
| 3(a+z0) sonst;

3= To+e¢ falls xo +e €1,
| 3(mo+b) sonst;

min{yo — f(a), f(B) —yo} wenn a <zo<f,
0:=<¢ f(B)—wyo wenn a = « = o,
Yo — @ wenn o = = b.

Esist 6 > 0. Fir y € J gilt
ly—yo| <6 = fla)<y<[f(B) & a<gly <p.

und somit |g(yo) — g(¥)| = |zo — g(y)| < &.

Aus Satz 2.5.17 und Korollar 2.5.15 folgt nun:

Korollar 2.5.18 (Stetigkeit der Umkehrfuntion)

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige und streng monotone Funktion. Dann
ist die Umkehrfunktion f~' : J — R stetig, wobei J := f(I).



Satz 2.5.19 Sei I C R ein nicht ausgeartetes Intervall und f : I — R eine stetige und
injektive Funktion. Dann ist f streng monoton.

Wir betrachten zunéichst den Fall I = [a, b].

Lemma 2.5.20 Es seien a, b€ R, a < b und f : [a,b] — R injektiv und stetig.
Wenn f(a) < f(b), so ist f streng monoton wachsend.

Beweis. Annahme: f ist nicht strikt monoton wachsend:

Dann gibt es Punkte z, y € [a,b] mit z < y und f(x) > f(y). Da f injektiv, ist f(z) > f(y).
Wir unterscheiden zwei Fille:

f(a) < f(y): | Zu einem ¢ mit f(y) < ¢ < f(z) gibt es nach dem Zwischenwertsatz 2.5.14

§€(a,z) und n€(z,y)

mit f(§) = f(¢) = f(n).

Da & # n, widerspricht das der Injektivitat von f.

fly) < f(a):| Zu einem ¢ mit f(y) < ¢ < f(a) gibt es nach dem Zwischenwertsatz 2.5.14

¢€(a,y)) und ne(yb)

mit f(§) = c = f(n).
Da & # 7, widerspricht das der Injektivitat von f.

Beweis. Wihle a, b € I mit a < b.

Wir zeigen, wenn f(a) < f(b), dann ist f streng monoton wachsend:
Seien x, y € I mit x < y. Man setze

c:=min{z,a} und d:=max{y,b}.
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Nach dem vorangehenden Lemma ist die Einschinkung f|(c 4 entweder streng
monoton wachsend oder fallend, je nachdem ob f(c) < f(d) oder f(c) > f(d) ist.

Daa,b € [c,d] und f(a) < f(b) ist, muB die Einschrankung f|. q streng monoton
wachsend sein.

Da z,y € [c,d] ist, folgt f(z) < f(y).

Wenn f(a) > f(b) ist, folgt analog, daB f streng monoton fallend ist.

Beispiel (Logarithmus).

Fir a € R, a > 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a:
R>z+—a” € (0,00)

stetig, streng monoton wachsend und bijektiv.

Fir a € R, 0 < a < 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a:
Ro>z—a” € (0,00)
stetig, streng monoton fallend und bijektiv.

Definition 2.5.21 (Logarithmus zur Basis a)

Es seia € R, 0 < a. Die Umkehrfunktion der Ezrponentialfunktion zur Basis a heifst
Logarithmus zur Basis a:

(0,00) 3 & +— log,(z) € R.

Bezeichnung 2.5.22 (Der natiirliche Logarithmus)

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : x — e® heif3t natiirlicher Logarithmus
oder kurz der Logarithmus und wird mit

logxz oder Inzx

bezeichnet.

Mathematiker schreiben meistens log x, Physiker und Ingenieure In z.




Bemerkung 2.5.23 1. Fiir a € R, a > 0 gilt

T z loga

a’ =e fir x € R.

2. Die Logarithmen zu verschiedenen Basen unterscheiden sich nur um einen konstan-
ten Faktor:

log x
loga

log, x = fir0<a,a#1.

Daher reicht es, den natiirlichen Logarithmus zu untersuchen.

Feststellung 2.5.24 (Regeln: Logarithmus)

1. Der Logarithmus log : (0,00) — R ist stetig, streng monoton wachsend und streng
konkav.

2. Es gilt die Funktionalgleichung
log(zy) = logz + logy fiir z, y € (0,00).
3. Es gilt

lim logx = oo.

li?&logx =—00, logl=0, loge=1,

Anmerkung. Wir werden noch weitere wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion
und des Logarithmus in den folgenden Kapiteln kennenlernen.
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2.6 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
2.6.1 Satz vom Maximum
Bemerkung 2.6.1

e Die beiden Sitze dieses Abschnittes gelten allgemeiner fiir stetige reelle Funktionen
auf kompakten Teilmengen der reellen Zahlen. Die Intervalleigenschaft ist unwichtig.
Auch die Beweise kann man sinngeméf} iibernehmen.

e Die Sitze gelten sogar fiir beliebige kompakte Mengen. Man fithrt dann sehr dhnliche
Beweise, in denen man statt des Supremumsprinzips den Satz von Bolzano-Weier-
stral verwendet (vgl. Abschnitt 2.7.1)

e Wir konstruieren im Beweis des Satzes vom Maximum den grosten Punkt, in dem
die Funktion ihr Maximum annimmt. Verwendet man stattdessen den Satz von
Bolzano-Weierstraf}, so findet man nur irgendein Maximum.

Lemma 2.6.2 (Beschrinktheits-Lemma)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f : [a,b] — R
beschrinkt.

Bemerkung. Der Satz wird mit einem Widerspruchsbeweis gezeigt.

Beweis (Beschrinktheits-Lemma).
Annahme: [ : [a,b] — R ist nach oben unbeschrinkt.

Man bilde zu N € N die nichtleere Menge A,:
An ={z |z € [a,b], f(z) > n}.
Nach Lemma 2.5.13 existiert
Sp = max A,.
Da A, D An41, ist die Folge (sn)n monoton fallend. Es existiert

[a,b] 2 c= lim sp.



Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:

fle)= lim f(sn)= 0.

n—oo

Satz 2.6.3 (Satz vom Maximum)

Es sei [a,b] C R ein nichtleeres, kompaktes Intervall. Dann nimmt jede stetige Funktion
f:la,b] = R ein Mazimum an.

D.h., es gibt mindestens ein & € [a,b] so, daf fiir alle x € [a,b] gilt:
f@) < f(8).

KARL WEIERSTRASS (1815-1897)

Bemerkung. Analog gilt, daf} jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ein
Minimum hat.

Die kompaktheit des Intervalls ist eine unverzichtbare Vorrausetzung fiir den Satz vom
Maximum:

Beispiele 2.6.4 Mit der Wackelfunktion 2.3.30(5) bilde man die Funktion
V0,132~ (1—z)W(x).

V ist auf (0,1) stetig und beschrinkt und hat auf (0,1] weder ein Maximum noch ein
Minimum. Es gilt

-1<V(z)<1 firze(0,1],

sup V(z)=1 und inf V(z)=-1.
2€(0,1] 2€(0,1]

Man kann V nicht stetig in z = 0 fortsetzen und auch keinen Funktionswert bei 0 so
festsetzen, dal V' Maximum und Minimum hat.

Mit Korollar 2.5.15 ergibt sich das Korollar:
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Korollar 2.6.5 (Stetiges Bild eines kompakten Intervalls)

Sei I C R ein kompaktes Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann ist f(I)
ein kompaktes Intervall.

Beweis (Satz vom Maximum).

Nach Lemma 2.6.2 ist f : [a,b] — R ist nach oben beschrinkt:
s:=sup{f(z) |« € [a,b]} € R.
Man bilde zu N € N die nichtleere Menge A,:
Apn ={z|z€[a,b], f(z) >s— L1}
Nach Lemma 2.5.13 existiert
Sn = max An,.
Da A, D A,41, ist die Folge (sn)» monoton fallend. Es existiert

[a,b] 3 c= lim sp.

Da f stetig ist, folgt

f(e) = lim f(sp)=s= sup f(x).

n—o0 wela.b]

2.6.2 Gleichmiflige Stetigkeit

Definition 2.6.6 (GleichmiBige Stetigkeit)

Es sei I C R ein Intervall. Fine Funktion f : I — R heifst gleichmdflig stetig wenn
folgende gilt:

Zu jedem e > 0 gibt es ein & > 0, so daf8 fir alle x, y € I aus |x —y| < § stets
|f(z) = F(y)| < e folgt.

In Zeichen:

Ve>036>0Vz,yel : |[z—yl<d=|f(z)— fly)| <e.



Bemerkung. Die Feststellungen 2.1.5 und 2.1.10 gelten sinngeméfl auch fiir die Defini-
tion der GleichméBigen Stetigkeit.

Was heiflt es, dafl eine Funktion nicht gleichméBig stetig ist?

Bemerkung 2.6.7

1. Eine Funktion f: I — R ist nicht gleichm#flig stetig, wenn folgendes gilt:
Es gibt ein g9 > 0, so dafl es zu jedem § > 0 zwei Punkte x, y € I gibt mit |[z—y| < ¢
und | f(z) — f(y)| = <o.
In Zeichen:
Jeo>0Vd>03dz,yel
Dz -yl <o Af(@) = F(Y)] = co.

2. Es reicht die Werte § = %, (neN), zu testen:

Die Funktion f ist nicht gleichméBig stetig, wenn es ein €9 > 0 und zwei Folgen
(Zn)n, (Yn)n in I so gibt, daBl

1
|20 —ynl < - und [f(zn) = f(yn)| > eo.

Beispiele 2.6.8 (zur gleichmifligen Stetigkeit)
1. Fir0<a <1 und z,y € [0,00) gilt die folgende Abschétzung:
ly* =2 <ly—=2|" (%)

Folglich ist fiir 0 < a < 1 die Potenzfunktion (Wurzelfunktion) p, : [0,00) — R
gleichméfig stetig.

2. Fiir die Inversion p_; : z +— 2z~ und ¢ > 0 gilt:
p—1 ist gleichmiBig stetig auf [c, o0].
p—1 ist nicht gleichmifig stetig auf (0, ¢].
3. Fiir die Quadratfunktion p? : z — 22 gilt:

o p? ist gleichméBig stetig auf jedem kompakten Intervall.
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e p? ist nicht gleichméBig stetig auf R.

Beweis.

1. Fiir 0 < a < 1 ist die Potenzfunktion p, : [0,00) — R nach Feststellung 2.4.24 (2) und
Bemerkung 2.4.22 (6) streng konkav. Die Steigung ist also streng monoton fallend.

FirO<z <yist0<zund 0 <y —z <y. Folglich gilt:

yt et _(y—2)* -0 (y—2)*
y—x (y—z)—0 y—x
Hieraus folgt die Ungleichung ().
1 1 —
2. ———’<|w—2y‘ fiir z,y € [a, ).
Ty a
E—L>L fir0 <2z <aund 0 <4.
xz x4+ (a+)z
3. Klarda 2?2 —9%=(z4+7y)(z—y).

Satz 2.6.9 (Satz von der gleichmifligen Stetigkeit)
Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f : [a,b] — R
gleichmdf$ig stetig.

Bemerkung. Der Satz wird mit einem Widerspruchsbeweis gezeigt.

EpuarD HEINE (1821-1861)

Beweis. Annahme: f : I — R ist nicht gleichmaBig stetig.

1
360>0VnENE|a:,y€I:|x—y\<g/\|f(x)—f(y)|>€o.



Wir bilden zu n € N die Menge A,, # () und die Punkte:

1
Ap:={z|xzel, Jyel:|lz—y|l< E/\|f(x)—f(y)|>€o},
Sp := sup Ay,

. 1
Tn €Ay mit S, — — < Tn < Sp,
n

. 1
yn €1 mit |zn —yn| < n A | f(xn) = flyn)| = eo.
Da A, D An+1, ist die Folge (s»)» monoton fallend. Es existiert
[a,b] 2 ¢c= lim s, = lim z, = lim yx.
n— oo n—oo n— oo

Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:

0=1/(e) = f(e)l = lim |f(za) — f(a)| > 20 > 0.

Ubung. (GleichmiBige Stetigkeit)

1. Man modifiziere den Beweis von Satz 2.6.9 oder den alternativen Beweis im Beispiel
2.7.7 und zeige die folgende Charakterisierung der gleichméfigen Stetigkeit:

Es seien I ein beschrinktes Intervall und f : I — R. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

1. f ist gleichmdf$ig stetig.

2. Wenn (zn)n eine Cauch-Folge in I ist, so ist (f(xz(zn))n eine Cauchy-Folge.

2. Man zeige, daB die Aquivalenz (1.) sinngeméif auch fiir Funktionen f : INQ — R gilt.

3. Man zeige, dafl der Fortsetzungssatz 2.4.4 sinngeméf fiir gleichméBig stetige Funktio-
nen f:INQ — R gilt.
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2.7 Konvergente Teilfolgen
2.7.1 Konvergente Teilfolgen

Definition 2.7.1 (Teilfolge)
Es seien (an)nen eine Folge und (nk)ken eine streng monoton wachsende Folge in N. Die
durch

N3k an,

definierte Folge (an, )ren heifit Teilfolge der Folge (an)n.

Bemerkung Der Begriff Teilfolge ist ein Spezialfall des Begriffs Komposition von Funk-
tionen:

Nach Definition 1.4.10 ist eine Folge eine Abbildung a : N — R. Ist ¢ : N — N strikt
monoton wachsend, dann heifit die Komposition a o ¢ = (ag(x))r eine Teilfolge der Folge

(an)n.
Man schreibt kurz ny := ¢(k) und (an, ), :=ao ¢.

Beispiele 2.7.2 (Teilfolgen)
1. Teilfolgen der Folge (an)n sind

(a2k)k = a2,0a4,06, - - -,

(a2k71)k = a1,0a3,05,....
2. Zu zwei Folgen (ax)r und (by)x bilde man die Reifiverschlufifolge (vgl. 2.3.17)

Cn 1= { a  fiir n =2k, (n €N).

by firn=2k-1
Dann sind (ag)r und (bg ) Teilfolgen von (cp)n:
(ar)k = (c2r)r wnd  (br)k = (c2n—1)k-

3. Die divergente Folge a, := (—1)", (nen) hat konvergente Teilfolgen (a2x)r und
(a2k—1)k-



Als Spezialfall von Satz 2.3.29 erhalten wir unmittelbar:

Bemerkung 2.7.3 (Teilfolgen konvergenter Folgen)

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent und hat den gleichen Grenzwert.

Beispiele 2.7.4 Gegeben sei die Folge

1
(an)'ioio = 07 07 57 07 ) ) 07
~N Y Y

ol

1
L0, 750

geeey

o
Q0| =

2
4

)

A~ =

Zn jeder reellen Zahl z € [0, 1] gibt es eine monoton wachsende Teilfolge (an, )x, die gegen
x konvergiert.

Beweis. Fiir k € Ny setze man:

l
I, =max{l |l €{0,1,...,2" — 1}, 5 <z},
dann gilt

lim aqgk =z.
k—o0 2Ptk

Satz 2.7.5 (von Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrdnkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente Teilfolge.

BoLzaNO, Bernard, (1781-1848), Buch: Paradoxien des Unendlichen (1851).
WEIERSTRASS, Karl (1815-1897).

Zum Beweis zeigen wir ein Lemma:

Lemma 2.7.6 (Existenz monotoner Teilfolgen)

Jede Folge in R hat eine monotone Teilfolge.
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Beweis des Lemmas. Fiir diesen Beweis verwenden wir die folgende Bezeichnung:
Eine m € N heiBe eine Spitze der Folge (a,)n , wenn fiir alle n > m das Glied a,, > a,, ist.
Wir unterscheiden zwei Fille:

Es gibt nur endlich viele Spitzen: Es sei m € N die groBte Spitze. Wir konstrieren rekursiv
eine monoton wachsende Teilfolge (an, )ren:

Startwert: ny = m + 1.

Rekursion: Es seien n; < nz < -+ < ny bereits konstruiert, so daB an, < @n, <
-+ < Gn, ist. Da ny keine Spitze ist, gibt es ein [ > ngx mit a; > an,. Man setze
(vgl. Satz 1.2.20)

Net1 = min{l | 1 € N, I > ng, ai > an, }.

Es gibt unendlich viele Spitzen: Wir numerieren die Spitzen durch und erhalten eine streng
monoton fallende Teilfolge (an, )ren:

Startwert: n; := min{l | ! € N, [ Spitze}.

Rekursion: Es seien n; < ng < --- < ny bereits konstruiert, so daB an, > an, >
-+« > @, ist. Dann gibt es eine Spitze [ € N mit | > nj. Man setze (vgl. Satz
1.2.20)

N1 :=min{l | | € N, I > ny, | Spitze}.

Da alle ns Spitzen sind ist an, > any > .. ..

Beweis (Satz von Bolzano-Weierstraf}).

Da nach Satz 2.2.12 jede beschriankte monotone Folge in R konvergent ist, folgt der Satz
unmittelbar aus Lemma 2.7.6.

Man kann die groffen Sétze des Abschnittes 2.6 iiber stetige Funktionen auf kompakten
Intervallen auch mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl beweisen.

Beispiele 2.7.7 Wir fithren dies am Satz 2.6.9 (Satz von der gleichmiBigen Stetigkeit)
vor:




Beweis (Satz von der gleichmiBigen Stetigkeit).

Wenn f : I — R nicht gleichm&Big stetig ist, gibt es ein 9 > 0 und Folgen (zn)n, (Yn)n in
I so, daB

1
|20 =yl < - und [ f(zn) = f(yn)] > eo.
Es existiert eine konvergente Teilfolge (zn,),. Da I kompakt ist, liegt ¢ := klim Tn,, in 1.
c— 00
Da lim L =0 ist, gilt
k—oo Tk
i, = i 2,

Da f stetig ist, folgt ein Widerspruch:

0=17(e) = F(O] = Jim |f(@n,) = f(ya)| > 0 > 0.

2.7.2 H&ufungswerte von Folgen

Definition 2.7.8 FEs sei (an)n eine Folge in R. Fine Zahl h € R heif$t ein Hiufungswert
der Folge (an)n, wenn es eine Teilfolge von (an)n gibt, die gegen h konvergiert.
Beispiel.

1. Die Folge ((—1)")» hat die Hiufungswerte 1 und —1.
2. Fiir die Folge im Beispiel 2.7.4 ist die Menge der Haufungswerte das Intervall [0, 1].

Bemerkung 2.7.9 (Existenz von Hiufungswerten)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat jede beschrinkte Folge mindestens einen
Héufungswert.

Bemerkung. Fiir eine konvergente Folge ist der Grenzwert der einzige Haufungswert.
Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.7.10 Fine beschrinkte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen
Hiufungswert hat.
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Korollar 2.7.11 FEine beschrinkte Folge konvergiert genau dann gegen einen ¢ € R,
wenn jede threr Teilfolgen eine Teilfolge hat, die gegen ¢ konvergiert.

Beweis des Satzes 2.7.10.

Klar.
Die Folge (an)n sei beschriankt und habe genau einen Haufungswert ¢ € R.

Annahme: Die Folge konvergiert nicht gegen c. Es gibt also es ein €9 > 0, so daB es zu
jedem N € Neinn € N, n > N, existiert, fiir das |a, — ¢| > €g ist.
Es gibt eine Teilfolge (an, )r, so daB (vgl. 2.1.20 (3.))

|an, —c| > €0 fir ke N.

Da die Folge (an,, ), beschrinkt ist, hat sie eine konvergente Teilfolge, die einen anderen
Grenzwert als ¢ hat.

Beweis des Korollars 2.7.11.

Aus der Vorausetzung des Korollars erhilt man, daB jede konvergente Teilfolge der gegebenen
Folge gegen c konvergiert.

2.7.3 Limes superior

Bemerkung. Zu jeder Folge reeller Zahlen kann man den Limes superior oder oberen
Grenzwert und den Limes inferior oder unterne Grenzwert in R bilden.

Diese beiden Begriffe bilden ein méchtiges Hilfsmittel, um viele Konvergenzaussagen kurz
und knapp zu formulieren und auch zu beweisen. Es erfordert aber einige Ubung, bis man
mit diesem Werkzeug umgehen kann.

In der Lehrbuchliteratur wird der Limes superior bzw. inferior unterschiedlich eingefiihrt.
Diese Definitionen sind alle dquivalent.

Wir wihlen eine eher technische, dafiir aber leicht anwendbare Definition, und leiten dann
die dazu #quivalenten, anschaulicheren Eigenschaften her. 2.7.13(2), 2.7.16 und 2.7.21.

Zu einer nach oben beschrinkten Folge (an)n bilde man zu jedem n € N die Zahl s, :=

sup ag. Die Folge (s,)n ist monoton fallend.
k>n



Definition 2.7.12 (Limes superior)

Es sei (an) eine nach oben beschrinkte Folge in R. Man bilde die monoton fallendende
Folge (sn)n durch die Vorschrift:

Sp 1= Sup ag.
k>n

Der in R gebildete Grenzwert (vgl. Satz 2.2.12 und Def. 2.1.22)
s:= lim s, € RU{—o0}
heifst Limes superior der Folge (an)n und wird mit

limsupa, := s

n— oo

bezeichnet.

Bemerkung und Bezeichnung 2.7.13

1. Eine andere iibliche Bezeichnung ist

lim a, := limsupan,.
n—0o0 n— oo

2. Fir n € N nennen wir die Teilfolge (ax)g—,, ein Endstiick der Folge (ay)n. Der Limes
superior ist also das Infimum der Suprema der Endstiicke:

limsupa, = inf{c|c € R, ¢ > a, fir fast alle n € N.}

n—o0

3. Man kann sich {iberlegen, dafl die Folge (sy). die kleinste monoton fallende Folge
oberhalb der gegebenen Folge (an ). ist. Wir beweisen dies nicht explizit, diese Idee
steckt habe hinter vielen Beweisen zu den Eigenschaften des Limes superior.

Bemerkung. Analog bildet man den Grenzwert der Infima der Endstiicke und nennt
ihn den Limes inferior der Folge.
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Definition 2.7.14 (Limes inferior)

Es sei (an) eine nach unten beschrinkte Folge in R. Man bilde die monoton wachsende
Folge

un :=1inf{ax | k €N, k> n}.
Der in R gebildete Grenzwert (vgl. Satz 2.2.12 und Def. 2.1.22)
u = nlLrI;oun € RU {oo}
heifit Limes inferior der Folge (an)n und wird mit
linnlgf an ' =1u

bezeichnet.

Bemerkung 2.7.15 Es gilt liminf a,, = — limsup(—ax)

n— oo n—oo

Fiir den Limes superior gibt es das folgende e-Kriterium:

Feststellung 2.7.16 Es seien (ayn) eine beschrinkte Folge in R und s € R. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

1. s=limsupan,.
n—0o0

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N, so daf fir alle m € N aus m > n stets folgt:
(i) am <s+e¢
(ii) Es gibt ein k € N, k> m, mit ar, > s — €.
Bemerkung Verschirft man 2.(ii) zu
am > s —e¢ fir alle m > n,

so erhilt man die iibliche Definition des Grenzwertes einer Folge (an )n.

Beweis.



1=2:| Esist s, :=supai und s = lim s,. Zue >0 gibteseinn e Nmits< s <s+¢

k>n n— 00

fur alle I > n. Fir m > n folgt
Ay < Sp < S+ €.

Da s < s, := sup ay ist, gibt es ein k > m so, daB s — ¢ < ay, ist.
k>m

Aus (i) folgt:

supap < s+¢ = limsupa, < s+e.

k>m n—oo
Aus (ii) folgt:

supap =>s—¢e = limsupa, > s—c¢.
k>m n—oo

Da € > 0 beliebig ist, folgt limsup a,, = s.

n— oo

Bemerkung Fiir beschrankte Folge reeller Zahlen liegen der Limes superior und der
Limes inferior in R. Man kann mit ihrer Hilfe Aussagen iiber beliebige beschrinkte Folgen
formulieren:

Satz 2.7.17 Es sei (an)n eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt

1. liminf a,, < limsup an
n—oo n—oo

2. liminf a, = limsupa, < lim a, existiert.
n— oo n—oo n— oo

Im Fall der Gleichheit (2.) ist

lim a, = limsupa,.
n—oo n—oo

Beweis.

1. Firallen € Nist u, := kinf ar < sup an, =: s, und folglich

zn k>n
liminfa, = lim u, < lim s, = limsupa,
k— o0 n—oo n—oo k— 00

2. Firn € Nist u, := 1§I>1f ar < an < SUp an, =: S, . Daher gilt:
Zn k>n

lim u, = lim s, = lim s, = lim a,.

n—o00 n—oo n—oo n—o00

Es gelte a, — ¢ € R. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n € N, so daB
c—e<am<c+e firallem>=n, méeN.

Dannist ¢ —¢ < um < sm < c+ ¢ fiir alle m > n und folglich ist lim w, =
n—oo

lim s, =c.

n—oo

Bezeichnung 2.7.18

Fiir eine nach oben unbeschrinkte Folge setzt man

lim sup a,, := oo.

n—oo

Fiir eine nach unten unbeschréinkte Folge setzt man

liminf a,, := —o0.
n—oo

Bemerkung. Fiir jede Folge (an)n gilt also

1. liminfa, < limsupan,
n—oo n—oo

2. limsuplan|:=00 <  (an)n ist unbeschrinkt.

n— o0

Bemerkung 2.7.19 Es sei (ay) eine nach oben beschrinkte Folge in R. Dann gilt:

limsupa, = —c0 <& lim a, = —c0.
n— oo n—oo

Dann gilt auch liminf a,, = —c0.

n—o00

Aus Satz 2.7.17 und Bemerkung 2.7.19 folgt:
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Feststellung 2.7.20 Fir jede Folge (an)n in R gilt:

liminf a,, = limsupa, < lim a, € R existiert.

n— oo n— o0 n— oo

Dann ist lim a, = limsup a,,.
n—oo n—oo

Beweis der Bemerkung 2.7.19.

=+ pa

an < SUp aip = Sp,
k>n

ist, folgt aus s, — —o0, daB a, — —oc.

Wenn a,, — —oo, dann gibt es zu jedem K > 0 ein n € N, so daB fiir alle m € N aus
m = n stets

am < —K
folgt. Also ist fiir m > n stets

Sm = sup ar < — K
k>m

und folglich s, — —o0.

Satz 2.7.21 (Obere Hiufungswert)
Es sei (an) eine nach oben beschrinkte Folge in R.

Wenn limsup a, > —oo ist, dann ist imsup a,, der grifite Hiufungswert der Folge (an)n -

n—oo n—oo

Bemerkung. Dieser Satz wird in vielen Lehrbiichern als Definition des Limes Superior
verwendet:

1. Wenn eine nach oben beschrinkte Folge (an)n einen Hdiufungswert hat, dann hat

sie einen griofsten Haufungswert und dieser ist gleich lim sup a,.
n—0o0
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2. Der obige Satz gibt eine Verschiarfung des Satzes von Bolzano-Weierstraf: Eine
nach oben beschrinkte Folge (an)n strebt entweder gegen —oo oder sie enthilt eine
Teilfolge, die gegen den grofiten Hiufungswert der Folge (an)n konvergiert.

Beweis. 1. Man setze s, := sup{ax}. Es sei s = lim s, = limsupa, > —oo. Wir bilden

k>n n—0o0 n— o0
rekursiv eine Teilfolge (an, )ren mit folgender Eigenschaft:

Snp+l — < gy < Snptl fir k € Np. (*)

ng +1

Startwert: | Es sei ng = 0.
Es seien bereits ngp < n1 < --- < ng in N so konstruiert, daB (x) fiir

k = 0,...,k — 1 gilt. Nach Definition von s,, gibt es ein kleinste natiirliche Zahl
nk+1 € N, ngy1 = ng + 1, so daB (x) fiir k gilt.

Da i — 0, konvergiert die Teilfolge (an, )r gegen s = lim sy,.

n—oo

2. Wenn (an, ) eine konvergente Teilfolge ist, so gilt

Qny, < SUP Gm = Sny,.
m>ng

Feststellung 2.7.22 ( Limes superior ist subadditiv)

Es seien (an)n und (bn)n nach oben beschrinkte Folgen in R und ¢ > 0. Dann gilt:
1. limsup(a, + by) < limsup a,, + lim sup by, .

2. limsup(can) = ¢ limsup an,.

n— oo n—oo



2.8 Gleichmiflige Konvergenz
2.8.1 Funktionenfolgen

Bezeichnung 2.8.1 (Menge von Funktionen)

Fiir eine Menge M bezeichne F(M) = F(M,R) die Menge aller Funktionen von M nach
R.

Definition 2.8.2 (Folge von Funktionen)
Eine Abbildung

f:N—F(M)
heifit Folge von Funktionen oder Funktionenfolge.

Die Abbildungswerte fn := f(n) heiffen Folgenglieder, und man schreibt
(fn)n = (fn)neN = f.

Bemerkung. Wenn (f,), eine Folge von Funktionen in F(M) ist, so bilden fiir jedes
x € M die Funktionswerte eine Folge (fn(z))n reeller Zahlen.

Definition 2.8.3 (Punktweise Konvergenze)

Eine Funktionenfolge (fn) in F(M) konvergiert punktweise auf M gegen f € F(M),
falls fir alle v € M

Tim fa(@) = f(2).

Das heifit:

Ve € M Ve >0 3ng € NVn > ng |fn(z) — f(2)] < e.

Bemerkung. Wenn eine Funktionenfolge (fn)» fiir alle x € M einen Grenzwert in R
hat, so definiert dies eine Funktion f : M — R durch

f(a) = lim f.().

Die Folge (fn)n konvergiert punktweise gegen f.
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Beispiele 2.8.4 Man zeichne die Graphen der folgenden Funktionen:

1. Fiir die Folge (fn)n von Funktionen auf dem Intervall [0, 1] mit f,(z) := 2™, z € [0, 1]

gilt
. _ [ 0 firzel0,1),
nlirr;ofn(x) - { 1 firz=1.
2. Fiir die Folge (gn)n mit gn(z) = —— (z € R), gilt
. ge (gn)n gn '—1+n|x|7 ) 8
1 fir z > 0,
lim gn(z) =4 0 fir x = 0,
e -1 furx <0.
nr fir z € [0, 1],
3. hn(z)={ 2—nz firze(L,2], = lim hn(z)=0.
0 fir z € (2,1].

Bemerkung. Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften der Glieder einer konvergen-
ten Funktionenfolge sich auf die Grenzfunktion iibertragen.

Die Beispiele (1.) und (2.) zeigen, dafl bei punktweiser Konvergenz die Stetigkeit sich
nicht auf die Grenzfunktion vererbt.

Wir miissen den Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen verschérfen, um aus Eigenschaf-
ten der Folgenglieder auf entsprechende Eigenschaften der Grenzfunktion schliefen zu
konnen.

Im Beispiel (3.) konvergiert die Folge (hy, )» zwar punktweise gegen die konstante Funktion
0, aber die h,, sind offensichtlich keine gute Approximation der Grenzfunktion.

Noch krasser ist das Beispiel dp(z) := n hn(z).

Definition 2.8.5 (Gleichmiflige Konvergenz)

Eine Funktionenfolge (fn) in F(M) konvergiert gleichmdfig auf M gegen eine Grenz-
funktion f € F(M), falls es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, so daf8 fiir alle n € N und
fiir alle x € M aus n > ng stets

[fn(z) — f(2)] <e



folgt. In Zeichen:

Ve>03no e NVn>no Ve e M : |fu(z) — f(z)] <e.

Bemerkung Man vergleiche dies mit der punktweisen Konvergenz:

Ve e MVe>03no e NVn>no : |fulz) — f(z)] <e.

Satz 2.8.6 (Stetigkeit der Grenzfunktion)

Fiir ein Intervall I C R konvergiere die Funktionenfolge (fn) in F(I) gleichmdfig auf
I gegen f € F(I). Sind alle f. in einem Punkt a € I stetig, so gilt dies auch fir die
Grenzfunktion f.

Bemerkung. Der Satz gilt entsprechend auch fiir die rechts- bzw. linksseitige Stetigkeit
in xg.

Beweis (Stetigkeit der Grenzfunktion).

Es sei € > 0. Da die Folge (fn)n gleichmaBig gegen die Grenzfunktion f konvergiert, gibt es
ein no € N, so daB fiir alle n > ng und fiir alle x € M

|fn(x) = f(z)| <€

ist. Da fn, in zo stetig ist, gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes © € M aus |z — zo| < § stets

[fno (@) = fro (0)| <€

folgt. Dann gilt fiir x € M mit |z — 20| <4
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Bezeichnung 2.8.7 Die Menge der beschrinkten Funktionen auf einer Menge M wird
mit

B(M):={f € F(M) | f beschrinkt}

bezeichnet

Definition 2.8.8 (Norm einer Funktion)

Es sei M eine Menge. Die Norm einer beschrinkten Funktion f: M — R wird definiert
durch

I£Il:= sup |f(z)] := sup{[f(z)| | x € M}.
xeM

Feststellung 2.8.9 Die Norm

Il : B(M) — R
hat die folgenden Figenschaften:
Fir f, g € B(M) und o € R gilt:

1. ||fll =20, und ||f|| = 0 genau dann, wenn f =0,
2. Nafll = [l £l

N+ gll < IfI+ gl

4- gl < I Ngll-

Feststellung 2.8.10 Fs sei f € F(M). Fine Funktionenfolge (fn) in F(M) konvergiert
genau dann gleichmdf$ig gegen f, wenn gilt:

i [|fa — | = 0.

Beweis.



Die Folge (f»)n konvergiere gleichmiBig gegen f. Es gibt also zu ¢ > 0 ein ng € N,
so daB

|fn(z) — f(x)] < e fiir alle n > no.
Nach Definition der Norm folgt fiir alle n > no:

[fn = Il = sup |fu(z) — f(z)] <e.
xeM

Es gelte lim ||f, — f|| = 0. Dann gibt es zu € > 0 ein ng € N, so daB aus n > no
n—oo
stets || fr. — f]| < € folgt. Also gilt fiir n > no und alle z € M:

|fr(@) = f@)| < Ifn = fll <e.

Satz 2.8.11 (Cauchykriterium)

Eine Funktionenfolge (fn) in F(M) konvergiert genau dann gleichmiffig auf M, wenn
gilt:

Ve >03Ingo e NVn,m =no @ ||fn— fmll <e.

Bemerkung. Aus dem Cauchykriterium folgt das Majorantenkriterium 3.2.25 fiir
gleichméflige Konvergenz von Reihen von Funktionen.

Beweis.

Die Folge (fn)n konvergiere gleichmiBig gegen f. Es gibt also zu ¢ > 0 ein ng € N,
so daB

|fr(z) — f(z)] < e firalle n > ne.
Nach Definition der Norm folgt fiir alle n, m > ng:
[ fn = fll = sup |fu(z) — f(z)| <&,
xeM
o= foll < W fn = FI+1f = fll < 26

76

Wenn || fn — fm]| < ¢ fiir alle m, n > nyg ist, dann folgt fiir alle x € M:

|fn(2) = fm (@) < [l fn = fll <&

Daher ist (fn(x))n eine Cauchyfolge in R und es gibt eine Grenzfunktion f € F(M).
Nun folgt fiir n > no

[ful@) = f(@)] = lim_|fa(2) = fn(2)] <.

2.8.2 Regelfunktionen

Wir stellen fiir die Integrationstheorie eine Klasse von reellen Funktionen bereit, die
sogenannten Regelfunktionen.

Zu den Regelfunktionen gehoren die Treppenfunktionen und die stiickweise stetigen Funk-
tionen:

Definition 2.8.12 (Treppenfunktion)

Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Eine Funktion f : [a,b] — R heif$t eine Treppen-
Sfunktion, wenn es endlich viele Punkte a = ¢ < ci1,--- < ¢ = b so gibt, daf$ fir
k=1,...,k die Finschrinkung f|(c ) konstant ist.

k—1,Ckr

Bemerkung. Die Treppenfunktion f ist also auf den offenenen Intervallen (c.—1,cx)
konstant. Die Werte in den Teilpunkten ¢, unterliegen keiner Beschréankung.

Definition 2.8.13 (Stiickweise stetige Funktion)

Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Fine Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise
stetig, wenn es endlich viele Punkte a = co < c1,-- < ¢, = b so ¢ibt, daf$ firk =1,...,k
die Finschrinkung f|(c ) stetig ist und in den Endpunkten einseitige Grenzwerte
in R:

k—1,Ck

fleia) = lim f(@) baw. flex) = lim f(2)

zleg—1

hat.



Bemerkung. Die stiickweise stetige Funktion f ist also auf den offenenen Interval-
len (cx—1,cx) stetig und hat eine stetige Fortsetzung auf die abgeschlossenen Intervalle
[er—1,cCx].

Es gibt keine Vorschrift fiir die Werte in den Teilpunkten c.

Eine stiickweise stetige Funktion ist beschrankt.

Definition 2.8.14 (Regelfunktion)
Es sei I C R ein Intervall mit Anfangpunkt a € R und Endpunkt b € R. Fine Funktione
f I — R heifit eine Regelfunktion, wenn folgendes gilt:
1. Fiir jeden inneren Punkt = € (a,b) existieren in R der linksseitige Grenzwert f(z™)
und der rechsseitige Grenzwert f(x™).

2. Wenn der Anfangspunkt a € I liegt, so existiert der rechtseitige Grenzwert f(a™) €
R.

3. Wenn der Endpunkt b € I liegt, so existiert der linksseitige Grenzwert f(b~) € R.

Die Menge der Regelfunktionen auf I wird mit R(I) = R(I,R) bezeichnet.

Bemerkung Die Definition der Regelfunktion macht keine Vorschrift tiber die Lage von
f(x) zu den einseitigen Grenzwerten f(z") und f(z~) im selben Punkt.

Beispiele 2.8.15 (Regelfunktionen)

Beispiele von Regelfunktionen sind:

1. Treppenfunktionen (vgl. Definition 2.8.12),

2. stiickweise stetige Funktionen (vgl Definition 2.8.13),
3. monotone Funktionen (vgl. Beispiel 2.3.30 (3.)) ,
4

. Maximum, Summe, Produkt, und Quotient von Regelfunktionen:

Die Rechenregeln 2.3.24 fiir stetige Funktionen gelten sinngeméf fiir Regelfunktio-
nen.

(s

5. die Stammbriiche-Funktion (vgl. Beispiel 2.3.33)

Dagegen ist die Wackelfunktion (vgl. Beispiel 2.3.30 (5.)) keine Regelfunktion, da
fiir die Wackelfunktion in x = 0 die einseitigen Grenzwerte nicht existieren.

Feststellung 2.8.16 (Grenzwert von Regelfunktionen) FEs seien I C R ein Inter-
vall und (fn)n eine Folge von Regelfunktionen auf I , die gleichmdfig auf I gegen eine
Funktion f: I — R konvergiert.

Dann ist die Grenzfunktion f eine Regelfunktion.

Beweis. Die Feststellung folgt unmittelbar aus Satz 2.8.6

Satz 2.8.17 (Approximation fiir Regelfunktionen)
Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall. Fiir eine Funktion f : [a,b] — R sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Regelfunktion.

2. FEs gibt eine Folge von Treppenfunktionen t, : [a,b] — R die gleichmdflig gegen f

konvergiert:

[tn — Il = 0.

Korollar 2.8.18 (Beschrinktheit von Regelfunktionen) FEine Regelfunktion auf
einem kompakten Intervall ist beschrinkt.

Ubungsaufgabe. Man beweise die Ausage des des Korollars unabhiingig, indem man
die Beweismethode des Lemmas 2.6.2 anpafit. Man vgl. dazu auch den Beweis von Satz
2.6.9.

Beweis. | 2=1:| Klar nach Feststellung 2.8.16

[1=2:] Zu n € N bilde man die Menge

A, :={c € [a,b] | ex. Treppenfunktion ¢ : [a,c] — R
mit [t(z) — f(z)| < L fiirz € [a,q] } .



Behauptung: a € A, und zo :=sup A, € A,.

Esist a € A,. Sei also a < xo. Da f Regelfunktion und z¢o = sup A, ist, gibtesc € A,
mit a < ¢ < xo, so daB

|f(z) = flzg)| < 5 fire <z < xo.

Man wihle eine Treppenfunktion ¢ : [a,c] — R und setze ¢ zu einer Treppenfunktion
t: [a,z0] — R fort:

) t(x) fir z € [a, ],
t(z) =1 flzg) fiir z € (¢, o),
f(zo) fiir z = o,

Dann gilt |t(z) — f(z)| < L fiir € [a,z0]. Also zo € An.
Annahme: zp:=maxA, <b.
Da f Regelfuntion ist, gibt es d € [a, b] mit 2o < d so, daB

1
(@) = f(z)] < — fiir @ € (w0, d].
Man wahle eine Treppenfunktion ¢ : [a, zo] — R und setze ¢ auf [a, d] fort:
- t(x)
t(x) :=
@={

Dann gilt [t(z)— f(z)| < & fiir z € [a,d]. Also ist d € A,, im Widerspruch zur Annahme.

fiir z € [a, zo],
fiir x € (zo,d].

Also ist A, = [a,b] und es gibt eine Treppenfunktion ¢, : [a,b] — R mit [tn(z) — f(z)| < L
fir z € [a,b)].

Die Folge (tn)n konvergiert gleichmiBig auf [a,b] gegen f.

Bemerkung 2.8.19 (zur Beweismethode von Satz 2.8.17) Die Beweismetho-
de des Approximationssatzes wird haiifiger verwendet. Man spricht von einem
Zusammenhangs-Schluf3:

Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und E eine Eigenschaft, die ein Teilintervall [c,d] C
[a,b] haben kann. Es gelte:
Aus [c,d] und (d,e] haben E, folgt [c, €] hat E.

Man bilde dann A = {c| c € [a,b], [a,c| hat Eigenschaft E}. und zeige:
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1. a € A.
2. supA € A, d.h. max A existiert.
3. Wennc€ A undc#b, so gibt es ein d € (¢,b] mit d € A.

Dann hat [a,b] die Eigenschaft E.

Korollar 2.8.20 (Monotone Aproximation)

Es seien [a,b] ein kompaktes Intervall. und f : [a,b] — R eine Regelfunktion.

1. FEs gibt eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die gleichmdfig auf
[a,b] gegen f konvergiert.
2. Wenn f > 0 ist, gibt es eine monoton wachsende Folge von nichtnegativen Treppen-

funktionen, die gleichmdfig auf [a,b] gegen f konvergiert.

Bemerkung Analog zu 2.8.20 (1.) gibt es eine monoton fallende Folge von Treppen-
funktionen, die gleichmiflig gegen f konvergiert.

Beweis.

1. Es sei (tn)n eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmaBig gegen f konvergiert.
Man bilde zunichst die Treppenfunktion

Un =t = [[tn = f.

Dann gilt u, < f und ||un — f|| < 2||tn — f|| — 0.
Fiir die Treppenfunktionen

Up = max(ui, ..., Un)
gilt dann

un Svp < found o, = fI| < flun = fI| = 0.

2. Wenn f > 0 so bilde man zunichst die Folge (vn)n wie in (1.). Dann leistet w, :=
max(vn, 0) das Gewiinschte.



Bemerkung 2.8.21 Es seien [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine
Regelfunktion. Zu n € N gibt es hichstens endlich viele Punkte {z1,..., 2%, } in denen

_ 1
|f(ae) = fxd)] = =
n
ist.
Feststellung 2.8.22 Fine Regelfunktion hat also héchstens abzdhlbar viele Unstetig-
keitsstellen.
Beweis. Es gibt eine Treppenfunktion ¢, : [a,b] — R mit
[tn(z) — f(z)| < L fir z € [a,b]
" 2n T
In allen Stetigkeitstellen x von t,, ist dann

@) = @) < 1f@) - te)] + i) — )] < -
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3 Integral und Ableitung

3.1 Integral von Regelfunktionen
3.1.1 Definition eines Integrals

Bemerkung.

Mit dem Integral einer Funktion f : I — R auf einem Intervall I wird die Fléche
angegeben, die durch das Intervall I auf der Koordinatenachse und den Graphen von f
begrenzt wird.

Dabei zdahlen Flachen oberhalb der Koordinatenachse positiv und Flachen unterhalb der
Korodinatenachse negativ.

Fiir kompakte Intervallel kann man den Quotienten aus der obigen Fliche und der Linge
|I] des Intervalls als Mittelwert der Funktion f auf dem Intervall I ansehen.

Beispiel aus der Physik:

- Ein Fahrzeug bewegt sich auf einer Geraden wihrend des Zeitintervalls [to, ¢1] mit
der Geschwindigkeit

v [to, t1] — R.
Wenn das Fahrzeug vorwirts fiahrt, ist v(t) > 0.

Wenn das Fahrzeug riickwirts fahrt ist v(¢) < 0.

- Zur Anfangszeit to befinde sich das Fahrzeug auf der Geraden im Ursprung to = 0.
Zur Zeit t € [to,t1] sei das Fahrzeug im Punkte x(t).

- Das Integral der Funktion v iiber das Intervall [to,¢1] ergibt den Standpunkt x(¢1)
des Fahrzeugs zur Zeit ;.

- der Quotient aus dem Integral und der Zeitdifferenz t; — to9 ergibt die mittelere
Geschwindigkeit auf [to, t1].

Bemerkung.

In den Lehrbiichern findet man unterschiedliche Zugédnge zum Integral, die sich, abge-
sehen von den verschiedenen Konstruktionen, darin unterscheiden, wie umfangreich die
Funktionenklassen sind, fiir die ein Integral erklart wird.

Mit wachsender Allgemeinheit aufgezihlt sind dies



stetige Funktionen und ihre Stammfunktionen,
stiickweise stetige Funktionen und ihr Integral,
Regelfunktionen und das Regelintegral,

Riemann-integrierbare Funktionen und das Riemann-Integral (fiir mehrere
Variable in Anlysis IT),

Lebesgue-integrierbare Funktionen und das Lebesgue-Integral (Anlysis
III).

Diese Integralbegriffe ergeben auf den jeweils kleineren Funktionenklassen dasselbe Er-
gebnis.

Bemerkung. Das Ziel der Integraltheorien ist weniger, fiir moglichst wilde Funktionen
ein Integral zu erkldren, sondern zu zeigen, wie sich das Integral mit unterschiedlichen
Konvergenzbegriffen fiir Funktionenfolgen vertrigt.

Eine Folge von Funktionen kann z. B. beschrinkt oder monoton sein und sie kann punkt-
weise oder gleichméfig gegen eine Grenzfunktion konvergieren.

Die folgenden Regeln sollten so allgemein wie mdglich gelten:
1. Der Grenzwert f einer Folge (f,). integrierbarer Funktionen ist wieder eine inte-
grierbare Funktion.
2. Der Grenzwert der Integrale der f, ist das Integral des Grenzwertes f.

Ganz allgemein geht das nicht, aber je weniger restriktiv der Integralbegriff ist, um so
leichter kann man Grenziibergidnge vollziehen und Integrale berechnen.

Bemerkung (Zur Wahl der Integrationstheorie).

In der Analysis I beschrinken wir uns vorerst auf:

kompakte Intervalle als Integrationsbereich.
gleichmiflige Konvergenz als Grenzwertbegriff.

beschrinkte Funktionen als Integranden, genauer eine handliche Teilmen-
ge der beschrinkten Funktionen, die auch die Grenzwerte gleichméBig
konvergenter Funktionenfolgen enthélt:

- Stetige Funktionen reichen fiir viele Anwendungen aus, aber nur ste-
tige Funktionen ist zu eng.
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- Wir wihlen die Regelfunktionen.

- Die Vorteile des Riemann—Integral zeigen sich erst in der Integrati-
onstheorie mehrerer Variabler.

Bemerkung Wir charakterisieren das Integral der Regelfunktionen durch Axiome, die
durch die anschauliche Deutung des Integrals als Fliche nahegelegt werden:

Definition 3.1.1 (Axiome des Regel-Integrals)

Das Regel-Integral ist eine Familie von Abbildungen von den Regelfunktionen in die
reellen Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

1. Zu jedem nichtleeren, kompakten Intervall [a,b] C R, gibt es eine Abbildung, die man
Integral iber [a, b] nennt:

J :R([a,]) — R.
[a,b]

Jeder Funktion f € R([a,b]) wird also eine reelle Zahl zugeordnet, die man das Integral
von f iber [a,b] nennt:

fe | f

[a,0]
2. Dabei sollen die folgenden Regeln gelten:

Intervall-Additivitét: Fira, b, c€ R mit a <b < c und f € R([a,d]) gilt:

Jr+ [ fr=1[+f

[a,b] [b,c] [a,c]
Auf der linken Seite wird die jeweile Einschrinkung f|[a,b] bzw. f|[b, c] integriert.
Monotonie: Fir f, g € R([a,b]) gilt:

f<g =

INE N

[a,b] [a,b]
Eichung: FEs sei c € R. Fir die konstante Funktion ¢ € Rla,b]) gilt:

[ e=c-(b—a).

[a,b]



Sehr suggestiv ist die von von Leibniz eingefithrte Bezeichnung des Integrals mit einer
formalen Variablen z und einem Differential dx. Vorerst ist das Differential nur ein
Symbol.

Bezeichnung 3.1.2 (Differentalschreibweise)

Es seien [a,b] ein nichtleeres Intervall und f € R([a,b]). In Differentialschreibweise be-
zeichnet man das Integral mit:

[/ 15

a,b]

a heifit untere Grenze und b obere Grenze des Integrals.

Bemerkung. In dieser Bezeichnung wirken das Integralzeichen f: und das Differental
dx wie eine 6fflnende und eine schliefende Klammer.

Wie bei einem Summationsindex ist die Bezeichnung der Variablen unwesentlich:

J2 @) de = [} (y)dy.
Bemerkung und Bezeichnung 3.1.3

1. Es seien ¢ < d in I = [a,b]. Wir vereinbaren die Bezeichnung:
e d
/ f(z)dz = —/ f(z)dx.
Jd c
2. Da [ f(x)dx = [ f(x)dex+ [ f(x)dx ist, folgt
/ flx)dz =0.

Bemerkung. Mit Bezeichnung (1.) gilt fiir a < ¢ < b:

f;f(:v) dx + fbc f(z)dz = facf(x) dx
Diese Formel hat eine anschauliche Deutung:

Integriert man entlang des Weges von a nach b und dann zurick von b nach ¢, so erhdlt
man das Integral entlang der Wegstrecke von a nach c.
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Definition 3.1.4 (Stammfunktion)
Es seien I C R ein Intervall f € R(I) und xo € 1. Die Funktion

F:I—->R mit z9x>—>/ f(t)dt
zQ
heifit eine Stammfunktion der Regelfunktion f.

Bemerkung.
1. Das Integral ist durch eine Stammfunktion eindeutig festgelegt. Fiir z,y € [a, b] gilt
Fly) = F(z)= [} f(t)dt — [ f(t)dt = [} f(t)dt.

2. Wir werden spiter sehen, daf3 eine Stammfunktion F' von f in allen Stetigkeits-
punkten x von f differenzierbar ist und dort F'(z) = f(x) gilt ( vgl. Feststellung
3.2.12)). Zu den Stetigkeitspunkten vergleiche Feststellung 2.8.22.

Feststellung 3.1.5 (Lipschitz-Stetigkeit d. Stammfkt.) Fine Stammfunkton F ei-
ner Regelfunktion f € R(I) ist auf jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I Lipschitsste-
tig.

Eine Lipschitzkonstante von F ist M := sup |f(z)|:
z€[a,b]

b
[ r@de] < sup 7@ - al.

z€[a,b]

Beweis. Fiir z,y € [a,b] gilt

F) - Fa) = [ 1w

Es sei etwa z < y. Aus —M < f < M, der Monotonie des Integrals und der Eichungsvor-
schrift folgen:

F(y) — F(x) = /f < My-z)= Mly—zl.

f 2-Mly—=x)=—-Mly— x|



und somit
|F(y) — F(2)| < M|y — z|.

Da die letzte Ungleichung symmetrisch in = und y ist, gilt sie auch im Fall y < .

3.1.2 Integral von Treppenfunktionen

Bemerkung. Wir haben in Definiton 3.1.1 axiomatisch festgelegt, welche Eigenschaften
ein Integral hat und einige Folgerungen aus den Axiomen gezogen. Es ist aber noch
unklar, ob es iiberhaupt ein Integral fiir Regelfunktionen gibt und, falls ja, ob es eindeutig
bestimmt ist.

Wir zeigen zuéichst, dafl das Integral auf den Treppenfunktionen exisitiert und eindeutig
erklart ist.

Bemerkung. Bei der Berechnung des Integral von Treppenfunktionen hilft die folgende
Verschérfung der Eichungsvorschrift:

Lemma 3.1.6 (Eichung des Integrals)
Es sei f € R([a,b]) und f|(a,b) = ¢ konstant. Dann gilt

[ f=c(b-a)

[a,b]

Beweis. Man fixiere ein zo € (a,b). Die Stammfunktion
F: :cr—»/ ft)dt fir z € [a,b].
z0

ist Lipschitz-stetig. Also gilt

x

’ f(t)dt =lime (zo — )

zla

F(a™) = lilm F(z) = lifn

=c(zo—a)

Analog folgt F'(b™) = ¢ (b — x0).

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen, so erhilt man

/ ft)dt = F(b) — F(a) = F(b") — F(a™)

=c(b—mo) —c(xo—a)=c(b—a).

Bemerkung. Wir folgern aus den Axiomen 3.1.1 fiir das Integral eine Formel (x) fiir
das Integral einer Treppenfunktion und zeigen anschlieffend, dafl das Integral durch diese
Formel wohldefiniert und damit eindeutig bestimmt ist.

Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall, mit Teilpunkten a = zo < z1 < ...z, = b, und
t: [a,b] — R eine Treppenfunktion, die auf den Teilintervallen (zy_1,zx) konstant ist:

t|(zp—1,2k) =cr firk=1,...,n.
Nach Korollar 3.1.6 mufl dann gelten:

f tzck(xk—xkfl).
[Zk—1,7K]

Aus der Intervall-Additivitit des Integrals folgt dann

[o-% ]

[a,b] [Zp—1,7k]

n n
ck(mk —l'kfl) (*)
=1 k=1

Bemerkung. Die Darstellung einer Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R durch Angabe von
Teilpunkten a = zg < 1 < -+ < £, = b und der Werte

f\(mkfl,xk) = Cg fﬁr k‘ = 1, cee, N,

t(zg) fir k=0,...,n
ist nicht eindeutig. Man kann z. B. das Intervall durch weitere Teilpunkte unterteilen
und erhéilt eine andere Darstellung der Treppenfunkton ¢.

Wir wollen zeigen, dafl sich das Ergebnis der Formel () von der Darstellung der Trep-
penfunktion unabhéngig ist. D.h. das Integral ist durch die Formel (x) wohldefiniert.




Bezeichnung 3.1.7 (Zerlegungssumimne)
Es sei t : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Wir nennen eine Menge Z von Punkten
a=2x0<x1 <<, =Db eine fiir t zuléssige Zerlegung des Intervalls [a, b], wenn
t|(zp—1,25) =cp firk=1,...,n
konstant ist und bezeichnen das Ergebnis der Formel (x) mit
n
HZ)=1(Z,t) = cklwr —mK1) (%)
k=1
I(Z) = I(Z,t) heiit die Zerlegungssume von t zur Zerlegung Z.

Bemerkung. Wir zeigen schreiben spéter [ ¢ statt I(Z).
[a,b]

Lemma 3.1.8 Fs seit : [a,b] — eine Treppenfunktion. Fir alle fir t zuldssigen Zerle-
gungen Z und Z geben die Zerlegungssummen das gleiche Ergebnis:

I1(2) = 1(Z).

Bemerkung. Wenn Z und Z zuldssige Zerlegungungen sind, so bilde man die Zerlegung
Z U Z, die gerade aus allen Teilpunkten von Z und den Teilpunkten von Z besteht, und
zeige

I(Z2)=1(ZUZ)=1(Z).

Die Zerlegung Z U Z entsteht aus Z, indem man nacheinander die Teilpunkte aus Z \ Z
zu Z hinzufiigt.

Es reicht also zu zeigen, dafl beim Hinzufiigen eines weiteren Teilpunktes sich das Ergebnis
der Formel (%) nicht &ndert.

Dann folgt induktiv 1(Z) = I(Z U Z) und analog I(Z) = I(Z U Z).

Beweis. Es reicht zu zeigen, daB sich die Zerlegungsumme beim Hinzufiigen eines weiteren
Teilpunktes nicht dndert.

Essei Z ={a=x0 <z < - <zp=>} eine fiir ¢t zuldssige Zerlegungen von [a, b] mit

t\(mk_l,a:k) = Ck.-
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Zu einem z* € [a,b] mit ¥ ¢ Z bilde man Z* := Z U {z"}.

Es gibt ein l € {1,...,n}, so daB x;—1 < 2" < 2 ist. Dann folgt

Definition 3.1.9 (Integral von Treppenfunktionen)

Es sei I C R ein kompaktes Intervall. Das Integral einer Treppenfunktiont: I — R defi-
niert man als Zerlegungssumme zu einer zuldssigen Zerlegung Z von I (vgl. Bezeichnung
3.1.7):

Jt:=1(Z,¢).

Satz 3.1.10 (Eigenschaften des Integrals)
Das Integral von Treppenfunktionen erfilt die Regeln

Intervall-Additivitét,
Monotonie,

Eichung,

die in den Axiomen 3.1.1 fiir ein Integral gefordert werden. Es ist durch diese Eigen-
schaften eindeutig bestimmt.

Beweis.



Intervalladditivitidt: Esseiena, b, c € I mita < b < cundt: [a,c] — R eine Regelfunktion.
Man wihle eine fiir ¢ zuldssige Zerlegung Z von [a, ¢], die den Punkt b enthilt. Dann
ist Z1 = Z N [a,b] eine zuldssige Zerlegung von [a,b] und Zy = Z N [b, ¢] eine zulidssige
Zerlegung von [b,c]. Aus der Formel 3.1.7(xx) folgt

Jt+ [t=1(Z1,0)+1(Z2,0)=1(Z,t)= [ .
[a,b] [b,c] la,c]

Monotonie: Zwei Treppenfunktionen haben eine gemeinsame zuldssige Zerlegung des Inter-
valls. Die entsprechenden Zerlegungssummen haben die Monotonie-Eigenschaft.

Eichung: Klar nach Definition.

Eindeutigkeit: Folgt aus der Formel 3.1.7(xx) fiir I(Z,t).

Feststellung 3.1.11 (Linearitét des Integrals)
Das Integral von Treppenfunktionen ist linear:

Fiir Treppenfunktionen ti, to : I — R und A, u € R gilt

f()\h—f—/.ttz):)\fh + ,uftz.
I I I

Beweis. Zu zwei Treppenfunktionen 1,2 auf | gibt es eine gemeinsame zul3ssige Zerlegung
des komapkten Intervalls I. Aus der Formel 3.1.7(%*) folgt

I(Z7 At + /.Ltg) = )\I(Z,tl) + ,uI(Z, tz).
Folglich gilt:

f()\tl-i-utg):)\ftl + Mftz.
I I I

Bemerkung. Aus der Abschitzung
=l < e < Il

der Monotonie und der Eichung des Integrals erhélt man die Abschéitzung des Integrals
durch die Norm des Integranden:
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Feststellung 3.1.12 (Beschriinktheit des Integrals)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fiir das Integral einer Treppenfunktion t :
[a,b] — R gilt:

[t < (b —a) it

Bemerkung. Aus der Normabschitzung des Integrals und der Linearitdt des Inte-
grals erhédlt man fiir die Differenz der Integrale zwei Treppenfunktionen die folgende
Abschétzung

Korollar 3.1.13 (Beschrinktheit des Integrals)

Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fiir das Integral zweier Treppenfunktionen t1,
ts : [a,b] — R gilt:

[ ti= [ tf<O-a)lt - tal.
] [a,b]

[a,b

Bemerkung. Diese Ungleichung hat die Form einer Lipschitz-Bedingung und wird genau
so benutzt, um die Konvergenz von Integralen zu zeigen.

3.1.3 Integral von Regelfunktionen

Feststellung 3.1.14 FEs seien I ein kompaktes Intervall und f € R(I). Fiir jede Folge
(tn)n von Treppenfunktionen auf I, die gleichmdflig auf I gegen f konvergiert, existiert
der Grenzwert

lim f[ tn.

n— oo

Dieser Grenzwert hdngt nicht von der Wahl der approximierenden Folge ab.

Beweis. Da die Folge (t, ) gleichmiBig auf I gegen f konvergiert, gilt das Cauchy-Kriterium
2.8.11

Ve>03ng e NVn,m 2no : ||fa— [l <e.



Nach Korollar 3.1.13 gilt

jt-]tm(

[a,b]

(b—a) [[tn — tm]|.

Also ist auch die Folge ( I tn)n der Integrale eine Cauchyfolge und somit konvergent.

Nach dem ReiBverschluBprinzip konvergiert fiir jede andere Folge (£,)» von Treppenfunk-
tionen, die gleichmaBig gegen f konvergiert, die Folge ( Ik fn)n der Integrale gegen den
b]

gleichen Grenzwert.

Bemerkung. Nach Satz 2.8.17 gibt es zu jeder Regelfunktion f auf einem kompakten
Intervall eine Folge (¢n)n von Treppenfunktionen, die gleichméBig gegen f konvergiert.
Nach Feststellung 3.1.14 konvergiert die Folge ( [ ¢n)n

[a,b]
wert, der unabhéngig von der gewéhlten Folge von Treppenfunktionen ist.

der Integrale gegen einen Grenz-

Wir definieren diesen Grenzwert als Integral von f:

Definition 3.1.15 (Integral fiir Regelfunktionen)

Es sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Man erklirt das Integral von f als Grenzwert
der Integrale einer Folge (tn)n von Treppenfunktionen, die auf [a,b] gleichmdifig gegen f
konvergiert:

J f:=lm [ t,.

[a,b] "% a,b]

Satz 3.1.16 (Eigenschaften des Regel-Integrals)

1. Das Integral 3.1.15 erfillt die Aziome 3.1.1

Intervall-Additivitit,
Monotonie,

Eichung.

Es ist durch diese Axiome eindeutig bestimmit.

2. Das Integral ist linear: Fir Regelfunktionen f, g auf einem kompakten Intervall I
und A, p € R gilt

.If(Aerug):AIff + u_Ifg-

3. Das Integral ist beschrdinkt: Fir eine Regelfunktion f auf einem kompakten Inter-
vall gilt:

Uf! (b—a)[l£1-

Beweis.

1. Inervall-Additivitat: iibertrdgt sich von den Treppenfunktionen (vgl. Satz 3.1.10) un-
mittelbar auf die Grenzwerte.

Monotonie: Es seien f, g Regelfunktionen auf [a,b] und es gelte f < g. Nach Korollar
2.8.20 gibt es eine monoton wachsende Folge (sy)n, die gleichmiBig gegen f
konvergiert und eine monoton fallende Folge (¢,)» von Treppenfunktionen, die
gleichmaBig gegen g konvergiert.

Dann ist s, < f < g < ¢, und folglich

J f= lim fsn <=lim [ t,= [ g

[a,b] R "% a,b] [a,?]

Eichung: Die Eichung gilt fiir Treppenfunktionen.

Eindeutigkeit: Es gibt eine monoton wachsende Folge (s,)» und eine monoton fallende
Folge (t»)n von Treppenfunktionen, die gleichm&Big gegen f konvergieren. Aus
der Monotonie des Integrals folgt nun die Eindeutigkeit.

2. Die Linearitat des Integrals von Treppenfunktionen iibertrdgt sich unmittelbar auf die
Grenzwerte (vgl. 3.1.11)

3. Die Beschranktheit des Integrals von Treppenfunktionen iibertragt sich unmittelbar auf
die Grenzwerte. (vgl. 3.1.12)

Korollar 3.1.17 (Beschrinktheit des Integrals)
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1. Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fir das Integral zweier Regelfunktionen
[ 9 € R(la, b)) gilt:

I g <@=a)lf-gl.

[a,b]

J =
[a,b]
2. Konvergiert eine Funktionenfolge (frn)n in R([a,b]) gleichmifig auf [a,b] gegen f,

dann ist f € R([a,b]) und es gilt

J f= [ lim fo=1lm [ f.
[a,b]

[a,b] n—oo 7L~>oo a,b]

Bemerkung 3.1.18 (Endlich viele Punkte)

1. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R, die nur in endlich vielen Punkten einen Wert ungleich
Null hat, ist eine Treppenfunktion mit | ¢ = 0.

[a,b]
2. Es sei f € R([a,b]). Andert man f in endlich vielen Punkten beliebig ab, so dndert
sich der Wert des Integrals nicht:

[(f+o) [ f

[a,b] [a,b]

Bemerkung. Unter einer Tranlation versteht man die Abbildung
Roz—z+e,

wobei ¢ € R eine Konstante ist.

An der Eichungsformel 3.1.6 sicht man, daf3 das Integral einer Treppenfunktion invariant
unter Tranlationen ist. Dies iibertrigt sich dann auf Regelfunktionen:

Bemerkung 3.1.19 (Translationsinvarianz)

Das Integral ist translationsinvariant. Fiir f € R([a,b]) und ¢ € R gilt:

/abf(x)dx—/al_:cf(xc)dx
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Bemerkung. Eine affine Funktion hat die Form
R 3 z — cr + dmit Konstanten c,d € R.

Die folgende Transformationsformel ist ein Spezialfall der Substitutionsformel 3.1.47
fiir Integrale.

Lemma 3.1.20 (Affine Transformationen)

Gegeben sei eine affine Funktion g : x — cx +d, x € R mit Konstanten ¢, d € R, ¢ # 0,
ein kompaktes Intervall I und J = g(I). Fir f € R(J) gilt:

[ f=lel [fog.
(D) 1

Man beachte, dafy auf der rechten Seite der Betrag von c steht. Ist I = [a,b] so lautet die
Formel in Differential-Schreibweise:

g(b)
/ dy—/ f(g -cdz.
g(a)

Beweis. Es reicht die Transformationsformel fiir Treppenfunktionen zu zeigen. Durch Grenz-
wertbildung folgt sie dann fiir Regelfunktionen.

Wegen der Intervall-Additivitat des Integrals reicht es, die Formel fiir konstante Funktionen
f = K zu zeigen.

Es sei I = [a, b].
Wir betrachten zunichst den Fall ¢ > 0. Dann ist g(a)

J f=K(gb)—g(a) =Kecb—a)=c [ fog.

g(I) [a,b]

< g(b) und es gilt

Im Falle ¢ < 0 ist g(a) > g(b) und es gilt

[ f=K(g(a) —g(b)) =Kc(a—b)=—c [ fog.

g(I) la,b]




3.1.4 Integration stetiger Funktionen

Bemerkung. Wir bringen hier nur ganz wenige Beispiele von Integralen elementarer
Funktionen. Leichter berechnet man diese Integrale spiter mit den folgenden Hilfmitteln:

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
e Partielle Integration 3.1.34

e Substitution 3.1.47

e Integration der Umkehrfunktion 3.1.37

Beispiele 3.1.21

T ZE2
/ €dé =~ firz eR.
o 2

Bemerkung. Die zu berechnende Fliche ist ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck
2
mit Katheten der Lange |z|. Aus der Geometrie weifl man, dafl die Dreiecksfliche %- ist.

Beweis. Wihle die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, z] in n Teile, (n € N):

kx

T
Z={0=2o<m1==—<..0p,=— < - <zp=2x}
n n

und approximiere die Funktion f(£) = £ durch die Treppenfunktion

pae [ B firge (B5R B,
" 0 fiiré=0.

Die Folge (tn)n konvergiert gleichmiBig gegen f und somit gilt:

. ~kraz 2’ nn+1l) R
./0 tn(&)dﬁ—ZWE——T—)?—/O f(§) dg.

Bemerkung. Fiir eine stetige Funktion kann man leicht approximierende Treppenfunk-
tionen angeben:
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Bezeichnung 3.1.22
Es sei f : [a,b] — R stetig. Zu einer Zerlegung des Intervalls [a, b]

Z={a=zo<z1 <<z = b}
und einer Menge = von Stiitzstellen
=2={&,...

bildet man die Treppenfunktion

>§k} mit &, € [ac,,,h:c},] fir x=1,...,k,

N f(&r) fiirz € (2m1,25), (x=1,...,k),
t<f’Z":> :C'_){ f(x%) fﬁrx:x%, (%:0,,k)

Bezeichnung 3.1.23 (Feinheit einer Zerlegung)
Wenn Z = {a =0 < -+ < zx = b} eine Zerlegung ist, so heifit heiit das Maximum der

Léngen der Teilintervalle [z.._1, x| die Feinheit der Zerlegung. Die Feinheit wird mit

d(Z) = max (T, — Tw—1)

x=1,...,k
bezeichnet.
Bemerkung. Wenn Z = {a = zo < 1 < -+ < z = b} eine Zerlegung ist, so nennen

wir eine Menge von Stiitzstellen E = {&1,...,&,} zulissig, wenn &, € [2.—1, 2] fir
w=1,... k ist.

Satz 3.1.24 (Approximierende Treppenunktion)

Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein & > 0, so daf fiir jede
Zerlegung Z von [a,b] der Feinheit

d(Z) <6

und jede zulissige Wahl von Stiitzstellen = der Abstand von f zu der Treppenfunktion
t(s,z,=z) kleiner als ¢ ist:

If =t zell<e



Beweis. Nach Satz 2.6.9 ist f gleichmaBig stetig:
Ve>036 >0Va,y €[a,b] : |[z—y|<d=|f(x)— fly)] <e.

Fiir eine Zerlegung Z mit d(Z) < § und jede zuldssige Menge von Stiitzpunkten gilt dann

@) = taz @l ={ @ TIEN BrE ey, G bl

und somit

If =tz <e

Bezeichnung 3.1.25 Es sei f : [a,b] — R eine Funktion. Zu einer Zerlegung des Inter-
valls [a, b]

Z={a=zo<x1 < <x) =b}
und einer Menge = von zuldssigen Stiitzstellen
=={,...

bildet man die Riemansche Summe:

L€k} mit & € [T, @] fiir e =1,.. .k,

k
S(£,2,2,) = S(2,2) =Y (&) (3 — ws1)
x=1
BERNHARDT RIEMANN, 1826-1866

Bemerkung. Eine Riemannsche Summe ist eine endliche Summe, zu deren Berechnung
man nur endlich viele Funktionswerte des Integranden brauch.

Satz 3.1.26 (Konvergenz der Riemann-Summen)

Es sei f : [a,b] — R stetig.. Fiir jede Folge (Zn)n von Zerlegungen des Intervalls [a, b],
deren Feinheit gegen Null strebt:

d(Z”) - 0)

und jede zuldssige Wahl von Stitzpunkten =, , (n € N), konvergieren die Riemanschen
Summen: gegen das Integral von f:

lim S(f,Zn,En)= [ f

n—o0 [a,b]

Beispiele 3.1.27
Teile:

1. Man wihle die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0,z] in n

kx

Z={0=x0<x1 = ..xk:7<~~-<xn:a:}

318
74\

und zeige

2. Man wihle die Einteilung von [1, z] mit geometrischer Progression ¢ := ’\1/;:

1=¢"<q<@<---<q¢"=z

und zeige
e 1 3
| =36 -,
1 3

3. Mit Hilfe der obigen Einteilung mit geometrischer Progression zeige man

v 1
gde=1-1.

Beweis. 1. Wahlt man die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, z] in n Teile, n € N, und
&k = xy, so lauten die Riemann-Summen:

3

k2o 2 & kQ_x3 nn+1)2n+1) zf
L) ammir st e
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2. W3hlt man eine Einteilung von [1, 2] mit geometrischer Progression ¢ := x= so erhilt
man die Teil- und Stiitzpunkte

1=¢"<qg<qd’ < ---<q"==x

und die Riemann-Summen

n—1 n—1

3n
2k k+1 ky 3k ¢ —1
ST ) =@-1) q =11
k=0 k=0
q—1 3 1 3 1 3
- )= (P —1) = = (* - 1).
L@ )= e @ ) @ )

3. Fiir die Teil- und Stiitzpunkte
1:q0<q<q2<--~<q =z

erhilt man die Riemann-Summen

n

|
—_
3

|
=

1 k1 1 1

— _ —g(1— = =
2 (q 7") = q( q)kZ:qu
11—

3.1.5 Logarithmus als Stammfunktion

Bemerkung. Wir untersuchen die Stammfunktion

(0, 0) 99:&/15*%15.
1

und zeigen, dafl L(z) = log z der natiirliche Logarithmus ist.
Die Bezeichnung L verwenden wir nur im Beweis des folgenden Satzes.

Zur Identifizierung L = log benotigen wir eine Charakterisierung der Exponentialfunkti-
on.
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Bemerkung 3.1.28 (Funktionalgleichung)
Es sei E : R — (0, 00) stetig und es gelte

E(s+t)=E(s)- E(t) fiirs,teR.

und E(1) = e. Dann gilt E(z) = € fiir z € R.

Beweis. Induktiv folgt
E(n)=¢€" firneN.
Weiterhin folgt aus der Funktionalgleichung
E(0)=1 und E(-n)=e " firnel
Aus der Eindeutigkeit der n-ten Wurzel folgt
E(%):e% firm € Z und n € N.

Da FE stetig ist, folgt mit 2.4.17, daB E(t) = €' fiir t € R.

Satz 3.1.29 (Logarithmus) Es gilt

/f%:logm.

Das Integral (der Logarithmus) hat die folgenden Eigenschaften:

1. log1 =0 und = — logx ist streng monoton wachsend.
2. log(zy) = logz + logy

3. ””7_1<logw<w—1fdr0<x<oo,:r7é1

4. loge =1

5. zlin;o logx = o0 und ili?% logx = —o0.

6.

Die Umkehrfunktion zu x +— logz ist die Exponentialfunktion R 3t — e'.

Beweis. Wir bezeichnen das Integral mit L(z) = [;" ¢ 'd¢.



1. esist L(1) = 0. Da der Integrand streng positiv ist, ist L streng monoton wachsend. 5. Da L monoton wachsend ist, gilt L(2) > L(1) =0 und

2. Nach der Transformationsformel 3.1.20 gilt mit der affinen Transformation g : { — n = lim L(z) = lim L(2") lim nL(2) = co.
iﬂé-, (37 > 0) r— 00 n— oo n— 00
oo v v und analog lim L(z) = lim_ L(i") = —co.
/m ndn :/1 (x€) " wdg :/1 ¢ de=L(y) also ist das Bild L((0, c0)) = R.

6. Es gibt die stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion E : R — (0, 00) von L.

Hiermit folgt: Aus (4.) folgt E(1) = e und aus (2.) folgt
zy
L(xy) = / (n)_ld'r] E(S + t) = E(S) . E(t) fur s, t € R.
1
S S Also gilt nach Bemerkung 3.1.28 E(t) = €’ fiir t € R und somit nach Definition 2.5.21
:/ Ui d77+/ n dn L(z) = logx fiir z € (0, 00).
1 x
= L(x) + L(y). . .
3.1.6 Riemannsche Summen von Regelfunktionen
Bemerkung. Die Riemannschen Summen S(f, Z,E) approximieren auch das Integral
3. Firz > 1gilt einer Regelfunktion f.
z ® Die Riemannschen Summen von Regelfunktionen werden vorwiegend dazu verwendet,
L(z) = / e lde < / 1dé =z — 1. gewisse Eigenschaften endlicher Summen auf Integrale zu {ibertragen.
1 1

Fir 0 <z <1 gilt
. . Lemma 3.1.30 Es seit: [a,b] — R eine Treppenfunktion. Dann gibt es zu jedem & > 0
—L(z) = / £ lde > / 1de =1 a. ein & > 0, so dafs fiir jede Zerlegung
x x Z:{a:x0<...<xk:b}

Alsogilt L(z) <z —1fur0 <z < oo, x # 1.
gilt L(z) # von [a,b] der Feinheit

Dann folgt
d(Z) < §
L@ =L)<tz t )
T T B xz und jede Wahl von Stiitzstellen
4. Da die Stammfunktion L stetig ist, folgt aus (3.) E={&,..., &} mit & € [Tno1,x] flirx=1,...k,
1 die Riemannsche Summe S(t,Z,Z) das Integral mit einem Fehler, der kleiner als eist,
! —n(1+z)_1 <nL(1—|—l) <n((1+l)—l)—1 approzimiert:
1+ "L o n’ S n - PP '
| St,2,2) — [t]<e.
Also ist L(e) = lim L((1+4 £)") = lim (nL(1+ 1)) =1. [a,b]

n—o0 n—oo
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Beweis. Zu der Treppenfunktion ¢ # 0 gibt es eine Zerlegung
7 ={a=z <<z =b},
so daB t|(z5_1, 2x) = cx konstant ist. Man setze

€
0= —— .
AL+ D)1

Es sei nun
Z={a=1z0< - <axp=0b}

eine Zerlegung. Durch Induktion {iber die Anzahl [ der Teilpunkte zeigt man: Es gibt héchstens
2(l 4 1) abgeschlossene Teilintervalle [z,.—1, z.], die einen der Punkte z} enthalten. Es sei

M :={s|xe{l,....k}, I2} € [To1,Tx] }
und
N:={1,...,k}\ N.
Wenn die Feinheit d(Z) < ¢, dann folgt fiir jede zuldssige Wahl von Stiitzstellen = =
{61, &}

S, Z,2)— [t
[a,b]

S (fE) @) = [ 1)

xEM [@s—1,25]

+ 3 (fed@emaa) = [ 1)

»eN [Zoe—1,25]

S (fE)@a—zamr) = [ t)

xEM [5—1,25]

Man beachte, daB die Summanden fiir 2 € N verschwinden, da f’[x%_l,x%} konstant ist.
Folglich gilt

|St,Z,2) — [t] < 20+1)2|t]|d=c¢.
[a,b]

91

Satz 3.1.31 (Aproximation durch Riemann-Summen) FEs sei f € R([a,b]). Dann
gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so daf fir jede Zerlegung

Z={a=z9< <z =0b}
von [a,b] der Feinheit
d(Z) <6
und jede Wahl von Stiitzstellen
E={&,...,&} mit & € [xa1,xs] fiir x=1,...,k,

die Riemannsche Summe S(t,Z,Z) das Integral mit einem Fehler, der kleiner als eist,
approrimaiert:

| S(£,2,5) = [ f|<e.
[a.b]

Beweis. Zu der Regelfunktion f € R([a,b]) gibt es eine Treppenfunktion ¢, so daB auf [a, b]
gilt:

_c
(b—a)

Zu t gibt es nach Lemma 3.1.30 ein § > 0, so daB fiir jede Zerlegung Z der Feinheit d(Z) < ¢
und jede zuldssige Wahl von Stiitzstellen E stets

If =t <

| S(t,2,8) — [t]|<e.
[a.b]

ist. Dann folgt

|S(f.2,2) — [ f]

[a,b]
< |S((f—1),2,5)
+|8t,22) — [t|+] [(t—f)]<3e
[a,b] [a,b]




Korollar 3.1.32 (Konvergenz der Riemann-Summen) FEs sei f € R([a,b]). Fir
jede Folge (Z,)n von Zerlegungen des Intervalls [a,b], deren Feinheit gegen Null strebt:

d(Z”) - 0)

und jede zulissige Wahl von Stitzpunkten =Z,, (n € N), konvergieren die Riemannschen
Summen gegen das Integral von f:

lim S(f,Zn,En)= [ f

n— o0 [a,b]

Bemerkung Dagegen approximieren die entsprechenden Treppenfunktionen t(s 7, =)
(Def. 3.1.22) im allgemeinen die Funktion f nicht gleichméBig. In der Li-Norm gilt
aber:

lim |[f —tulls = lim [ |f —tn] =0.
n—oo 7L4>00[a7b]

Konvergenz in der Li-Norm untersuchen wir in Analysis III.

3.1.7 Partielle Integration

Bezeichnung 3.1.33 (Differenz der Randwerte)

Fiir zwei Funktionen F', G : [a,b] — R bezeichne

FG|' = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Satz 3.1.34 (Partielle Integration)
Gegeben seien f, g € R([a,b]) und Stammfunktionen F von f und G von g. Dann gilt

[ Fg=FG|'~ [ fG
[a,b] [a,b]

Bemerkung. Die Formel der partiellen Integration gilt fiir beliebige, fest gewahlte
Stammfunktionen F von f und G von g (vgl. Definition 3.1.4).

Bemerkung.
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1. Es reicht, die partielle Integration fiir Treppenfunktionen zu zeigen. Durch Grenz-
wertbildung folgt sie dann fiir Regelfunktionen.

2. Es sei f eine Treppenfunktion mit Stammfunktion F' und g eine Treppenfunktion
mit Stammfunktion G.

Nach Bemerkung 3.1.18 kann man die Treppenfunktionen f und g in den Sprung-
stellen abéndern, ohne die Stammfunktionen und die Werte der Integrale

/Fg und /gF
[a,b] [a,b]

zu dndern.

Wir konnen fiir den Beweis also ohne Einschrankung annehmen, dafl f rechtsseitig
und g linksseitig stetig ist.

Beweis. Es sei f eine Treppenfunktion mit Stammfunktion F' und g eine Treppenfunktion
mit Stammfunktion G.

Nach der Vorbemerkung kdnnen wir ohne Einschrankung annehmen, daB f rechtsseitig und
g linksseitig stetig ist.

Die Integrale f[u b Fgund f[a b fG approximiert man durch Riemannscher Summen zu Zer-
legungen

Z={a=20< <z =0},

deren Feinheit d(Z) hinreichend klein ist (vgl. Satz 3.1.31).
Man kann die Zerlegungspunkte zugleich als Stiitzpunkte wahlen.
Zu € > 0 gibt es eine § > 0, so daB aus d(Z) < ¢ stets folgt:
| [ Fg=30_ Fl@)g(@.) (1. — ax1)| <€
[a,b]
| [ FG =y f@e)Glan) (o = )| <
[a,b]

Man kann ohne Einschrankung solche Zerlegungen Z wéhlen, auf deren offenenen Teilinter-
vallen f|(z:—1,x.) und g|(z,.—1, ) konstant sind, anderenfalls fiige man die Sprungstellen
von f und g als weitere Zerlegungspunkte hinzu.



Da f rechtsseitig und g linksseitig stetig ist, folgt:

f(@eo1) = f(ffifl)
9(xs) = g(@.),
F(@x) = Ftn) = f(@r1) (0 — 21),
G(@x) = G(@2e-1) = g(250) (Toe — To—1)

B k k—1 -
=Y Fe)Glax) — 3 Flae)Glex)

=FG|) = f(1n1)G(wn1) (w2 — 2 1)

Alsoist [ Fg=FG|'— [ fG.
[a,b] [a,b]

Beispiele 3.1.35 (Integral der Potenzfunktion z")

Wir berechnen induktiv die Stammfunktionen zu den Potenzen z™:

x an+1
n — f.. .
/0 I3 T iir n € Ny
Beweis.

[rae=s
0
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Jrertaa=ene - [Tor e

Daraus folgt

(n+2) /OZ ¢l gg — g2

Bezeichnung. Eine Funktion F' heifit unbestimmtes Integral einer Funktion f, wenn
fiir alle zo, ©1 im Definitionsbereich von F' und f gilt:

[t de = @) - Flao)

Solche unbestimmten Integrale sind nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Man
schreibt abkiirzend

/f(x)dx =F(z)+C.

Es gilt also fiir ein unbestimmtes Integral F' von f:
F() = Flao) + [ £(©)d(©).
zQ

Offensichtlich gilt die Formel der partiellen Integration fiir alle unbestimmten Integrale
F von f und G von g:

| Fg+ | fG=FG|,
[a,b] [a,b]

Beispiel.
n 1 —nt+l e
z "dx = x firn=2,3....
—n+1

Beweis.

1 1
Vgl. Bsp. 3.1.27(3.) —de=1—~.

. T x



Jermas= [femeta
——e - [Tt
Daraus folgt

x
fn/ e ge =1 — g2,
0

Beispiele 3.1.36 [["log&d¢ = zlogz — x.

/1og£-1d§:log(£)£}f—/ %fdﬁ:mlogac—(m—l).
1 1

3.1.8 Integral der Umkehrfunktion

Bemerkung. Man veranschauliche die Aussage des folgenden Satzes und auch den Be-
weis mit einer Zeichnung.

Satz 3.1.37 (Integral der Umkehrfunktion)

1. Es sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend mit Umkehrfunktion g :
[f(a), f(b)] — [a,b]. Dann gilt

b f(b)
/ f(@)de + / o(y) dy = bf(b) — af(a).
a f(a)

2. Wenn f streng monoton fallend ist gilt die obige Formel fiir die Umkehrfunktion g :
[f(b), f(a)]:

I = [ g=0bf(0)—af(a)
@bl OS]
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Beweis. 1: f streng monoton wachsend: Es seien Z = {a = zo < z1...2r = b}, Y :
f(z.), br = 1,...,k). Man erhilt eine Einteilung Z* = {f(a) = yo < y1 < -+ < yp =
f(b)} des Bildes. Man addiere die Riemannschen Summen von f und g:

k

DY S @) (@ = 1) + Y g(y) (Yo — Yom1)

=1

S f@ra) (@ = wr) + 3 @ (f () = Fl@n)

[
N

f(x%)x% - f(mxfl)mufl

1

zr)zkr — f(xo)zo = bf(b) — af(a).

~ XN

Fiir eine Folge Z, von Einteilung von [a, b], deren Feinheit d(Z,) — 0, konvergiert auch die
Feinheit der Bildeinteilung d(Z;;) — 0. So folgt die Formel fiir die Integrale.

2: f streng monoton fallend: Es seien Z = {a = zo < x1...2x = b}, ¥ = f(zx),
(s =1,...,k). Man erhilt eine Einteilung Z* = {f(b) = yx < ys—1 < --- < yo = f(a)}
von [f(b), f(a)]. Man subtrahiere die Riemannschen Summen von f und g:

k k—1
S F @) (@ = Toe1) = D GWk—) Uk—e — Yne(-1))
o k - k
=D f@em) (@ =) + > 9(Y5) (Yo — Y1)

[
N

k
F@sem1) (@ = Toem1) + Y @ (f (@) = f(2-1))

X
Il
—

[
hE

f(‘r%)x% - f(xnfl)xnfl

X
Il
-

=

xk)xe — f(xo)xo = bf(b) —af(a).

Also gilt die behauptete Gleichung (2.).




Beispiele 3.1.38 Fiir n € N gilt: /‘yt% dt = 25 yl"'%_ Bemerkung. Die Exponentialfunktion y +— e¥ ist ein unbestimmtes Integral von sich

Jo selbst. Man schreibt abkiirzend:
Beweis. Fiir 0 < z und y = 2™ gilt
© v /ewdx:ex—i—C.
/ £”d£+/ nr dn, = xy
0 Jo
und somit
1 + Y % dn = "t
n+1a: o nean==x Beweis. Fiir 1 < x und y = log«x gilt
Daz = y% ist, folgt Yy
v xlogm—(m—1)+/ e dt
wdn = Yt 0
/0 n n n+1 Y . x log x
:/mg%+/ et dt
1 log 1
.. =zlogz —1logl =xlogx
Ubung.
1. Nun folgt induktiv [ e dt = T g2t usw. Also folgt [/ e'dt =z —1=¢"— 1.
Und schlieBlich [ ¢" dt = —xTH fiirl <reqQ.

Im Fall 0 < z < 1 gilt eine analoge Rechnung fiir [z, 1]:
2. Man folgere aus (1.), daB [ t"dt = 1 Hfir0<r<1,reqQ.

3. Man folgere aus [z~ 2de = -z, daﬁ 0

—zlogx — (1 — x) +/ el dt
y

/ —dn—Z Wy —1). ) .
:/ log§d§+/ et dt
D.h. ffié = 2(17% x log x

4. [2"dz = T—_ngvTH fir r € Q\ {-1}. =1llogl —zlogx = —xlogx.
5. [a%dz = %HJ:GH fir a € R\ {—1}.

Satz 3.1.39 (Integral der Exponentialfunktion)
Firy e R gilt

v
/ etdt=e¥ —¢°
0 Beispiele 3.1.40 (Approximation der Exp.-Funktion)
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Durch partielle Integration erhalt man

a Bezeichnung. Fiir f, g € R(I) und feste zo,z1 € I bilde man die iterierten Stamm-
/ Odéo=¢e" —1 funktionen:
0
z ré1 (=1) —F: T d
/ / €0 dégder =" —1—a f Ly ()8,
o Jo (=n—1) . € p(—n) ..
e res el . 2 f .$|—>fzof (§)d¢ furnm eN.
e déodérdés =" —1 — a2 — —, _ ©
[ e den e 2 § =G [7 g(6) de,
gty xr—>f g™ (€)de  fiir n € N.
VI gk
/ / / €S0 deodey ... dfn:em—zﬁ .
00 0 k=0 Feststellung 3.1.43 (n-fache partielle Integration)
Da €0 < max{1,e"} folgt (vgl. 2.1.13) Es seien I C R, f,g € R(I). Dann gilt fiir a,b € I und n € N:
n n+1 00 (— ")
Zx—’ max{le}|x| —0. /f ) d€
= k! (n+1)!

Z

/f g™ (€) de.

Beweis. Klar.
Feststellung 3.1.41 Es seien f,g € R([a,b]) und g 2= 0. Mit den Grifen

b
. ; — oD . (=(n+1))
m:= inf f(x), M := sup f(z) Mit G =g folgt./a f (&) g(&) dg

z€a,b] z€la,b]
/ ( n) (&) d¢

3.1.9 Mittelwertsatz der Integralrechnung

gilt
m [g< [ fg<M [g. { f( n-Hc)G(kl)
[a,b] [a,b] [a,b] a

Bemerkung. Aus dem Zwischenwertsatz 2.5.14 folgt nun: / F(e a- n) )dﬁ}

Satz 3.1.42 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Z": f( (nt1)4k) ( ko1)|?

Es seien fla,b] — R stetig, g € R([a,b]) und g > 0. Dann gibt es eine xo € [a,b], so daf o a

b
) Ja= I fa F D [T @) de
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Bemerkung. Formuliert man die folgende Feststellung mit Ableitungen statt mit
Stammfunktionen, so heifit dies Resultat Taylorformel mit Restglied und ist einer
der wichtigsten Sétze der Analysis:

Feststellung 3.1.44 (n-te Stammfunktion)

Es seien I C R ein Intervall, f € R(I) und a € I. Fiir eine n-ten Stammjfunktion Fem™
von f und x € I gilt:

n—1

S e g /f n_l) e,

k=0

fOM (@) =

Ist f stetig, so gibt es ein & zwischen a und x, so daf

f( n) Z f( n+k) ) + f(ﬁo) (1" _€)n )

/c! n!

(vgl. Mittelwertsatz der Integralrechnung 3.1.42)

Beweis. Setzt man in Feststellung 3.1.43 g = 1 und 1 = b so erhilt man die Stammfunk-
tionen

g = (LS
Also folgt
f(—n)( ) f(—”) / f(—n+1) 1dg
n—2 . ik ol b k+1
=TT
n 1 n l(b §)n !
/ fe CES

Verschiebt man den Summationsindex, so folgt

f(—n) Z f(-n-‘rk) / f n = 1) df.
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Beispiele 3.1.45 (Logarithmus-Reihe)
Fiir 0 < z gilt

n k—1

logx = Z %
k=1

(z—1)" + /1 (e (@ - o) de.

Fir 0 < z < 2 konvergiert die Folge der Integrale:
lim [ (=1)"¢ " (@ —)"de — 0.
n—oo 1
Man schreibt:
el 1 k-1
logz = Z %(w -1

k=1
Fiir £ = 2 erhilt man die bemerkswerte alternierende Reihe:

k—1

10g2:§: =1-

k=1

+

N =
W =
> =

3.1.10 Transformation des Integranden

Bemerkung. Wir wollen die Transformationsformel 3.1.20 fiir affine, monoton wachsen-
de Transformationen verallgemeinern.

Eine affine Funktion G ist die Stammfunktion einer konstanten Funktion g = ¢ = const:
GICL‘)—>/ cdé+d=cx+d.

Die Transformationsformel 3.1.20 fiir affine, monoton wachsende Transformationen

G(b) b
dy = G
/G L Wy / (Gl

iibertragt sich, auf Grund der Intervall-Additivitat des Integrals, auf stetige, stiickweise
affine, monoton wachsende Transformationen und dann auf deren Grenzwerte.



Feststellung 3.1.46

Gegeben sei eine Funktionenfolge (hyn)n in R([a,b]), die gleichmdifig auf [a,b] gegen eine
Grenzfunktion h € R([a,b]) konvergiert.

Fiir jede stetige Funktion f: R — R gilt dann:
1. fohn € R([a,b]).
2. Die Funktionenflge (f o hyn)n konvergiert gleichmifig auf [a,b] gegen f o h.

Satz 3.1.47 (Transformation des Integrals)

Es sei g € R([a,b]), g = 0, und G ein unbestimmtes Integral von g. Also ist G eine
stetige, monoton wachsende Abbildung von [a,b] auf [G(a), G(D)].

Fiir jede stetige Funktion f : [G(a), G(b)] — R gilt die Transformationsformel
= [o6)-s.
[G(a),G(B)]  [ab]

In Differentialschreibweise:

ab) b
/ f(y)dy:/ f(G(x)) - g(z) dz.

G(a)

Die letztere Transformationsformel gilt auch ohne die Voraussetzung g > 0. Wir werden
dies im néchsten Kapitel als Folgerung 3.2.23 der Kettenregel 3.2.10 zeigen.

Bemerkung zum Beweis:

1. Im Fall G(a) = G(b) sind die Integrale in 3.1.47 gleich 0.

2. Fall G(a) < G(b): Man Wihle eine Folge von Treppenfunktionen (t,)n in R([a, b)),
die gleichméiBig gegen g konvergiert und fiir die ¢, > 0 ist (vgl. Korollar 2.8.20).

Dann konvergieren die Stammfunktionen T,, :  — G(a) + [ £, (£) d€ gleichmiBig
gegen G:

To(x) — Tn(a) = / by — /;g — G(2) - Gla).
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Man kann ohne Einschrinkung die ¢,, so wahlen, daf3
Tn(b) —Tn(a) >0 und T,(b) = G(b)
ist. Anderenfalls betrachte man die Folge ab einem ng und setze

;.o G) =Gl
SO HONS

Beweis. Man wihle also eine Folge von Treppenfunktionen (t,), mit Stammfunktionen
(Tw)n, so daB ¢, > 0 und

[tn — gll — 0, T — Gl =0,
Tn(a) = G(a,) T.(b) = G(b).
Zu t,, gibt es eine Zerlegung
In={a=20<z1 < -+ <@}, =0b}

auf deren offenenen Teilintervallen ¢, |(%.,x..—1) = c. konstant ist. Man setze y,. :=
T»(x..). Dann gilt nach 3.1.20

/bf(n)dn—ki 7 f(n)dn

kn T e
=3 [ s s = [ 1Tt de

Lo 1 a

Beispiele 3.1.48 Aus dem Transformationssatz 3.1.47 folgt die Gleichung:

b Vo1
/log(\/yj—l)dy: /10g:c-2(x+1)dw fir b > 1.

1 0

Dabei wurde die folgende Substitution angewandt:

Gx) = (x+1)% g(@)=2(x+1)



Mit partieller Integration folgt:

Vb—1

0

/jlog(\/@ —1)dx = [log(m) (z+ 1)2‘

|
O\T
—
| —
—
8
+
—
N
(V)
QU
)

2

= {log(x) (z+1) - % — 2z — logx

Beispiele 3.1.49 Die Zahlenfolge (7). konvergiere gegen a € R. Dann konvergiert die
Funktionenfolge (fn)n:

fonixz—ax™ fir x € (0,00)
auf jedem kompakten Teilintervall [a,b] C (0, 00) gleichméBig gegen f : x +— z°.
Beweis. Dies folgt aus der Abschatzung:

alogx

. 1 It t
|1}a—1‘7|:{6a ogx_er 0gr|: e dt’
rlogx

< |a = r||log x| max{z*, z" }

Beispiele 3.1.50 (Integral der Potenzfunktion)
Man zeige mit Hilfe der Substitution & = G(n) = 1™ und g(n) = (n — 1)n""* (n € N):
1. Firn € Nund m € Z mit 7 # —1 gilt

T om 1 1+m ..
En = — (as n —1) fir € (0, 00).
/1 1+

2. Fira € R, a # —1 gilt:

/x“dx: ailma“JrC fiir x € (0, 00).

Bemerkung. Wenn der Exponent a > 0 ist, so gilt (2.) fiir z € R.
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3.2 Differentialrechnung

Bemerkung. Man kann die Differentiation unter verschiedenen Gesichtspunkten be-
trachten:

Global als Umkehrung der Integration: Wie sieht man einer Funktion F' an, ob sie
eine Stammfunktion ist, und wie findet man ihren Integranden f7

Lokal als geometrisches Problem: Bestimmung der Tangente in einem Punkt an
einen Funktionsgraphen.
Die Tangente ist eine affine Funktion.

Lokal als Approximationsproblem: Bestimmung der besten Approximation einer
Funktion in der Umgebung eines Punkte durch eine affine Funktion

Wir beginnen mit der lokalen Beschreibung der Ableitung und leiten daraus die globalen
Eigenschaften her.

3.2.1 Grenzwert des Differenzenquotienten

Bemerkung. Es seien [ ein offenes Intervall, f : I — R und a € I ein fester Punkt.
Fiir eine weiteren Punkt = € I, x # a, bilde man die Sekante durch die Punkte (a, f(a))
und (z, f(z)):

f(z) = f(a)

—a

Rot— t+ f(a) (Sekantengleichung).

Die Frage ist, ob fiir x — a die Sekanten gegen eine Grenzfunktion konvergieren. Wenn
ja, heifle diese Grenzfunktion die Tangente an den Graphen von f im Punkte (a, f(a)).

Offensichtlich existiert die Tangente (die Grenzfunktion) genau dann, wenn der Grenz-
wert der Steigung der Sekanten

o f@) — f(@)

r—a xr—a

= Steigung der Tangente

existiert.

Bemerkung. Wir 16sen uns von der geometrischen Sprechweise und nennen die Steigung
der Sekante Differenzenquotient.



Definition 3.2.1 (Differenzenquotient)
Es seien I ein offenes Intervall, a € I und f: 1 — R.
Die Funktion

xHM fir x € I'\ {a}

r—a

heifst der Differenzenquotient von f an der Stelle a.

Definition 3.2.2 (Ableitung in einem Punkt)
Sei I ein offenes Intervall. Fine Funktion f : I — R heifit differenzierbar im Punkt
a € I, wenn der Grenzwert
) et 10 = 1@
r—a T —a

existiert. In diesem Fall heifit f'(a) die Ableitung von f an der Stelle a.

Bemerkung. Manchmal ist es praktischer, den um a verschobenen Differenzenquotien-
ten zu betrachten.

fla+h) = f(a)
th

Man erhilt dann die Ableitung als Grenzwert im Nullpunkt:

h—0 h

fiir h € (I —a) \ {0}

Bezeichnung 3.2.3 (Abgeleitete Funktion)

Es sei I ein offenes Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit differenzierbar auf I oder
differenzierbar im Intervall I, wenn f in jedem Punkt des Intervalls I differenzierbar ist.

Dann ist die Ableitung f’ eine Funktion auf I:

fiI—R mit f:x~ f(x) firzel.

f’ heiit die abgeleitete Funktion zu f oder kurz die Ableitung von f.

Man findet in Literatur weitere Bezeichnungen fiir die Ableitung, insbesondere, wenn
f'(x) fiir alle z € I existiert.

Bezeichnung 3.2.4 (fiir die Ableitung)

Differentialquotient: Es sei # die unabhéngige Variable der Funktion f. Nach LEIB-
NITZ nennt man die Ableitung auch Differentialquotient und schreibt fiir die Ablei-
tung im Punkt a

d _df df (x)

p— Pyp— /
(@) =go(a) = ==| = f(a).
Fiir die abgeleitete Funktion schreibt man
d , df
Ef Tdx T U
Differentiations-Operator: D : f +— Df = D(f) := f' und Df(a) = (Df)(a) :=
f'(a)
Bemerkung.

1. Wenn man das Differential df richtig definiert, ist der Differentialquotient (siche
3.2.32) wirklich ein Quotient und man schreibt:

df (@) = f'(w) da.

2. Der Begriff Differential wirkt zunichst etwas schillernd, da man in Physikbiichern
hiiufig kommentarlos fiir kleine Anderungen Az die Differenz Af = f(z+Axz)—
f(z) mit dem Differential df = f'(z) dz identifiziert und df als infinitesimale
Anderung bezeichnet.

3. Wir fithren die Differentiale und den Differentialquotienten deshalb erst am Ende
des Kapitels ein, wenn die wesentlichen Eigenschaften der Ableitung geklirt sind.

Dann klért sich auch der oben angedeutete Gebrauch der Differentiale in der Physik.

Bezeichnung.
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1. In der Physik werden nach NEWTON Ableitungen nach der Zeit mit einem Punkt
bezeichnet. Bsp.

a(t) = o(t)
ist die Beschleunigung a als Ableitung der Geschwindigkeit v.

2. Ableitungen werden auch bezeichnet, indem man die Variable, nach der differenziert
wird, als Index schreibt:

fer=f und fuo = f".
Dies ist besonders bei partiellen Ableitungen verbreitet:

2
ft = fox = g—f — % =0 (Wirmeleitungsgleichung).

Beispiele 3.2.5 (Ableitung von Potenz und Wurzel)

1. (") =nz" ' fir n € Ng und = € R.

1
) = Em%* fir n € Nund z € (0,00).

3=

2. (z

Beweis.

1. Firn € Ny und z # a gilt

r —a k n—1—k n—1 -
= z"a — na fir z — a.
T—a
k=0
2. Fir n € N ist der Grenzwert fiir £ — a und = # a:
ES 1 1 1 n—1
rn —an rm —an k n—1-k\—1
= i 1 = (ana " >
T—a =\ _ (gm\n
(zw) an) k=0
n—1,_1
— (na m ) .
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Feststellung 3.2.6 (differenzierbar = stetig)
Ist f: 1 — R an der Stelle a € I differenzierbar, dann ist f an der Stelle a stetig.

Bemerkung. 1. Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel der Betragsfunktion zeigt:

f(z) = f(0) :{ -1 firxz <0,

flz):=lz| = z—0 1 fiir z > 0.

2. Es gibt Beispiele stetiger Funktionen auf einem Intervall, die in keinem Punkte diffe-
renzierbar sind.

Das erste Beispiel einer solchen Funktion wurde von K. WEIERSTRASS 1861 veroffentlicht.
Einige Jahrzehnte zuvor hatte bereits B. BOLZANO ein derartiges Beispiel konstruiert.

3. Fiir ein einfaches Beispiel von T. TAKAGI (1903) einer nirgends differenzierbaren,
stetigen Funktion vergleiche man Kaballo Beispiel 19.15 oder Koenigsberger Kapitel 9.11.

Beweis (differenzierbar = stetig).

Man schreibe f in der Form:

7@ = f@+ LW ) i a e o)
und folgere
lim, /(z) = f(a)
T#a

3.2.2 Rechenregeln fiir die Ableitung

Satz 3.2.7 (Rechenregeln der Ableitung)

Es sei I ein offenes Intervall. Die Funktionen f,g :
differenzierbar.

I — R seien im Punkt a € I

Dann sind auch die Funktionen
fra. feg und follsga) £0, 1

an der Stelle a differenzierbar.

Es gelten die Rechenregeln:



Linearitat: (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a),
Af)(a)=Af'(a) fir \eR .
Produktregel: (f-9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a).

Quotientenregel: <§)l(a) = f'(a)g(ag)](;));(a)g’(a) .

Bemerkung. 1. Man prige sich die Produktregel in dieser Reihenfolge ein:
(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a)

Die Produktregel gilt auch fiir andere, nicht notwendig kommutative Produkte.

Beispiel: Funktionen mit Werten in den Matrizen und das Matrizenprodukt oder fiir das
Skalarprodukt vektorwertiger Funktionen.

2. Wir fithren auch den Beweis der Quotientenregel so, dafl er sich leicht auf die Inver-
senbildung in anderen Produkten iibertragen 148t.

Beweis (Rechenregeln der Ableitung).
(f +9)(x) = (f +9)(a)

Linearitat: .
= f(w; - i“(a) n 9(92 - z(a) @)+ d(a) fire —a.
Produktregel: (f-9)(@) = (f-9)(a)

Tr—a

= H 2@ g0 4 p@) 2= L pa)g(a) + Fla)g (@)

T—a T—a
. . 1
Quotientenregel: Es reicht, den Fall = zu untersuchen.
g
Da g(a) # 0 ist, existiert g(z)™" in einer Umgebung von a.

g(x)~' —g(a)”" _ o) @) = 9(@)

Tr—a Tr—a g(a)

Bemerkung. Mit den Rechenregeln 3.2.7 kann man Polynome und rationale Funk-
tionen differenzieren.

Beispiele 3.2.8 1. Man zeige induktiv:

! firneNund z € R.

(wn)/ — nmn
2. Firn € Nund z € R\ {0} gilt

(af")/ =_—ng "L

Beweis.

1. Der Fall n =1 ist klar. Nun wende man die Produktformel an.

2. Firn € N und z # 0 gilt nach der Quotientenregel:

3.2.3 Kettenregel

Bemerkung. Wir formulieren die Definition der Ableitung so um, dafl man nicht mehr
den Grenzwert eines Quotienten untersucht. Dies bringt folgende Vorteile:

e Die Beweise zur Differenzierbarkeit von Kompositionen differenzierbarer Funktionen
(Kettenregel) und der Ableitung der Umkehrfunktion vereinfachen sich sehr, da man
nicht darauf achten muf}, ob irgendwelche Nenner eine Nullstelle haben.

e Wir wollen spéter auch Funktionen, deren Variable ein Vektor ist, differenzieren.
Den Differenzenquotienten kann man fiir solche Funktionen nicht bilden, da man
durch Vektoren nicht teilen kann!

Die Satze und Beweise mit der dquivalenten Definition gelten sinngemé&fl auch fiir
Funktionen von Vektoren.
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Bemerkung. Es sei f differenzierbar im Punkte a.

Wir bezeichnen den verschobenen Differenzenquotienten und seinen Grenzwert bei h = 0
fiir h € {I — a} mit

flath)—fla) .
R T B fiir h # 0,
f'(a) fir h = 0.
Die Funktion ¢ : {I — a} — R ist stetig in A = 0 mit Grenzwert
. _ !
lim o (h) = f'(a).
Fiir die Differenz Af(a,h) der Funktionswerte von f in den Punkten a + h und a gilt
Af(a,h) = f(a+h) = f(a) = @(h) - h.

Diese Umformung fiithrt uns zu dem folgenden Feststellung:

Lemma 3.2.9 (Aquivalenz zur Differenzierbarkeit)

Es seien I C R ein offenes Intervall, a € I und f : I — R. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

1. f ist differenzierbar im Punkt a.

2. Es gibt eine in h = 0 stetige Funktion
¢:{l —a} =R,
so daf fir alle h € {I — a} gilt:
Af(a,h) = fla+h) = f(a) = ¢(h) - h.
Wenn dies erfillt ist, dann ist f'(a) = ¢(0).

Beweis. Vergleiche die Vorbemerkung.
Nach Voraussetzung existiert

lim flat+h) = fla) _ lim (k) = (0)
h£0
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Satz 3.2.10 (Kettenregel)
Seien I, J C R offene Intervalle und

hel Ly 2R
Funktionen. Wenn

f an der Stelle a € I differenzierbar ist und
g an der Stelle f(a) € J differenzierbar ist,

dann ist die Komposition h = go f : I — R an der Stelle a differenzierbar. Es gilt die
Kettenregel

Bemerkung. Die Ableitung der Komposition g o f ist das Produkt der Ableitungen der
duBleren Funktion g mit der Ableitung der inneren Funktion f:

(g of) - f

duflere Ableitung - innere Abbleitung

(gof) =

Bemerkung. Die Kettenregel gilt auch fiir Abbildungen zwischen Vektorrdumen. Deren
Ableitungen sind Matrizen und das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ.

Man prige sich deshalb die Kettenregel in dieser Reihenfolge ein:

(9o f)(a) =4'(f(a)) f'(a)

Beweis. Nach Lemma 3.2.9 gibt es eine in O stetige Funktion

v:{J - fla)} =R,
1(0) = g'(f(a)),
9(f(a) + k) —g(f(a)) = (k) - k



und eine in h = 0 stetige Funktion ¢ : {I —a)} — R, so daB

(0) = f'(a)
Fla+h) - f(a) = p(h) - h.

Setzt man k := f(a + h) — f(a) so folgt

g(f(a+h)) —g(f(a)) =~v(fla+h) —f(a)) (fla+h)—f(a))
=(fla+h)=f(a)) - ¢(h) - h.

Da h+— y(f(a+h)—f(a))-@(h) stetigin h = O ist, ist nach Lemma 3.2.9 go f differentierbar
im Punkte a und

(g0 f)(f(a)) =~(0) - ¢(0) = g'(f(a)) - f'(a).

Bemerkung. Wenn I C R ein offenes Intervall und f : I — R stetig und streng monoton
ist, dann ist f(I) ein offenes Intervall (vgl. 2.5.15).

Wenn f und die Umkehrfunktion f~' differenzierbar sind, so folgt aus derKettenregel
1=id"=(f"'of) =((f") of): f und somit

Satz 3.2.11 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Es seien I C R ein offenes Intervall, f : I — R stetig, streng monoton, J = f(I) und
g :J — R die Umkehrfunktion zu f. FEs sei f im Punkt a € I differenzierbar.

Die Umkehrfunktion g ist genau dann an der Stelle f(a) differenzierbar, wenn f’(a) # 0.
In diesem Fall gilt

Beweis (Ableitung der Umkehrfunktion).
Man vergleiche die Vorbemerkung.
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Nach Lemma 3.2.9 gibt es eine in Ostetige Funktion ¢ mit:

p:{I —a} —R,
fla+h) = f(@) = (k) b,
©(0) = f'(a)).

Da ¢(0) = f'(a) # 0 und f streng monoton ist, gilt ©(h) # 0.
Man definiere eine stetige Funktion v : {J — f(a)} — R durch:

vk (o(h)

Man 16se auf: k = f(a+ h) — f(a) = ¢(h) - h und erhilt:

k= h:=g(f(a) + k) —a,

9(f(a) + k) = g(f(a)) = h = (p(h) ™" -k =~(k) - k.

Nach Lemma 3.2.9 ist g im Punkte f(a) differenzierbar.

3.2.4 Mittelwertsatz

Bemerkung. Wir betrachten in diesem Abschnitt Funktionen auf einem Intervall, die
in jedem Punkt des Intervalls differenzierbar sind. Fiir diese Funktionen zeigen wir den
Mittelwertsatz und den Schrankensatz.

Beispiele iiberall differenzierbarer Funktionen sind unbestimmte Integrale F' zu stetigen
Integranden f. In diesem Fall
e ist der Integrand f = F’ (siehe 3.2.12)

e entspricht der Mittelwersatz der Integralrechnung 3.1.42 dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung 3.2.16.

e entspricht die Beschrinktheit des Integrals 3.1.16(3.) dem Schrankensatz 3.2.18.

Feststellung 3.2.12 (Ableit. eines unbest. Integrals)



Es seien I ein offenes Intervall, f € R(I) und F : I — R ein unbestimmtes Integral von

f, d.h.
F(z)— F(c) = /z f(&)d¢  fir alle x,c € 1.

Dann ist F' in jedem Stetigkeitspunkt a von f differenzierbar und es gilt dort

F'(a) = f(a).

Beweis (Ableitung eines unbest. Integrals).

Da f im Punkt a € I stetig ist, existiert zu € > 0 ein 6 > 0, so daB
[f(6) — fla)]| <e firalle&el, mit|{—a|<3.

Folglich gilt fir x € I\ {a} mit |z — a] < §:

PO pw) = |2 [ 0@ - sy e
m|xfa| =ec.
L

Beispiele 3.2.13 (Ableitung von exp, log und Potenz)

1. (%) =¢e* firzeR.

2. Fiir a > 0 gilt:

(a®) =log(a) a® fiir x € R.
3. (logz)' = % fiir z € (0, 00).
4. Fir a € R gilt:
(%) =az® " fir z € R.

Bemerkung. (3.) gilt allgemeiner:

(log |z])’ = é fiir # € R\ {0}

Beweis (Ableitung von exp, log und Potenz).

Man schreibe exp und log als Stammfunktionen und benutze die Feststellung 3.2.12:
x
1. ez:1+/ et d¢  firz eR.
0
2. Es sei a > 0. Nach der Kettenregel gilt:

(a®) = (exp(log(a)x))l = log(a) exp(log(a)x) = log(a)a®.

3. logx:/ %d{ fir z € (0,00).
1

4. (%) = (exp(alog:c))l = exp(alogz) - % =az*"".

Bemerkung Das folgende Beispiel zeigt, dafl unbestimmte Integrale von Regelfunktio-
nen und iiberall differenzierbare Funktionen verschieden Klassen sind.

Beispiele 3.2.14 1. |z]ist Stammfunktion von 2H —1, H die Heaviside-Funktion (vgl
2.3.30(1.). Aber |z| ist in « = 0 nicht differenzierbar.

2. Die Funktion
flz) = xQSini fir £ #0 und f(0) =0
ist tiberall differenzierbar, aber die Ableitung
/ 1 1.
f'(z) = 2xsin — — cos —fiir z # 0 und f(0) = 0.
T x

oszilliert im Nullpunkt (vgl. Wackelfunktion 2.3.30(5)) und ist daher keine Regel-
funktion.
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Bemerkung. Man zeichne ein Bild eines ‘glatten’ Funktionsgraphen mit den unten an-
gegebenen Eigenschaften.

Die Funktion hat ein Maximum oder ein Minimum im Inneren des Intervalls.

In diesem Punkt ¢ ist die Tangente waagerecht, d.h. f'(£) = 0.

Lemma 3.2.15 (Satz von Rolle)

Es sei f : [a,b] — R stetig und die Einschrinkung f|(a,b) sei auf dem offenen Intervall
(a,b) differenzierbar.

Wenn f(a) = f(b) ist, so gibt es ein & € (a,b) mit f'(€) =0.

ROLLE, MICHEL (1652-1719)

Bemerkung. Die obige Voraussetzung an eine Funktion f wird uns noch hiufig begeg-
nen. Wir sagen kurz:

f st stetig auf dem Intervall und im Inneren (des Intervalls) differenzierbar.

Beweis (Satz von Rolle).

Fall f konstant: Man wéhle ein £ € (a, b).

Fall f nicht konstant: f hat ein Maximum oder ein Minimum, das nicht auf einem der
Randpunkte liegt.

Sei etwa ¢ € (a,b) und f(£) ein Minimum. Dann ist

M { <0 firz<é z€la,b),

x—& >0 firxz>¢ x€la,bl,
und folglich
5. f(l')_f(f) _
16 _il—%l’i—f =0.

Im Falle eines Maximums hat —f ein Minimum und es ist —f'(£) = 0.
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Satz 3.2.16 (Mittelwertsatz der Differentialrechn.)

Es sei f : [a,b] — R stetig und die Einschrinkung f|(a,b) sei auf dem offenen Intervall
(a,b) differenzierbar.

Dann gibt es ein & € (a,b) , so dafl

Fb) = fla) = f'(§) (b—a).

1st.

LAGRANGE, JOSEPH, Louis (1736-1813)

Bemerkung Geometrisch besagt der Mittelwertsatz, difi die Tangente im Punkte
(a, f(a)) an den Graphen von f dieselbe Steigung hat, wie die Sekante durch die Punkte

(a, f(a)) und (b, f(b))

f(b) — f(a)

L~ 1),

D.h. Tangente und Sekante sind parallel.

Beweis (Mittelwertsatz).
Der Fall b = a ist trivial. Es sei also a < b:

Subtrahiert man die Gleichung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b.f(b)) von der
Funktion f, so erhdlt man eine Funktion ¢, auf die man den Satz von ROLLE anwenden
kann:

oo @)~ (@) + 1@ ),

Es gibt also ein & € (a,b) mit ¢'(¢) = 0. D.h.

f() - fla)

re=10-1

Bemerkung. Aus dem Mittelwertsatz folgt unmittelbar das folgende einfache, aber sehr
bedeutsame Korollar:



Korollar 3.2.17 (Charakterisierung konstanter Funkt.)
Es sei I ein Intervall und f : I — R stetig und differenzierbar im Innern von I.

Wenn die Ableitung verschwindet
f'(x) =0 fiir alle z im Innern von I,

dann ist f konstant auf I.

Bemerkung. Der Mittelwertsatz gilt nur fiir reellwertige Funktionen.

Haufig benotigt man aber nur eine aus dem Mittelwertsatz folgende Abschitzung, den
Schrankensatz. Diese Methode, den Mittelwertsatz zum Abschétzen einzusetzen, 148t
sich weitgehend verallgemeinern.

Korollar 3.2.18 (Schrankensatz)
Es sei I ein Intervall und f : I — R stetig und differenzierbar im Innern von I.

Dann sind duivalent:

1. Die Ableitung ist beschrinkt: |f'| < L.
2. [ Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L:

|f(z1) — f(z2)| < Llz1 — 22| fiir z1,22 € I

Bemerkung. Aus dem Mittelwertsatz folgt das Monotoniekriterium.

Feststellung 3.2.19 (Monotonie-Kriterium)
Es sei I ein Intervall, f : I — R stetig und differenzierbar im Innern von I. Dann gilt
1. f ist genau dann monoton wachsend, wenn f' > 0 ist.

2. Wenn f' >0, dann ist f streng monoton wachsend.

Bemerkung. Das Beispiel x — z° zeigt, daB in (2.) die Umkehrung nicht gilt.

107

Feststellung 3.2.20 (lokales Minimum)

Es seien I ein offenes Intervall, a € I und f: I — R eine differenzierbare Funktion mit
f'(a)=0.
Dann gilt:
1. Wenn es ein § > 0 so gibt, dafs
fl(a=4d,a) <0 und f'|(a,a+8) >0
ist, dann hat f ein lokales Minimum im Punkt a, d.h.
fla=6,0) > f(a)

2. Wenn die zweite Ableitung f"'(a) emistiert und f"(a) > 0, dann hat f im Punkte a
ein lokales Minimum.

und  f(a) < f|(a,a+9).

Bemerkung. Durch Ubergang zu —f erhilt man die entsprechende Charakterisierung
eines lokalen Maximums.

Beweis (lokales Minimum).

1. Nach Feststellung 3.2.19(2.) ist

fl(a—é,a)
fl(a,a+6)

streng monoton fallend,

streng monoton wachsend.
2. Nach Lemma 3.2.9 gibt es eine in h = 0 stetige Funktion ® : {I —a)} — R, so daB

®(0) = f"(a),
f'la+h)—f'(a) = ®(h) - h.

Da @ in O stetig und ®(0) = f"(a) > 0 ist, gibt es ein § > 0, so daB
®(h) >0 fir |h| <.
Da f’(a) = 0 ist, sind die Vorausetzungen von (1.) erfiillt:

f'la+h)-h=>ah)-h*>0 fir0<|h|l <.



Bemerkung 3.2.21 (Einfache Form: de L’Hospital)

Es sei I ein offenes Intervall, a € I und f, g : I — R seien im Punkte a differenzierbar.
Es seien f(a) = g(a) =0 und ¢'(a) # 0

Dann gilt

flz) _ f'(a)

lim 2 = .
22 g(x)  g(a)

3.2.5 Hauptsatz der Integral- und Differential-Rechnung

Bemerkung. Die folgenden Fakten ergeben zusammengenommen den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

e Zwel unbestimmte Integrale F; und F> einer Regelfunktion f € R([) unterscheiden
sich nur um eine Konstante:

Fl(a:)—Fl(a):/zf(@dszg(m)—Fg(a) fireel

e Wenn F' ein unbestimmtes Integral einer stetigen Funktion f : I — R ist, dann ist
F im Inneren von [ differenzierbar und F’ = f (vgl. Feststellung 3.2.12)

e Zwei auf einem Intervall {iberall differenzierbare Funktionen mit gleicher Ableitung
unterscheiden sich nur um eine Konstante (vgl. Korollar 3.2.17 zum Mittelwertsatz).

Satz 3.2.22 (Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechnung)
Es seien I ein nicht entartetes Intervall und f € R(I) und stetig im Inneren von I.

Fiir eine Funktion F : I — R sind dquivalent:

1. F ist stetig auf I und differenzierbar im Inneren von I mit Ableitung F' = f.

2. F ist ein unbestimmtes Integral von f:

/.zf(f)d«f:F(x)—F(a) fiir alle a, x € I.
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Bemerkung.

1. Der Schluf} des Hauptsatzes erlaubt es , Integrale einer stetigen Funktion f
dadurch zu berechnen, da man zu f eine primitive Funktion F mit F’ = f findet
oder rit (siehe Formelsammlungen).

2. In der deutschen Literatur wurde der Begriff primitive Funktion durch den Begriff
Stammfunktion verdréngt. Im Englischen und Franzgosichen heifit F' the primitive
of f bzw. le primitive de f.

3. Der wichtigere Schlufl des Hauptsatzes erlaubt es, Funktionen mit vorge-
gebner stetiger Ableitung f zu konstruieren

Dies ist ein erster Schritt zu Losung von Differentialgleichungen. Umgekehrt
nennt man Losungen von Differentialgleichungen machmal auch Integrale.

Beweis (Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechnung).

Zu f € R(I)und festem a € I bilde man die Funktion

<I>:xr—>/xf(§)d§ fiir z € I.

Nach Feststellung 3.1.5 ist ® auf jedem kompakten Teilintervall von I stetig. Da der
Integrand f im Inneren von I stetig ist, ist ® nach Feststellung 3.2.12 dort differenzierbar
mit Ableitung ®' = f. Also ist

O —F =f—f=0

Nach Korollar 3.2.17 ist ® — F' konstant.

Vergleiche Feststellung 3.2.12.

Bemerkung. Man kann den Hauptsatz der Differential- und Integral-Rechnung auf Re-
gelfunktionen erweitern, wenn man die Differenzierbarkeit in allen Punkten etwas ab-
schwicht: (vgl. Koenigsberger Kap. 9.10 und 11.4)

Hauptsatz der Diff.-u. Integralr. fiir Regelfunktionen.
Es sei I ein nichtausgeartetes Intervall. Fir f € R(I) und F : I — R sind dquivalent:



1. F ist stetig und bis auf eine abzihlbare Ausnahmemenge A C I differenzierbar mit
Ableitung
F'(z) = f(z), firxzel\A.

2. F ist unbestimmtes Integral von f:

/bf(ﬁ)dﬁzF(ﬂc)—F(a) fiir alle a, x € I.

Bemerkung. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-Rechnung 3.2.22 und
der Kettenregel 3.2.10 ergibt sich unmittelbar die Substitutionsregel (vgl. Satz 3.1.47):

Satz 3.2.23 (Substitution)
Es seien I und J Intervalle. Die Funktionen
JLSITLR

seien stetig und g stetig differenzierbar im Innern von I.
Wenn F eine Stammjfunktion von f ist, dann ist F o g eine Stammfunktion zu (fog)-g'.

D.h. fir alle a, b€ I gilt

g(b) b
/ FWydy= [ flo(@) ¢ (x)da

g(a) a

Bemerkung. Fiir die Anwendungen beachte man die Integralgrenzen der beiden In-
tegrale!

3.2.6 Grenzwertsitze fiir Folgen differenzierbarer Funktionen

Bemerkung. Es sei f der Grenzwert einer gleichméfig konvergenten Folge (fn). diffe-
renzierbarer Funktionen. Dann kann folgendes passieren:

e f nicht differenzierbar.
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e f differenzierbar, aber (f, ), konvergiert nicht gegen f’.
Das typische Beispiel ist eine Folge von Schwingungen

1
fa(t) = -~ sin(n’t) fiir t € R,
deren Amplitude % — 0 und deren Frequenz n? — oo geht. Dann geht f, — 0
gleichm#Big auf R, aber die Folge der Ableitungen f,(t) = mcos(nt) konvergent
nicht gegen 0.

Satz 3.2.24 (Folgen differenzierbarer Funktionen)
Es sei I ein offenes Intervall und fn : I — R, (n € N) seien stetig differenzierbar auf I.
Es gelte:

(i) Die Folge der Ableitungen (f,)n konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion

g: 1 —R.

(ii) Die Konvergenz f, — g ist gleichmdfig auf jedem kompakten Teilintervall von I.
(iii) FEs gibt ein a € I so daff die Zahlenfolge fn(a) konvergiert.
Dann gilt: (a) Die Folge (fn)n konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion f : I —
R.

(b) f ist differenzierbar mit Ableitung f' = g.

(c) Auf jedem kompakten Teilintervall von I konvergiert die Folge (fn)n gleichmdfig
gegen f.

Beweis. Aus dem Hauptsatz 3.2.22 folgt
fole) = Ful@) + [ fi©)de firael

Da die Folge (£, )n auf jedem kompakten Teilintervall J C I gleichmiBig gegen g konvergiert,
ist nach Satz 2.8.6 g|.J stetig. Also ist g stetig auf I. Man setze

fla) = tim_fu(a),
iz fa) +/zg(£> d.



Aus dem Hauptsatz folgt f' = g.
Nach Korollar 3.1.17 gilt fiir ein kompaktes Teilintervall J C I mit a, z € J:

/:fé(f)dE—/:g

Also konvergiert die Folge (fn)n gleichmi3Big auf J gegen f.

§)dg| < |J|max |£() — 9(&)] — 0

Fiir die Beispiele brauchen wir das Majorantenkriterium.

Satz 3.2.25 (Majorantenkriterium)

Gegeben seien eine Folge (an)n nichtnegativer Zahlen und eine Funktionenfolge fn : I —
R, (n € N). Es gelte

1. Die Folge der Partialsummen der a, ist beschrankt:

M=

ar < M < oo firnéeN.

£
Il

1
2. Fiir fast alle n € N ist | fn| < an.

Dann konvergiert die Funktionenfolge (sn)n der Partialsummen der (fn)n:

n

Sn ::an firneN

k=1

gleichmdf$ig auf I.

Beweis (Majorantenkriterium).

Da die monoton wachsende Folge der Partialsummen »_}'_, ax beschrinkt ist, ist sie eine
Cauchyfolge (vgl. Satz 2.2.11) Zu ¢ > 0 gibt es ein ng, so daB

Z ar < & und nach Vor. (2.) |fx| < ax

k=m

no. Dann gilt fir x € I und n > m > no

|—}ka | <D el
k=m

fir k,m,n >

|sn(x) — sm(x

n
)‘ < Z ar < €.
k=m
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Also ist das Cauchysche Konvergenzkriterium 2.8.11 fiir gleichmaBige Konvergenz erfiillt.

Beispiele 3.2.26 (Potenzreihe des Logarithmus)

Man setze
no(—1)kL
fanZixk fiur xz € R,

Foe fir x € R\ {-1},
n fir x = —1.

gleichmiflig auf jedem kompakten

Fiir x € (—1,1) konvergiert f,(x) — g(x) = H%
(-

Teilintervall [—r,r] C (—1,1):

|[fn(z) = g(x)| <

- — 0 firze[-rr].

Da f,(0) = 0 konvergiert die Folge (fn)n gegen die Stammfunktion von g (vgl. mit
Beispiel 3.1.45)

@ noqyk-1
log(1+x):/ i: lim E %xk fir z € (—1,1).
0 n—oo

Beispiel (Potenzreihe der Exponentialfunktion).

Man setze
fn:xHZ_' fir x € R.
k=0
Dann ist f, = fn—1 und 14 [ fn(€) d€ = fri1(z).
In Beispiel 3.1.40 hatten wir gezeigt:
"z )" oo
Zk_‘ max{le}( 1 0

Die Folge (fn)n konvergiert also gleichmifig auf jedem kompakten Intervall gegen die
Exponentialfunktion.



Aus dem Grenzwertsatz 3.2.24 erhalten wir nun die bekannte Tatsache, daf die Ableitung 3.2.7 Ableitung als lineare Approximation
der Exponentialfunktion die Exponentialfunktion ist.
Bemerkung. Man schreibe nach Lemma 3.2.9:

Af(a,h) = f(a+h)— f(a) = (h)-h
=(0) - h+ (((h) — ©(0)))

Mit ¢(0) = f'(a) und r(h) := (p(h) — ©(0))) - h erhilt man:

Beispiele 3.2.27 (Potenzreihe von sinz und cos ) )
-h

Fiir die Grenzwerte sinx und cosz der beiden konvergenten Reihen

> 1\k
sinx = Z ((71) a2t

= (ZE+ 1) Af(a,h) = fla+h) = f(a) = f'(a) - h+r(h).
e L2+l
=TT 3 + ET T4 (=) @2n+1)! . Die lineare Abbildung R 3 h +— f’(a) - h approximiert die Differenz Af(a,h) in einer

Umgebung von h = 0. D.h., fiir das Restglied r(h) gilt:

!
k=0 (2k)! lim r(ml _ lim |p(R) — f'(a)] =0
2 4 6 220 h—0  |h| h—0
=1 = e (1) ... ) . )
20 4 6! (2n)! Man sagt, das Restglied r(h) geht fiir h — 0 schneller als linear gegen 0.
gilt
(sinz) = cosz sin0 = 0, Bemerkung. Fiir die géngigen Funktionen gilt sogar
[ _
(cosz) = —sinx cos0 = 1. Ir(h)| < c|h|?
Beweis (Potenzreihe von sinx und cos ). mit einer Konstante ¢ € [0, 00)
Setzt man — nach dem Vorbild der Exponentialreihe —
N i (—1)* 2 e e Rome N Bemerkung 3.2.28 (quadratisches Restglied)
= (2k + 1)! ' ' Es sei f: I — R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion. Zu a € I wihle man § > 0,
N . sodaB [a —d,a+ 8] C I.
-1
Cn i T Z ((Qk;' z?* firzeR, neN, Dann gilt fiir alle h € {I — a} mit |h| < ¢ 7(h) die Abschitzung des Restgliedes:
k=0 ’
1" 2
dann gilt s/, = ¢, und ¢}, = —sn—1. Aus der Abschitzung r(h)l < fﬁ%’f; [ (a+2)Ih
n 2n+1 |k
1 2R |z|®
S b " < explel
o 0 2k +1)! k! Beweis (quadratisches Restglied).
folgt nach 3.2.25, daB (s,)» und analog (Cn)n auf Jedem kompakten Intervall gleichmaBig Es seien g eine stetige Funktion und g™, g(~?eine erste bzw. zweite Stammfunktion. Nach
konvergiert. Nach Satz 3.2.24 haben die Grenzfunktionen die gewiinschten Eigenschaften: der Taylor-Formel 3.1.44 gibt es zu jedem z ein & zwischen a und z, so daB

sinez = lim s,(z) und cosz = lim cn(x). a)?

e e @) = 6D a) + 9V (@) — ) +gle0) T
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Mit Hilfe des Hauptsatzes 3.2.22 kann man dies umformulieren:

Fiir eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion f: I — R, a und h € {I — a} gibt es ein &
zwischen a und a + h, so daB

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + %h?

Hieraus folgt unmittelbar die behauptete Absch” atzung des Restgliedes.

Die Formulierung der Differenzierbarkeit als lineare Approximation ist der Schliissel fiir
die vielen Anwendungen der Differentialrechnung in Naturwissenschaft und Technik.

Satz 3.2.29 (Ableitung als lineare Approximation)
Es seien I C R ein offenes Intervall, f : I — R und a € I. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

1. Die Funktion f ist differenzierbar in a € I.

2. Es gibt eine lineare Abbildung L : R — R und ein Funktion r :
genannt Restglied, derart, daf fir h € {I — a} gilt:

Af(a,h) := fla+h) = f(a) = L(h) +r(h),

()
dm = =0

{I*CL}HR,

In diesem Fall ist L(h) = f'(a) - h.

Beweis (Ableitung als lineare Approximation).

Wir hatten eingangs aus Lemma 3.2.9 gefolgert, daB die Ableitung eine lineare
Approximation mit den gewiinschten Eigenschaften des Restgliedes liefert.

Aus (2.) folgt fiir den Differenzenquotienten

flath)=fla) L) _IrWl _
h h |h|

fiir h — 0. Eine lineare Abbildung L : R — R die Form

L(h)y=1-h

mit einem [ € R und somit existiert die Ableitung f'(a) = L.

Ausblick. Angesichts des simplen Beweises sieht die Formulierung und die Unterschei-
dung zwischen der linearen Abbildung L : R — R und der Zahl f'(a) = | aufgebliht
aus.

Das liegt daran, daB wir bisher nur den eindimensionalen Fall R! mit einem festem
Basisvektor betrachten.

e Diese Begriffsbildung 148t sich jedoch sofort auf m Dimensionen iibertragen: L
wird eine lineare Abbildung zwischen Vektorriumen und die Ableitung f'(a) = I
die zugehorige Matrix beziiglich einer Basis.

o Weiterhin lét sich diese Begriffsbildung fiir Funktionen auf Kurven iibertragen.
Die Tangentialgerade in einem Punkt der Kurve iibernimmt die Rolle des Vek-
torraumes R'.

e Der niichste Schritt sind dann Flichen und die n-dimensionalen Gebilde, die Man-
nigfaltigkeiten.

3.2.8 Rechnen mit Differentialen

Bemerkung.

e Die Auffasung der Ableitung als lineare Approximation klirt, was das Differential
df einer auf einem Intervall I differenzierbaren Funktion f : I — R sein soll.

e In der Lehrbuchliteratur wird die Einfithrung des Differentials hiufig bis zur Diffe-
rentialrechnung von Funktionen mehrerer Variabler aufgeschoben.

e In den Anwendungsfichern ist das formale hantieren mit Differentialen — da sehr
suggestiv — iiblich und spéater wird es auch in der Mathematik benutzt.

e Zur Vereinheitlichung der Anwendungen und Schreibweisen, setzen wir von vornher-
ein voraus, das das f, zu dem man das Differential df bildet, stetig differenzierbar
ist.

Bezeichnung 3.2.30 (Differential einer Funktion)
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Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R sei auf ganz I (stetig) differenzierbar.
Zu jedem Punkt a € I gehort gemifl Satz 3.2.29 die lineare Abbildung

h f'(a)-h firheR,
die wir das Differential von f im Punkt a nennen und folgendermafien bezeichnen:

df(a) :R — R, hwsdf(a)(h):= f'(a)-h.

Bemerkung. (Das Differential ist eine Abbildung)

1. Das Differential df einer Funktion f : I — R ordnet jedem Punkt a € I die lineare
Abbildung (Linearform) df (a) : R* — R zu.

df :avdf(a) firacl.

df ist eine Abbildung von I in den Raum Lin(R*,R) der Linearformen auf dem
Vektorraum R*.

Man kann df als Funktion von zwei Variablen auffassen:
df : I xR' - R,
df : (a,h) = df(a)(h) = f'(a) - h.

2. In jedem Punkte a € I gilt die lineare Approximation

Af(a,h) =df(a)(h) +ro(h)

lim ra(h)

h—0 |k =0

Bemerkung. (Rechnen mit Differentialen)

1. Wir erkldren das Rechnen mit Differentialen. Im eindimensionalen Fall, d.h. der
Definitionsbereich I C R*, handelt es sich lediglich um andere Schreibweisen fiir die
zuvor gewonnenen Ergebnisse.

2. Hinweis: Im Fall von Funktionen von n Variablen gelten die Formeln, trotz ana-
loger Bezeichnungen, nicht ganz

so einfach weiter (siche Analysis II).
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e Das Produkt einer Funktion mit einem Differential ist i. a. kein Differential
einer Funktion.

e Der Begriff Differentialquotient macht keinen Sinn mehr.

e Die Integrale werden durch entsprechende h6herdimensionale Integralfor-
meln ersetzt.

Bezeichnung (Differential der identischen Abb.)

Zu der identischen Abbildung des Intervalls I gehort das Differential did(a). Schreibt
man die identische Abbildung als x, so ist dx = did; und

dz(a) : h— dz(a)(h) =1-h = h.
Es gilt also df(a)(h) = f'(a) - h = f'(a) - dz(a)(h), kurz:
df = f' - da.
Alle Differentiale sind von der Form

Funktion - dz.

Bemerkung. Die identische Abbildung und ihr Differential miissen nicht x und dx hei-
Ben. Man kann jeden anderen Buchstaben, der nicht mifiverstéindlich ist, wihlen. Man
sollte nur die Bezeichnung beibehalten!

Bezeichnung 3.2.31 (Produkt: Funktion- Differential) Es seien I C R ein offenes
Intervall und f, g : I — R stetig und f stetig differenzierbar.

Man erklart ein Produkt von Funktionen mit Differentialen, das wieder ein Differential
ergibt:

Man withle eine Stammfunktion H von gf’. Dann sei

gdf =g-df :=gf -dv=H' -dx=dH.

Bemerkung. 1. Das Produkt ist wohldefiniert.

2. Das Produkt ist assoziativ, distributiv und kommutativ fdg = (dg)f. Bevorzugt
wird f dg geschrieben.



3. Beispiel: df = f' - dz.
4. Produktformel: d(fg) = f-dg+g-df.
5. Kettenregel: d(f og) = (f' og) - dg.

Bezeichnung 3.2.32 (Differentialquotient)
Es seien I C R ein offenes Intervall und f, g : I — R sei auf ganz I differenzierbar.

Wenn ¢'(a) # 0 fiir alle a € I, so gilt fiir die Differentiale df = f' dz und dg = ¢’ dz die
Beziehung:

Da das Produkt kommutativ ist, definiert man in diesem Fall, wie bei Zahlen, den Dif-
ferentialquotienten

g’:

—~
S

=

a Y

: a) = fir a € 1.
dg dg( ) g'(a)

Bemerkung. Speziell gilt also fiir f: z — f(z)

L
& (@)= 1'(a).

Bezeichnung (Integral eines Differentials).

Es seien f : [a,b] — R stetig und g : [a, ] — R stetig und im Innneren stetig differenzier-
bar. Man setzt dann

[ ras= [ s@g @i

Das obige Integral ff f dg ist ein Spezialfall eines Riemann-Stieltjes Integrals.

Bemerkung (Zum Hauptsatz der Diff.- u. Int.-Rechn. Den Hauptsatz 3.2.22 kann
man folgendermafien kurz formulieren.

Es sei F : [a,b] — R stetig und im Inneren des Intervalls stetig differenzierbar. Dann gilt

/b dF = F(b) — F(a).
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Bemerkung (Zur Substitution von Integralen).
Es seien I und J Intervalle. Die Funktionen
g f
JST-5R
stetig differenzierbar. Dann gilt

d(fog)=(fog)g dx=(f og)dy.

Fir eine stetige Funktion h: I — R gilt (vgl. Satz 3.2.23)

/gg(j)hdf=/j(hog)d(fog)~

(a

Fiir die identische Funktion z gilt d(x o g) = dg und somit speziell
g(b) b
/ hdm:/(hog)dg.
g(a) a

Bemerkung. (Infinitesimale Groéfien)

Wie vertrégt sich diese Definition des Differentials mit dem anschaulichen Gebrauch des
Differential in den Naturwissenschaften?

Man betrachtet dort eine physikalische Grofle f, die von einem Parameter x abhéngt.

Man spricht von der infinitesimalen Anderung df, die f erfihrt, wenn der Parameter
x sich um einen verschwindend kleinen (infinitesimalen) Wert dz dndert.

Vergleichen wir dies mit der Definition des Differentials:

e In dieser Sprechweise sind die Variablen nicht angegeben:

— der Punkt x¢, in dem sich das System befindet,

— die Anderung Axz(zo,h) = (zo +h) —x0 = h
Man schreibt fiir die Anderung h kurz Az.




e Die Differentiale dx und df sind mit ihrem Funktionswerten identifiziert:
dr = dx(zo)(Az) = Az, df = df(zo)(Az) = f'(x0) - Az.

Das Differential df = df (xo)(Ax) ist linear in der Variablen Az, &ndert sich also pro-
portional zu Az. Wenn Az sehr klein wird, wird eben df = df (z0)(Az) im selben Mafe
klein. Das ist die Deutung des Begriffes infinitesimal Gréfe.

Die Differenz Af und das Differential df unterscheiden sich nur um das Restglied:
Af = df = Af(wo, A) — df(w0)(AT) = 12 (A2).

Der Unterschied geht schneller als linear — in den praktischen Fillen meist sogar quadra-
tisch — gegen Null.

Diese beliebig kleine Unterschied ist nicht Null, wird aber fiir die betreffende physikalische
Argumentation klein genug gewahlt. In diesem Sinne gilt die Gleichung Af = df.
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3.3 Trigonometrische Funktionen

Bemerkung. Die Funktionen cos und sin wurden bereits kurz im Beispiel 3.2.27 als
Potenzreihen eingefiihrt.

Die Eigenschaften des Sinus und des Cosinus werden aus ihren Ableitungseigen-
schaften hergeleitet:

’ . e !
cos = —sin, sin’ = cos.
Die Funktionen cost und sint sind also Losungen der freien Schwingungsglei-
chung.

Aus der Form der Schwingungsgleichung folgen die Eindeutigkeit der Losung des
Anfangswertproblems, die Potenzreihenentwicklung der Lésungen, die Periodi-
zitdt und andere trigonometische Formeln.

Die Funktionen cost und sint sind periodisch mit der Perode 2.

Die Punkte (cost,sint) liegen auf dem Einheitskreis S'. Fiir das Intervall (—, 27]
ist die Abbildung

(=7, 7] >t S

bijektiv. Die Umkehrabbildung heilt Argument-Funktion arg(z,y)

Der Kreis ist orientiert: er wird im mathematischen Drehsinn entgegengesetz
zum Uhrzeigersinn durchlaufen. Die Argumentfunktion ist streng monoton wach-
send.

Ein Kreisbogen hat, wie ein Intervall, einen Anfangs- und einen Endpunkt.
Zur Definition der Linge eines Kreisbogens betrachtet man den oberen und unteren

Halbkreis jeweils als Graphen einer differenzierbaren Funktion und definiert die
Kurvenlinge dieser Graphen als Bogenléinge.

Zwischen Argument-Funktion und Bogenlinge auf dem Einheitskreis besteht die
folgende Beziehung;:

Die Linge eines Kreisbogens mit Anfangspunkt P und Endpunkt Q, der nicht den
Punkt (—1,0) enthdlt, ist die Differenz der Arqumente vom Endpunk und Anfangs-
punkt des Kreisbogens:

—

Linge(PQ) = arg Q — arg P



e Das Argument arg P eines Punktes P nennt man auch den Winkel der Geraden
vom Ursprung O durch den Punkt P gegen die positive z-Achse. Der Winkel wird
im Bogenmaf} gemessen.

Man kann nun die hergebrachte Beschreibung der trigonometrischen Funktionen auf
dem Intervall (—m, 7] als Winkel-Funktionen geben.

e Im nichsten Kapitel (Analysis II) werden dann die komplexen Zahlen und die
Exponentialfunktion im Komplexen eingefiihrt.

Im Komplexen lassen sich Beziehungen unter den trigonometrischen Funktionen,
weiter vereinheitlichen und vereinfachen.

3.3.1 Harmonische Schwingungen

Bemerkung. Die Schwingungsgleichung ist eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung bzw. ein System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung.

Bemerkung und Bezeichnung 3.3.1

1. Die Funktionen w : ¢ — cos(t) und v : t — sin(¢) (vgl. 3.2.27) sind Losungen der
Schwingungsgleichung;:

2. Wenn man in der linken Gleichung v := —u’ setzt, erhiilt man die rechte und
umgekehrt.

Bemerkung.

1. Physikalischen Deutung der Schwingungsgleichung:

e u Auslenkung eines Massenpunktes der Masse m aus der Ruhelage.
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e Riickstellkraft ist proportional zur Auslenkung: F' = —Du. Es wirken keine
weiteren Kréfte ein.

e u’ Geschwindigkeit, u” Beschleunigung.

e Newtonsches Kraftgesetz: mu” = —Du. Zur Vereinfachung sind m = 1
und D =1 gesetzt.

Die Abbildung t — (u(t),u (t)) € R? durchliuft im Phasenraum R? eine Kreislinie
im Uhrzeigersinn.

2. Wir haben v = —u’ gesetzt, damit die Abbildung
t— (u(t),v(t)) € R?

die Kreislinie im mathematischen Drehsinn durchliauft.

Feststellung 3.3.2 (Schwingungsgleichung ist