3. Ubung zur Analysis IIT WS 2001-2002

11. Aufgabe: Seien V und W normierte reelle Vektorrdume. Beweisen Sie, dafi fiir eine
lineare Abbildung T : V' — W folgende Aussagen dquivalent sind:

1. T ist stetig im Nullpunkt.
2. T ist gleichméafig stetig.
3. Es gibt r > 0, so daB ||Tv|| < r||v| fiir alle v € V.

Beweisen Sie ferner

[Tl

o] |v# 0} =inf{r > 0| || Tv] < r|v|] Yv eV},

sup{[|[T0[[[ [Jo]| < 1} = sup{

und daB ||T']| = sup{||T|||||v|| = 1} eine Norm auf dem Vektorraum aller linearen
Abbildungen von V' nach W definiert.

12. Aufgabe: (8 Punkte) a) Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Menge C' C V' heif}t
bekanntermafien konvex, wenn mit zwei Punkten auch deren Verbindungsstrecke in C
liegt, also wenn fiir a,b € C gilt, dafl ta + (1 — ¢)b € C fiir alle t € [0,1]. Beweisen
Sie, eine Menge C' C X ist genau dann konvex, wenn fiir alle n € N, xy,... ,z, € C,
ti,... b, > 0mit Y . t; =1 gilt, daB ).tz € C.

b) Beweisen Sie, dafl

X

fiR =1L f(z) = T4

ein Homéomorphismus ist, d.h. f ist bijektiv stetig und die Umkehrabbildung ist auch
stetig.

¢) Sein € Nund C' C R" eine beschrankte, offene und konvexe Menge, die den Nullpunkt
enthélt. Ferner sei C' symmetrisch zum Nullpunkt, d.h. mit a € C' ist auch -a € C.
Beweisen Sie, dafl durch

N(z):=inf{r > 0|z € rC}
eine Norm auf R" definiert wird und daf§ C' = {z € R"| N(x) < 1} gilt.

d) Folgern Sie aus b) und c), dafl alle offenen und konvexen Teilmengen des R™ zuein-
ander homoomorph sind.



Hinweis: Die Mengen miissen weder beschrinkt noch symmetrisch sein — was gilt dann
noch fir N7 Was brauchen Sie nur zu wissen? Statten Sie R™ mit der Maximumsnorm
aus.

13. Aufgabe: a) Es sei A : R" — R” eine lineare Abbildung, f : R — R sei differen-
zierbar und F = f o A. Welche Beziehung besteht zwischen grad F' und grad f?

b) Seien n,m € N beliebig und X C R”" offen. Eine Abbildung f : X — R™ heifit
homogen vom Grade o € R, wenn f(tx) = t*f(z) fir alle z € X und ¢ > 0 mit tx € X
gilt. Beweisen Sie, ist f an der Stelle y € X differenzierbar, so gilt f'(y)y = af(y).
Hinweis: Kettenregel auf f o g, wobei g(t) =y + ty.

14. Aufgabe: (6 Punkte) Seien n,m € N beliebig, X C R” offen und f : X — R™
stetig differenzierbar. Beweisen Sie durch Anwendung der Mittelwertungleichung, dafl
zu kompaktem K C X ein r > 0 existiert, so dafl

1f(2) = F@ll <rlle =yl Vo,ye K

Hinweis: Fiir z € K und § > 0, so da8 U(x,6) C X liefert die Mittelwertungleichung
ein s > 0, so dafl

1f () = f@ < sllu—vll  Vu,v € U(x,0).
(Das miissen Sie natiirlich auch erst beweisen.) Fiihren Sie das dann zum Widerspruch.

Abgabetermin: Donnerstag, den 22. November 2001, Briefkasten im Gebaude 27.2 bis
12.45 Uhr.



